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Feuille d’exercices n°4

Exercice 1. On considère un espace probabilisé (Ω, P ) muni d’une filtration F = (Fn) (n = 0, 1, 2, · · · , N).
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires telle que pour tout 0 ≤ n ≤ N , Xn est Fn-mesurable (i.e. Xn

est constante sur les atomes de Fn). On dit que la suite (Xn) est une F-martingale si Xn = E(Xn+1|Fn)
pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1.

1.1. Montrer que si (Xn) est une martingale alors Xn = E(XN |Fn).

1.2. Montrer que si (Xn) est une martingale alors E(Xn) = E(X0).

1.3. Soit Y une variable aléatoire. On pose Xn = E(Y |Fn). Montrer que (Xn) est une martingale (appelée
martingale de Doob associée à la v.a. Y ).

1.4. Soit T une variable aléatoire à valeurs dans l’ensemble {0, 1, · · · , N}. Soit (Xn) une martingale. On
note n ∧ T la variable aléatoire min(n, T ). Soit Xn∧T la variable aléatoire définie pour tout ω ∈ Ω par :
Xn∧T (ω) = Xn∧T (ω)(ω). Montrer que si T est un temps d’arrêt alors la suite (Xn∧T ) est une martingale.
Indication : écrire Xn∧T = XnI{T>n−1} + XT I{T≤n−1}.

1.5. En déduire que E(XT ) = E(X0).


