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Feuille-question du TP 9
Systémes dynamiques de grande dimension

Jusqu’ici nous n’avons considéré que la dynamique d’une ou deux quantités en interaction, mais
souvent une modélisation réaliste nécessite de considérer la dynamique conjointe d’un grand nombre de
grandeurs distinctes. On peut évidement représenter les graphes de chacune des quantités, mais ceci ne
permet pas bien de comprendre les interactions. C’est 14 que les concepts de point d’équilibre, linéarisé
a I'équilibre, valeurs propres réelles ou complexes conjuguées aident & la compréhension des interactions.
Nous allons ici examiner cette question sur une modélisation® (trés simplifiée) du métabolisme d’un
médicament que 'on peut apporter de maniére & maintenir sa présence en quantité constante (et, de
préférence, optimale!) alors que son action va agir sur d’autres produits présents : enzymes, protéines,
etc...).

1 Exercices sur table : le métabolisme de I’Azathiprine

La molécule apportée est mesuré par xi; celle-ci agit sur la dynamique de trois autres grandeurs
Z2, T3, €t x4 au travers d'une fonction de Michaelis-Menten m(z) = nyz =mm(x,K,V). Le systéme est

donc essentiellement non linéaire, mais nous allons voir comment le linéarisé permet de comprendre la
dynamique.

Nous étudions tout d’abord le systeme suivant (les valeurs des constantes figurent dans le code Scilab :
elles sont toutes positives).

1"1 = V1~m($1,K2,V2)—m(azl,Kg,‘/g)—m(xl,K4,‘/21)

i‘g = m(l‘l,Kg,VQ)—dQ:EQ (1)
ig = m(l'1,K3,‘/3)—d3£E3

.’il4 = m(l’l,K47V4)—d4.’,E4

est-elle monotone 7 N
/yn’["): Y_E_'ft_‘_. = ___\_/_V_(,_i > O r)w?%/v>o .d’k>o
(Kr)™ (kan)

L‘« %/‘wkﬁ m Pl e mona /7:"2/ ( mawr nm &%'m‘c PN

1. calculer la dérivée m/’? d’une fonction de Michaelis-Menten. Une fonction de Michaelis-Menten

2. Représentez les graphes d'une fonction de MichaelisfMenten = — m(z), en indiquant le role des
constantes V' et K dans les asymptotes et dans la pgnte de la tangente & 'origine.

1
1. 1l s’agit d’un projet de trois étudiants de L3 BIM : Th. Capdevilie, L. Massardier, et R. Tetley, sur un théme proposé
par M. F. Dayan de la Société Sobios.
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3. On utilise la notation m;(z) = m(z, K;, V;), pour i = 2..4. Esquisser le graphe de ma + m3 + my.
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4. Notons M* = (z},x%,1%,x}) un point d’équilibre. Montrez tout d’abord qu’il y a une et une seule
valeur positive possible pour z} sous une condition qu’on précisera. Déterminer en-suite quelles est

la valear de x5 , 23, et @} en fonction de 7 et qu’il n'y a donc qu’un seul équilibre M™.
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5. Donnez la matrice jacobienne J*Adu systéme au point d’équilibre M™. .%/ﬁ—( :'(ML+ fW|3 £y )
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6. Quelles sont les valeurs propres de J* ? Que peut-on en déduire pour la stabilité de V’équilibre M™ 7
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2 Exercices sur machine

2.1 Variables zy, z; et xﬁcouplées u/é’&a (,a/('\ll Lf\é (/,(/W /U/WCOL /'\M>

clear ; — /\L(V\\l”\\ an c(”/" AU

d2 = 0.525;

43 = 0.578;

d4 = 0.4621 ;

Vi = 0.2; . £, %ﬂ,ﬂ{m
K2 = 12.7; (e

V2 = 60; ? C‘Wb\ﬁw /

K3 = 3;

V3 = 11.15;

K& = 11.2;

V4 = 22.9; J

unction mm=mm(x ; . P l~ MMWt;
rflm=x.*V./(K+x)<; ’K’V)’} Z—u %’“dk\ﬁ 0(! %U&a%ﬂ fzm M Mtfif‘/

endfunction ;

xset ("window",5) ; ’('Aa.(’,c/ Ao w/\ﬂw Ae Wﬁx\@/\}&o

xx=0:01:100;

plot (xx,mm(xx,K2,V2),’b--") ; 0& ﬂl'(/ﬁu . _[Zul’vﬂ /WlL) /’1’75 (/‘/My )

plot(xx,mm(xx,K3,V3),’g-");

plot (xx,mm(xx,K4,V4), k--’) ; avec M, em /@66“ /M e WF(l‘W) ) 1/’/

function aza=aza(t,x) ;

aza(1)=V1 - mm(x(1),K2,V2).. /l'm, e man (M)
- 1),K3,v3) - 1),K4,V4 21 qu’
mm(x(1) ) - mm(x(1) ) LM a ,\M (0(.( 6."",14, ﬂ,,x,)/l) /LL/’\l}wt
aza(4)=mm(x(1) ,K4,V4)-d4*x(4) ;
( m y
endfunction ; A' '( 6('LWWV"Q
MM0=[0.2,0.2,0.2,0.2;0.2,0.2,0.2,0.2] ;//deux fois le méme point: aprés avoir -:t , AQ.

aza(2)=mm(x(1),K2,V2)-d2*x(2) ;
aza(3)=mm{(x(1) ,K3,V3)-d3*x(3) ; /'VWVO C/{> /M/&o C{/M/JP Z: d,,w
// aza(3)=mm(x(1),K3,V3)-d3*x(4) ; //couplage ago- antagonlste} /\M‘l AN /\Arh,m_p (3,) )
// aza(4)=mm(x(1),K4,V4)+d4d*x(3) ; F
Tmax=20 ; A 7{ A Y
N=200 ;petitpas=Tmax/N ; } /Vjﬂd/\d é(-(, 63 0, MA/ ﬂ‘l, Y /j g o N /(“' \4
t=0:petitpas:Tmax ; C MAIJ:L A CM(,&AM
répondu aux premiéres questions changez 1’un des deux pour 0,0,0,0 par exemple “ W)’ Tl

M=ode (M0,0,t,aza) ; ’ b ICdN an pon CL

x1=M(1,:) ;x2=M(2,:) ;x3= M(3 ) ;x4=M(4,:) ; 4 / wm,,l—/)a«,a, cle [& /}\f(,(”l\/\/\
xset ("window",0) ; /IL
plot(t,x1,’r-’);

plot(t,x2,’b~-") ; tw%b o(M 4 ww-th (a/vvt Z«- {JAA 0
Pl°t(t,X3,’g") H k (
plot(t,x4,’k--"); r\»os

/) xset (aindon”, Dt PIotGL,T2, 205 1 gan AMSADE [ Lo 7MAM S, pegt
// xset("window",2) ; plot(x3,x4,’g-’); } !

la/les solution(s) étudiée(s), ol est calculée cette/ces solution(s), et ol sont tracées les quatre
composantes (préciser la couleur).

end ;
0 1. Indiquez en marge du code oli sont initialisées les constantes, ou est définie et ol est tracé le
graphe de la fonction de Michaelis-Menten, ou est défini le systeme différentiel étudié, quelle et

2. Représentez avec soin les graphes des trois fonctions de Michaelis-Menten, mq, ms, et my.
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3. Représentez le dessin obtenu, en indiquant & quelle composante x; correspond chacun des graphes.
Qu’observez-vous 7 Voyez-vous quel est 'équilibre 7 Pouvez-vous le préciser au moyen de fsolve ?
S’agit-il a votre avis d’un noeud, d’un col, d’un foyer (précisez) ?

function azax=aza2x(x);//aza2x ne dépend plus de t
azax=aza(0,x)

endfunction; 0" ,Vm{- que ,&o')(.@:)/l—wxw\/' v

[Mstar]=fsolve([0.02,0.18,0.13,0.08],aza2x); AN L n* ,&\47.,«, t hud vos 0
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4. Déterminer mathématiquement la nature du point stationnaire (valeurs propres réelles ou non, signe
de la partie réelle, conséquence).
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