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Conditionnements

Soit ||.|| une norme de RY, |||.||| sa norme subordonnée, cond(A) := ||| A|||x|||A~]|| pour A € GLy(IR).

Pour la norme euclidienne, le conditionnement de A est noté condy(A). Sp(A) est le spectre de A.
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Pour z # 0, le coefficient de Rayleigh est défini avec le produit scalaire par : R(z) =

Conditionnement d’un systéme linéaire

. Montrer que cond(A) > 1, cond(aA) = cond(A) pour tout o # 0 et cond(AB) < cond(A)cond(B).

A A
. Si Az =bet Ay = ¢, en notant Ax =y — z, Ab = c — b, montrer que HH *ﬁ” < cond(A) H||bl|)|”
x
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A
. Si A= 'A > 0 vérifier que condy(A) = )\—N ou A <--- < Ay € Sp(A).
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. Montrer que que condy(A) =1 si et seulement si A est proportionnelle a une matrice orthogonale.
6. Vérifier que conds(A) est invariant par changement de base orthonormale.

Coefficient de Rayleigh

Démontrer pour A une matrice symétrique réelle, avec A\; < --- < Ay € Sp(A4). que :

1. max R(z) = An, I&?R(QJ) = A1, condy(A) = %\gl-

0#x
(utiliser une base de vecteurs propres de A)

min  max R(z) =\, max min R(x) = Ay_g41, pour 1 <k < N.

dimvy =k 0#zeV dimy =k 0#z€V

3 Stabilité des valeurs propres d’une matrice diagonalisable

Soit A une matrice diagonalisable et P une de ses matrices de passage : P"*AP = D avec D diagonale.

On supposer que pour toute matrice diagonale A, |||A]|| = p(A) = max |Ay].

. En déduire que d(Sp(A + AA),Sp(A4)) = max
4. En déduire que d(Sp(A + AA),Sp(A)) < Al||AA|||2 avec A :=infp p-14p_p conds(P),

1. Vérifier que si det(I + M) = 0 alors |||M]|| > 1 ou I désigne la matrice de I'identité.
. Soit B=A+ AA et u e Sp(B).

Si p & Sp(A), vérifier que P~Y(B — ul)P = (D — uI)(I + (D — uI)"*P71AAP).
)l = Al < condy(P)|[JAA]]]2.

peSp(A+a) ML eSpa

puis que la recherche des valeurs propres des matrices normales est un probleme tres bien posé.
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