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Introduction 

On connait l 'importance de l'application canonique dans la th6orie des courbes 
alg6briques, et des applications pluricanoniques pour la classification des surfa- 
ces. L'6tude des applications n-canoniques (n>2) pour les surfaces complexes, 
d6j~t entreprise par Enriques ([E]), a 6t6 men6e ~, bien par Kodaira puis 
d6finitivement raise au point par Bombieri ([Bo]); leurs r6sultats sont pratique- 
ment complets. Rappelons-en bri6vement les faits marquants. 

Le probl6me ne se pose gu6re que pour les surfaces de type g6n6ral, c'est-~t- 
dire celles pour lesquelles l'application n-canonique ~0,K est birationnelle pour n 
assez grand1; Bombieri montre que q~,K est en fait pour n > 5 un isomorphisme 
en dehors de certaines courbes exceptionelles, qui sont contract6es sur des points 
doubles rationnels. L'application ~P3K est birationnelle sauf pour deux types de 
surfaces, que l'on sait d6crire explicitement; enfin l'application ~OZK est biration- 
nelle, sauf pour les surfaces admettant un pinceau de courbes de genre 2 et pour 
certaines surfaces appartenant ~t une famille limit6e. 

Nous essayons dans cet article d'entreprendre une 6tude analogue pour 
l'application canonique - pr6cisons tout de suite que nos r6sultats sont loin 
d'etre aussi complets que ceux de Bombieri-Kodaira. L'information dont on 
dispose dans la litt6rature existante est tr6s mince. Quelques exemples classiques 
sont expos6s dans [E];  toutefois ces exemples ne sont gu6re satisfaisants de 
notre point de rue. En effet ils concernent des surfaces avec pg<5, donc une 
famille limit6e de surfaces (cf. proposition 1.7 ci-dessous); et il sembte clair que 
le comportement de cette famille n'est en rien typique du cas g6n6ral" c'est ainsi 
que pour pg = 3 on n'a gu6re de choix quant ~ l'image de l'application canoni- 
que, et le degr6 de cette application peut 6tre anormalement 61ev6. Nous 
chercherons, au contraire, des 6nonc6s valables pour presque  tou tes  les surfaces 
de type g6n6ral, c'est-fi-dire toutes ~ l'exception d'une famille limit6e. 

Nous notons ~0,K l'application n-canonique de la surface sur son image, cf. (1.1) 
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Nos r4sultats principaux peuvent s'6noncer comme suit: 
- Si le systhme canonique est compos6 d'un pinceau, les fibres de ce pinceau 
sont de genre < 5, sauf peut-4tre pour une famille limithe de surfaces (w 
- Si le systhme canonique n'est pas compos6 d'un pinceau, l 'image de l'applica- 
tion canonique est une surface avec p~ = 0 ou une surface canonique (w 3); de plus, 
sauf pour une famille limit6e de surfaces, on a deg~0K<9 dans le premier cas, et 
deg ~o K < 3 dans le second (w 4). 

Ces r4sultats sont complht6s par des exemples qui montrent  que les majora- 
tions obtenues ne sont pas trop grossi4res: on d6crit par exemple une famille 
non limithe de surfaces avec deg ~PK = 8. 

Enfin le w 5 est consacr6 aux surfaces de type g6n6ral qui vhrifient l'inhgalit6 
K Z < 3 p g - 7 ;  on montre que dans ce cas ~PK est toujours une application 
rationnelle de degr6 2 sur une surface reglhe - ce qui fournit une description 
effective de ces surfaces. Cet 6nonce precise un thhorhme de Castelnuovo, qui a 
dhmontr6 l'in6galit6 K 2 > 3 p g - 7  lorsque le diviseur canonique est trhs ample 
([c]). 

Je voudrais signaler que le cas off l 'application canonique est de degr6 2 est 
6tudi6 dans l'article [P], o0 se trouve 6nonc~e l'alternative (3.5). D'autre part  des 
r6sultats voisins de ceux du w ont 6t6 obtenus ind6pendamment par M. Reid 
(JR]). 

Les r6sultats de cet article ont 6t6 expos6s en mai  1978 au Coll6ge de France 
dans le cadre de la fondation Peccot, que je tiens 8 remercier ici. 

Conventions et notations 

Les surfaces consid6r6es dans cet article sont des surfaces projectives complexes. 
Sauf mention du contraire, une surface de type gkndral est suppos6e 6tre lisse (et 
connexe). 

Soient X une surface lisse, D un diviseur sur X. On note: 

Hi(X, Ox(D)) ou simplement HI(X, D) les espaces de cohomologie du faisceau 
associ~ ~ D. 

h i (D) = dime H i (X, D). 
ID] = ensemble des diviseurs effectifs lin6airement 6quivalents ~ D. 
K x ou K =diviseur canonique = un diviseur tel que (gx(K)~-~2. 
q(X) ou q = dim H 1 (X, (Px) = dim H ~ (X, f2~). 
pg(X) ou p~ = d i m  H2(X, Cx)=h~ 
~b~ = application canonique de X dans IP v~- 1. 
~oK=application rationnelle de X dans X = ~ K ( X  ) d6duite de q~. 

Les applications rationnelles sont repr6sent6es par des fl6ches discontinues --,. On 
note -= l'6quivalence lin6aire des diviseurs. 

w 1. Pr61iminaires 

Afin de fixer les notations, nous allons rappeler les r6sultats classiques concer- 
nant les syst~mes lin6aires sur les surfaces. 
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1.1. Soit X une surface lisse sur if;, et soit D un diviseur sur X. Si h~  le 
syst6me lin6aire ID] d6finit une application rationnelle 4~o: X ~IP h~ 1. Soit 2; 
l ' image de q~o; on notera (0o: X *X l'application d6duite de q~o. 

Le syst6me IDI a, en g6n6ral, une partie f i xe  Z et une partie mobile M, avec 
D - Z + M .  On a q'D=~M. Le syst6me lin6aire ]MJ a en g6n6ral des points base, 
off l 'application 4~ D n'est pas d6finie; it existe un morphisme ~: )( ~X, compos6 
d'un nombre fini d'6clatements, tel que 4~oor. soit un morphisme de )f dans 
iphO~O)-1. Ce morphisme correspond /~ un syst6me lin6aire sans point base IMI 
sur X, obtenu /t partir de e*M en retranchant les composantes fixes; on a 
]~2 5M2.  

Supposons h~ On distingue alors deux cas, suivant que l'image S de 
q~D est une courbe ou une surface. 

a)  Si Z est une surface, l 'application rationnelle ~po:X -~S est 
g6n6riquement finie, ainsi que le morphisme q~o ~ e. Si d d6signe le degr6 de q~D, 
on a ~ ) a = d  deg(Z), d'ofi M 2 > d  deg(Z), l'6galit6 n 'ayant lieu que si LM] est sans 
point base. 

b) Si S est une courbe, on dit que le syst~me lin6aire IDIest  compos~ d'un 
pinceau. L'application rationnelle q~o se factorise en q~D: X-V~B--+2;, off B est une 
courbe lisse et off la fibre g~n6rique F de pes t  irr6ductible. 

Si g(B)=0, on dit que le pinceau est rationnel; on peut alors ~crire 
D = Z  + aF, avec h~ a + 1, F 6tant une courbe irr6ductible telle que F2--  > 0. 

Si g(B)> 1, le pinceau est irrationnel; il n'a pas de point base. L'application p 
est un morphisme et on a D = Z + p * E ~ ,  off E a est un diviseur de degr6 a sur B. 
On 6crira aussi D ~ ~lg Z + aF, ~ ~g d6notant l'6quivalence alg6brique. La courbe 
F est lisse; on a F 2 = 0  et h ~  

Nous appliquerons surtout ce qui pr6c6de au syst6me canonique IKI de X. 
La remarque suivante sera fondamentale. 

Lemme 1.2. Soit X une surface de type g~n~ral minimale: notons M la partie 
mobile du syst~me canonique IK[. On a K2_~ M2 ; si de plus l'image de (PK est une 
surface 2; ~ IP ~ ~, on a 

K 2 > M 2 >(deg ~0~) (deg Z). 

D~monstration. On a K ~ = K Z  + Z M  + M 2, K Z  >O puisque X est de type g6n6ral 
minimale et Z M > O  puisque M est mobile, d'ofi KZ>=M 2. La seconde assertion 
r6sulte aussit6t de 1.1 a). 

Nous utiliserons aussi deux r6sultats classiques, dont le premier sera 6nonc6 
sans d6monstration: 

1.3, Lemme de Clifford. Soient C u n e  courbe irr~ductibIe, D u n  diviseur sur C tel 
que 0 < deg (D) < 2g(C) - 2. On a h~ < �89 deg (O) + 1. 

Lemme 1.4. Soit Z cIP" une surface irrOductible, non contenue dans un hyperplan. 
On a d e g ( X ) > n - 1 ;  si Z n' est pas r~gl&, on a d e g ( S ) > 2 n - 2 .  

DOmonstration. Soit S---,27 une d6singularisation de Z; notons [H] le systame 
lin6aire sur S image r6ciproque du syst6me des hyperplans de IP". Une courbe 
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g6n6rique C6[H[ est lisse; on a une suite exacte: 

O~Cs--*(~s(H)-~(gc(D)--*O, avec D=H]c. 

On d6duit de la suite exacte de cohomologie associ6e l'in6galit6 n~h~ 
Distinguons maintenant deux cas, suivant le signe du produit HK: 

a) Si HK >__0 (ce qui est toujours le cas si S n'est pas r6gl6e), la formule du 
genre montre qu'on a 0<H2=<2g(C) -2 ,  ce qui permet d'appliquer le lemme de 
Clifford (1.3) fi D: on trouve 

H 2 
h~ I, d'ofl H2 =deg(X)> 2n-2 .  

b) Si HK<O, on a H 2 > 2 g ( C ) - 2  d'ofl 

h~ D) = H  2 + 1 -g(C) par Riemann-Roch 

et H2>:n-1. 

Remarque 1.5. La d6monstration montre que si d e g ( X ) = n - 1 ,  la surface Z e s t  
rationnelle. La liste des surfaces de degr6 ( n - l )  dans IP" est bien connue depuis 
Del Pezzo (cf. par exemple [G-H],  Ch. IV). 

De m~me, on voit facilement que si deg (Z)= 2 n -  2, la surface S est r6gl~e ou 
est une surface K 3. 

Nous rappellerons finalement deux rdsultats sur les surfaces de type gdn6ral 
que nous aurons fi utiliser fr~quemment. 

Th6or~me 1.6 (Miyaoka [M1]). Toute surface de type gdndral satisfait d l'in~galit~ 
K2<9Z(Cx). 

Proposition 1.7. Soit Nun  entier. Les surfaces minimales de type gdnOral telles clue 
z(C)< N (ou KZ < N, ou pg< N) forment une famille limitke. 

Cela signifie que toutes ces surfaces rentrent dans une famille alg6brique 
(Xj~s  de surfaces param6tr6e par une varidtd S; ou en termes heuristiques, que 
dans <<l'espace des modules>> des surfaces de type g6n6ral, qui contient une 
infinitd dOnombrable de composantes irr6ductibles, les surfaces consid6r6es ap- 
partiennent fi un nombre fini de composantes. 

DOmonstration de 1.7. Compte-tenu des in6galit6s g 2 ~9X((9 ) (1.6), X((_9)~pg"4-1 
et K2>=2pg--4 (in6galit6 de Noether, cf. [Bo] p. 209), il suffit de montrer que leg 
surfaces avec ;r et K 2 fixOs forment une famille limit6e. On peut alors 
appliquer l'argument de [B-H] p. 395. 

w 2. Syst~me canonique compos6 d'un pinceau 

Proposition 2.1. Soit X une surface de type gdndral dont le systdme canonique est 
composO d'un pinceau de courbes de genre g. Si X(Cx)~21, on a 2=<g=<5, et le 
pinceau n'a pas de points fixes. 
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On peut compl6ter l'6nonc6 pour les petites valeurs de X((gx): on a g < 6  si 
;((COx)=> 12, etc . . . .  L'inter~t de rin6galit6 6noncSe vient de ce qu'elle est valable 
pour ~presque toutes~ les surfaces minimales de type g6n6ral - c'est-fi-dire 
toutes fi l'exception d'une famille limit6e (1.7). 

D~monstration. On peut supposer la surface X minimale. D'apr~s (1.1.b) on peut 
6crire K ~ a~g Z + aF, o~ F est une courbe irr6ductible et p~ < a + 1. On a 

9g((gx)>=K 2 

> aKF > (pg - 1) KF > ()~((9 x) - 2) KF (1.6) 

d'ofl KF < 9)(.((fix)/()(,((fix) - 2) < 10 si Z((0x) > 21. 
Remplaqant K par son expression, on en d6duit aF 2 ~9, d'ofl F 2 =0  puisque 

a>x(( f ix ) -2  > 19. La formule du genre donne ators g(F)< 5, d'ofl la proposition. 

Nous allons maintenant montrer qu'il existe effectivement des families non 
limit6es de surfaces de type g6n6ral dont le syst~me canonique est compos6 d'un 
pinceau de courbes de genre 2 ou 3. Ces exemples sont construits fi partir des 
revStements doubles ramifi6s, dont nous allons rappeler quelques propriSt6s. 

2.2. Soient X, S deux surfaces lisses; un rev~tement double ramifi6 n: X ~ S  est 
un morphisme fini de degr6 2. Le lieu de ramification de n sur S est alors une 
courbe lisse A (non n6cessairement connexe), dont la classe dans Pic(S) est 
divisible par 2: on a A =26. La surface S 6tant fix6e, la donn~e du rev~tement 
double ramifi6 n: X - * S  est 6quivalente fi la donn6e d'une classe de diviseur 6 
dans Pic(S) et d'une courbe lisse A~]26[; on a alors zr, (gx~(_fs@(,%(-6). 

Notons A le lieu de ramification de ~ sur X, de sorte qu'on a 2A =x*A et 
A---n*6. Un calcul imm6diat (cf. lemme 3.2 plus loin) donne 

K x = n *  K s+  A ~ n * ( K s + 6  ) 

d'ot~, en appliquant la formule de projection: 

H~ K x)~- H~ Ks)O H~ Ks+6).  

Supposons maintenant qu'on ait pg(S)=0. I1 r6sulte de ce qui pr6cSde que 
l'application canonique de X se factorise en 4~K=~Jon, off ~:S-- , IP p~x~-~ 
d6signe l'application associ6e au syst~me lin6aire IKs+6l. En particulier si 
IKs+61 est compos8 d'un pinceau, il en est de m~me du syst6me IKxl. 

2.3. Exempfe I. L'exemple classique de Pompilj ([Po]). Pompilj construit, par un 
argument du type Bertini, une courbe plane irr6ductible D de degr6 6h (h>2), 
admettant comme singularit6s un point o ordinaire de multiplicit6 ( 6 h - 6 )  et des 
points triples P~ . . . . .  P~_ 4 de type [3, 3] (c'est-fi-dire se transformant en points 
triples ordinaires aprSs un 6clatement), tels qu'il existe une courbe irr6ductible L 
de degr6 ( h - 1 )  passant par les P~, et passant par o avec multiplicit6 (h-2) .  La 
surface S est obtenue en 6clatant darts lP ~ le point o, les points P~, puis les 
~points proches~ Q~ correspondant/t  la direction tangente ~ D en  P~. Notons O le 
diviseur exceptionnel au-dessus de o, E~ le transform6 total de P~ dans S, El la 
droite exceptionnelle apparue dans l'6clatement de Q~; soit H l'image r6ciproque 
dans S d'une droite de lP 2. Le transform8 s t r ic t / )  de D est donn8 dans Pic(S) 
par la formule: D - 6 h H - ( 6 h - 6 ) O - 3 ~ ( E i + E ' i ) .  

i 



126 A .  B e a u v i l l e  

On pose 6 = 3 h H - ( 3 h - 3 ) O - ~ ( E ~ + 2 E I ) ;  la courbe A =b+~(E i -E ' i )  est 
i i 

lisse, ce qui permet de d6finit un rev&ement double 7z: X--~S ramifi6 le long de 
A. O n a  

Ks+6=-(3h-3) H - ( 3 h - 4 ) O - ~  E I 
i 

ce qui entraine que [K s + 61 admet comme composantes fixes les courbes E i - E '  i. 
Si on 6crit Ks+6==_~(Ei-E'i)+M, on trouve M L = - 1 ;  par cons6quent L e s t  

i 

une composante fixe de M. Or on a M - L = - ( 2 h - 2 ) ( H - O ) ,  ce qui prouve que 
le syst~me [Ks+6[ est compos6 du pinceau IH-OI. Par suite IKx[ est compos6 
d'un pinceau. La surface X est r6guli~re (q(X)=0); les courbes du pinceau sont 
de genre 2. 

Example 2. Le syst~me canonique composk d'un pinceau de courbes de genre 3. 
Cet exemple est bas6 sur une construction qui va nous servir plusieurs fois 

dans la suite. 

2.4. Prenons S = C x IP 1, off C est une courbe lisse; notons p: S ~  C et q: S-~IP 1 
les deux projections, et F une fibre de q. Soit t/ un diviseur sur C tel que le 
syst6me [2ql n'ait pas de point base, et soit a un entier > 1. Posons 

6=p*rl+(a+ 2)F. 

I1 est clair que le syst6me [26[ contient un diviseur lisse A, ce qui permet de 
construire un rev6tement double rt:X---,S ramifi6 le long de A; on a [Kx[ 
=n*[Ks+6[ et Ks+6-p*(Kc+tl )+aF.  Le syst6me [Kc+t/[ d6finit un mor- 
phisme f :  C--,IP ~ (avec r=h~ - 1), qui se factorise en f :  C~Y f(C)~L, Ip: 
Notons ia:lPl-~IW le plongement associ6 au syst6me lin6aire 1(gr,(a)l. 
L'application canonique de X apparait alors composae des morphismes 
suivants: 

rbr: X ~ , C • t f ' l )~ f (C)x lP1 ,  ~'i~ xlp,,~L~lppgtx)- I 

off s est le plongement de Segre. 

2.5. Supposons maintenant que C soit de genre 2, avec 2 t / - 0  et r/@0. On a alors 
h~ K c + r / ) = l ,  de sorte que le syst6me [Ks+d[ est compos6 du pinceau IF[. 
Par suite le syst6me [Kx[ est compos6 d'un pinceau, dont les courbes sont 
isomorphes au rev6tement 6tale double de C associ6 /t ~/. Elles sont donc de 
genre 3. 

La surface X est minimale et satisfait/t 

p g = a + l  q = 2  K2=8Z((gx)=8a. 

Lorsque a varie, on obtient donc une famille non limit6e de surfaces. 

Variante. On peut prendre pour C u n e  courbe elliptique et pour q un diviseur de 
degr6 1; le syst6me canonique des surfaces ainsi construites est compos6 d'un 
pinceau de courbes de genre 2. 
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2.6. Example 3. Le syst~me canonique compos~ d'un pinceau elliptique. 
Soient E, F deux courbes elliptiques, e, un point d 'ordre  2 de E, a l ' involution 

de E • F d6finie par a(e , f )=(e+e,  - f )  pour e6E, f 6 F .  Consid t rons  la surface 
bielliptique S=(E•  (cf. [B1] p. 113). Notons  E' la courbe quotient  de 
E par le sous-groupe {0, e}; soient f l  . . . .  ,f4 les points d 'ordre  2 de F, et soient 
t 1 . . . . .  t 4 leurs images dans la courbe F/{ +_ 1} ~ I P  1. Les projections p: S-~E'  et 
q: S-~ IP 1 dtfinissent sur S deux fibrations elliptiques. La  fibration p e s t  lisse. La  
fibration q: S ~ I P  1 a 4 fibres doubles, au-dessus des points ti; on a q*[t~] =2E'~ 
(1__<i__<4), et la courbe E' i dtfinit une section de la fibration p. Notons  enfin 
qu 'on  a Ks -P * t h  off le diviseur t / a  pour  classe dans Pic(E')  l ' t l tment  d 'ordre  2 
associ6 au rev6tement e: E--~E'. 

Soient a un entier >2 ,  D un diviseur de degr6 a sur E'. Posons 6=p*D+E't .  
Le syst tme ]26] contient une courbe lisse A: il est en effet image r tc iproque 
par le morphisme S ~ E ' •  ~ d'un systdme lintaire trts ample sur  E ' x I P  1. 
On en d6duit un revt tement  double ~: X - * S  ramifi6 le long de A, tel que 
]Kx]=n* ]Ks+61. On a K s + b - p * D ' + E ' t ,  avec D ' = D + ~ / .  Cons id t rons  le mor-  
phisme p : E x F --~ S; comme p* (p* D' + E' l) = p r* (e* D') + p r* [ f l  ], la courbe p* E' 1 
est la partie fixe du syst tme lintaire [p*(Ks+6)[. I1 en rtsulte que E'~ est partie 
fixe du syst tme [Ks+6[ ,  donc  que celui-ci est compos t  du pinceau elliptique 
p: S ~ E'. Par cons6quent [Kx[ est compos t  du pinceau elliptique p o zr: X---, E ' ;  les 
courbes de ce pinceau sont de genre 2. La surface X est minimale et satisfait 

pg = a  q = 1 K 2 = 4Z(Cx) =4a. 

Lorsque a varie, on obtient donc une famille non limitte. 

w 3. L'image de l'application canonique 

Dans ce paragraphe,  nous consid6rons le cas off l ' image de l 'application canoni- 
que est une surface S. Celle-ci peut bien stir 6tre singulidre; nous dtfinirons 
l 'application canonique de 2; comme 6tant l 'application rationnelle @Ks ~ t/- 1 Off 
S est une surface lisse et t/: S-*S  une application birationnelle (cette dtfinition 
est 6videmment ind6pendante du choix de S). De m6me on pose p~(Z)=p,(S), et 
on dit que Z e s t  de type g tn t ra l  si S l'est. 

Th~or~me 3.1. Soit X une surface de type gOnOral telle que l'application canonique 
ebr: X -* IW *~x)-I ait pour image une surface X. On a alors l'une des deux 
situations suivantes : 

Cas I. p~(2;)=0. 
Cas II. 2; est une surface de type g~n~ral, plong~e dans IP pg~x)- 1 par son 

application canonique (en particulier, pg(2;)=pg(X)) .  

Pour  mettre en relief l'int6r6t de ce r6sultat, il convient de rappeler que la 
liste des surfaces avec  p g = 0  est assez restreinte; les mod61es minimaux sont les 
suivants: 

(i) Les surfaces r6gltes. 
(ii) Les surfaces elliptiques isotriviales (i.e. de la forme (C • E)/G, off C est 

une courbe lisse, E une courbe elliptique, G u n  groupe fini - cf. [B1] p. 107), 
pour  lesquelles q = 1. 
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(iii) Les surfaces elliptiques ~tordues>> ~t partir de la surface elliptique 
rationnelle standard (obtenue ~i partir de IP z en 6clatant les 9 points d'intersec- 
tion de deux cubiques), qui v6rifient q = 0. 

(iv) Certaines surfaces de type g6n6ral avec pg =q =0,  cf. [D]. 
Nous verrons plus loin (3.5) que toutes ces surfaces peuvent 6tre r6alis6es 

comme images canoniques de surfaces de type g6n6ral. 

Lemme 3.2. Soit ~: X--~S un morphisme surjectif  de surfaces lisses. Parmi les 
courbes irrOductibles sur X contenues dans le lieu de ramification de re, on note 
(Ei)a<i<= =p celles qui sont contractOes par rt et ( C j ) l < j <  q celles dont l'image par rt 
est une courbe l j ;  pour ces dernidres, on d~finit l'indice de ramification ej comme le 
coefficient de Cj dans le diviseur ~* Yj. Soit a~ une 2-forme holomorphe non nulle 
sur S; on a." 

q p 

div(rc*to)=~*(divto)+ ~ ( e j -  1) C j +  ~ r iE i 
j = l  i = 1  

off les r i sont des entiers >= O. 

Dkmonstration. I1 est clair que le diviseur de ~*o~ est 6gal ~ ~*(divto)+D, off D 
est un diviseur effectif contenu dans le lieu de ramification de ~. On a 

D = ~ m j C j + ~ r i E i ,  avec mj, ri>=O, et il s'agit de calculer les coefficients mj. 
j i 

Fixons un entier j, et 6crivons simplement C, F, e, m au lieu de Cj, Fj, e j, my. 
Soit p u n  point g6n6rique de C. I1 existe un syst6me de coordonn6es locales (s, t) 
sur S au voisinage de zr(p) tel que s = 0  soit une 6quation locale de F. On peut 
6crire zc*s=x e, off x d6finit une 6quation locale de C en p, et off x et y = g * t  
forment un syst6me de coordonn6es locales sur X au voisinage de p. La forme to 
s'6crit to =f(s ,  t ) d s  A dt  au voisinage de ~(p); on a alors: 

n ' t o  =(~*f)  d(x e) A d y  =(rt*f) e x  ~- 1 dx/x  d y  

ce qui prouve que le coefficient m est 6gal ~ e - 1 ,  d'o6 le lemme. 

3.3. Ddmonstration du thdorOme. Posons p=pg(X) .  I1 existe un diagramme 
commutatif  

)? ~ , X  

'~1 ~o,, + (3.3) 

S rl ~,Zc=IP p -1  

off e est compos6 d'un nombre fini d'6clatements, r/est une d6singularisation de 
2; et ~ est un morphisme surjectif. On suppose qu'il existe sur S une 2-forme 
holomorphe non nulle to; on va montrer qu'on est alors dans la situation du 
Cas II. 

I1 r6sulte du diagramme pr6c6dent qu'on a div(zt*to)=zt*H+Z,  o6 H est 
l'image r6ciproque dans S d'un hyperplan de IP p- 1 et o6 Z e s t  un diviseur 
effectif, partie fixe du syst6me IK~[. Si on note K o le diviseur de to, on trouve en 
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utilisant les notations (et le r6sultat) du lemme 3.2 l'6galit6 entre diviseurs." 

K0+  (ej-l) cj+  r,E,. 
j i 

Soient F une courbe irrdductible quelconque sur S, C une courbe 
irr6ductible sur X telle que ~(C)=F,  e le coefficient de C dans le diviseur n* F. 
Notons h (resp. k) le coefficient de F dans H (resp. Ko). En considdrant le 
coefficient de C dans les deux membres de l'6galit6 prdc6dente, on obtient 
l'in6galit6 

h e < k e + e - 1  

fro‚ h<k .  
On en d6duit K o = H + E ,  off E est un diviseur effectif. On a alors: 

pg(X) < h ~ (S, (~:s(H)) < pg(S) < pg(X). 

Toutes ces in6galitds sont donc des 6galit6s; ceci prouve que E est la partie fixe 
du syst6me IKsl et que q est 6gal fi l 'application canonique ~0Ks. On est donc 
dans la situation du Cas I1, ce qui ddmontre le th6or6me. 

Remarquons que la d6monstration pr6cddente s'applique sans changement 
au cas de varidtds de dimension quelconque. Si on convient de noter encore 
pg(Z) la dimension de l'espace des formes holomorphes de degr6 maximum sur 
une vari6t6 lisse birationnellement 6quivalente fi la varidt6 Z, on a donc le 
thdor6me suivant. 

Th6or+me 3.4. Soit X une variOtd projective et lisse; on suppose que l'image 
Z ~ IP p.(x~- ~ de l' application eanonique de X a la mdme dimension que X.  Alors ou 
bien pg(Z)=0, ou bien X est une variOtO de type gOn~ral, plongOe dans IP p~(x) ~ par 
son application canonique. 

3.5. Un eas particulier: deg~pK=2. Revenant aux surfaces, on va illustrer le 
th6or6me 3.1 dans le cas off l 'application q~K: X ~Z est de degr6 2. On peut 
supposer la surface X minimale. 

Remarquons qu'on peut alors trouver un diagramme commutatif  (3.3) 

i ' 
rc ~K 1 

S - ~ "  -~ Z a IPP-- 1 

off de plus ~ est un rev6tement double ramifi6. En effet l 'application birationnel- 
l e a  de X dans elle-m~me qui 6change les points identifi6s par q~K est un 
automorphisme de X, puisque X est minimale; en 6clatant un ensemble fini de 
points de X, stable par a, on obtient un morphisme ~ ' : X ' ~ X  tel que ~o K o ~' soit 
un morphisme et que a s'6tende en une involution a'  de X'. L'ensemble des 
points fixes de cette involution est r6union disjointe de courbes lisses et d 'un 
nombre fini de points isol6s; on obtient la surface )( en 6clatant ces derniers. 
L'involution a '  se prolonge en une involution z de )( telle que la surface 
quotient S-=X/~ soit lisse, d'ofl notre assertion. 
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Notons 6 l'616ment de Pic(S) associ6 ~t n (2.2), de sorte qu'on a: 

K,2=-n*(Ks+6) et H~176 Ks )GH~ Ks+6).  

Dans ces conditions, les deux possibilitds du thhorhme se traduisent comme 
suit: 

Cas I. On a p~(S)=0 et IK~?I =n* IKs+6]; le systhme IKs+rs] dhfinit un plonge- 
ment birationnel de S dans IP p~(x)- 1 (6gal au compos6 du morphisme birationnel 
11: S ~ S  et du plongement de S dans IP p~(x) 1). 

Cas II. On a ]Ks+6[=O, [Kyr]=n*lKs] et ~OK;=CpK. On. 

I1 est facile d'obtenir des exemples du Cas I: il suffit de prendre une surface S 
arbitraire avec p~(S)=0 et un diviseur 6 sur S suffisamment ample pour que 
Ks+r5 soit tr6s ample et que le syst6me 1261 contienne un diviseur lisse. On voit 
ainsi, en particulier, que pour toute surface S telle que pg(S)=0, il existe une 
surface de type gkn~ral X pour laquelle I'application canonique <Plcx est un 
revdtement double (ramifik) de S. 

En revanche le Cas II apparait tout-'~-fait exceptionnel. Je n'en ai en fair 
qu'un seul exemple - ce qui est quelque peu contraire h la philosophie g6n6rale 
de ce travail. J'ignore en particulier s'il existe une famille non limit6e de surfaces 
satisfaisant h II. 

Voici maintenant l'exemple en question. 

Proposition 3,6, II existe une surface X avec pg=4, q=0,  telle que l'application 
canonique de X soit un morphisme r fini de degr~ 2 sur une quintique S. dans IP 3. 
La quintique S, a pour seules singularit~s 20 points doubles ordinaires et le 
revdtement r est ~tale en dehors de ces 20 points. 

Dkmonstration. Partons d'un syst6me lin6aire /7 de quadriques dans IP 4, de 
dimension projective 3. On demande que H satisfasse aux conditions de position 
g kn~rale suivantes: 

(i) Si un point de IP 4 est singulier pour une quadrique de H, il n'appartient 
pas h routes les quadriques de 11, 

(ii) Si une droite de IP 4 est singuli6re pour une quadrique de H, elle n'est pas 
contenue dans une autre quadrique de/7 .  

On peut interpr6ter ces conditions de mani6re 16g6rement diff6rente. 
L'ensemble des quadriques de IP 4 forme un espace projectif IP ~4, dans lequel les 
quadriques de rang < 4  (resp. <3) forment une vari6t6 irr6ductible V~3 (resp. 
V~l ) de dimension 13 (resp. 11). I1 est clair que deg(V13)=5; on a deg(V 11)=20 
par une formule classique (IS]). I1 est bien connu (et facile) qu'une quadrique Q 
d6finit un point lisse de 1/13 (resp. 1/10 si et seulement si le rang de Q est 6gal "~ 4 
(resp. 3); le sous-espace projectif tangent ~t 1/13 (resp. v~)  en Q est alors 
l'ensemble des quadriques qui contiennent le point singulier (resp. la droite 
singuli6re) de Q. La condition (i) (resp. (ii)) signifie donc que le sous-espace 
projectif H est transverse ~t 1:13 (resp. 1/10 dans IP 14. Sous cette forme, il est 
imm6diat que ces conditions sont satisfaites par un syst6me H assez g6n6ral. 

Notons 2; l'ensemble des quadriques singuli6res de //. C'est une surface de 
degr6 5 dans /7; les conditions de transversalit6 entra]nent qu'elle a comme 
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seules singularit6s 20 points doubles ordinaires s~ . . . . .  S2o, correspondant  aux 
quadriques de rang 3 de H. 

Chaque quadrique de ~ contient deux systemes de 2-plans, qui coincident 
lorsque la quadrique est de rang 3; l 'ensemble de ces systemes d6finit une vari6t6 
X munie d 'un morphisme q):X--+Z', 6tale de degr6 2 au-dessus de 
X - { s  I . . . . .  S2o}, mais tel que q~ l(si) soit rdduit ~ un point ~i ( 1 < i < 2 0 ) .  On 
v6rifie facilement, par  un calcul local, que X est lisse 2. 

Notons  r/: S--~X (resp. c: ) ( - * X )  l '+clatement des 20 points s~ (resp. ~S,), C i la 
courbe rationnelle de carr6 ( - 2 )  sur S qui apparait  darts l '6clatement de s~. On a 
un d iagramme commutat i f :  

) ~ - - ~  , X  

S -  ~ ,X  

off n est un rev6tement double ramifi6 le long de A = ~  Ci; il existe donc  un 

diviseur 6 sur S tel que 2 6 ~  C i. On a 6 2 = - 1 0 ,  6 K = 0  et par cons6quent:  
i 

z(r:'x) = z(c'~) + Z(Cs( - ~)) 

=2g(:s189  par R iemann-Roch  

K~ =2(Ks+,5)2  = - 10 d'o~) K ~ =  10. 

Le morphisme compose  S ~ Z'~--,IP 3 est 6gal /~ t 'application canonique de S; 
pour  montrer  qu 'on  est dans le cas lI, il suffit de prouver  l'6galit6 pg(X)=4,  ou 
encore q (X)=0 .  Or cela resulte aussit6t du corollaire 5.7 ci-dessous, compte  
tenu de l'inegalit6 K~<3Z([: :x) et du fait que X n 'admet  pas d 'applicat ion 
rationnelle de degr6 2 sur une surface r~glee (sans quoi l 'application canonique 
de X se factoriserait ~ travers cette surface, ce qui est absurde). 

Remarques 3.7. 1) Une surface pour  laquelle q)K est un revetement double d 'une 
quintique avec 20 points doubles apparait  daj/~ dans Enriques ([El,  p. 300); 
toutefois la construct ion s 'appuie sur un argument  de Franchet ta  qui demande-  
rait une justification rigoureuse. Une autre construction, due "~ Gallarati,  a 6t6 
6tudi6e r6cemment par F. Catanese (notes personnelles). Enfin une quintique X 
particuliere est apparue comme une des surfaces modulaires de Hilbert assocides 

au corps II~ (] / i3)  ( I -V-  Z]). Nous  allons voir que toutes ces descriptions sont des 
cas particuliers de la n6tre. 

2) On peut montrer  en effet que notre construct ion fournit routes les 
quintiques X dans IP 3 admet tant  20 points doubles ordinaires tels que la somme 

2 Il suffit en fait de v6rifier que X est normale en ~,. car il n'y a alors qu'un seul mod61e local 
possible pour q3,/~ savoir le quotient d'une vari+te lisse par une involution ayant un point fixe. Pour 
cela on peut choisir un point fixe 0 du syst6me/7 et consid6rer X comme plong6e darts G2(IP 4) x/7, 
oo Gz(lp 4) est [a grassmannienne des 2-plans de IP4: Fimage de X est form6e des couples 0z, Q) te[s 
que 0e~. ~ccQ. Sous cette forme il est imm6diat que X est localement intersection complete, donc 
normale puisqu'elle n'a au plus que des singularit6s isot6es 
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des 20 droites de carr6 ( - 2 )  correspondantes soit divisible par 2 dans Pic(S). 
Indiquons bri6vement l'idde de la d6monstration, qui suit de tras pr6s celle de la 
prop. 6.23 de [B2]. Soient L ' c H  une telle quintique, S sa d6singularisde, 6 
l'616ment de Pic(S) tel que 2 6 - A  = S C~. On consid6re l 'homomorphisme 

q~: S2 H~ 2 K - 6 ) - ~  H~ 4K - A). 

On interpr6te H~ 4 K - A )  comme l'espace des polyn6mes de degr6 4 sur / /  
s 'annulant aux points doubles de Z. On a h~ 2 K - 6 ) = 5 ,  de sorte que ~p d6finit 
un diviseur R dans / / x  IP ~, fibr~ en quadriques au-dessus de //. Soit l c / 7  une 
droite coupant S e n  5 points p~ . . . . .  P5 distincts; on voit aisdment qu'il n'y a pas 
de section de H~ 2 K - f i )  qui s'annule en tous l e s  Pl. L'argument de [B2], 
p. 375 montre alors que le diviseur R v6rifie les conditions (i) et (ii) du lemme 
6.22 de loc. cit. (le lemme est 6nonc6 sous l 'hypothase d i m / / =  2, mais celle-ci 
n'est pas utilisde dans la d6monstration), ce qui prouve que Z est la surface 
discriminante d'un syst6me lindaire de quadriques. 

3) On v6rifie sans peine que la construction de la surface X ddpend de 20 
modules. D'autre part, un calcul fastidieux montre que le groupe H2(X, Tx) est 
nul, d'ofi l'on d6duit hl(Tx)=lO~((COx)-2K2=30 par Riemann-Roch. I1 en 
r6sulte que X admet un espace de modules de dimension 30, lisse au voisinage 
de X; pour une d6formation g6n6rique de X, l 'application canonique est un 
morphisme birationnel sur une surface de degr6 10 dans IP 3. 

4) Notons C 5 le groupe cyclique d'ordre 5, a un g6n&ateur de C s, 
~=exp(2i~/5) .  Consid6rons Faction de C5 sur IP 4 d6finie par a(X~ . . . . .  X4) 
=(X 0, ~X 1 . . . . .  ~4X4). On peut trouver un syst6me de quadriques H e n  position 
g6n6rale, stable sous Faction de C 5, tel que le groupe C 5 op6re librement sur Z 
et donc sur X. La surface quotient X / C  5 est une surface de type g6n6ral avec 
pg=0, K2=2 ,  /-/1 = C5. Elle admet un morphisme fini de degr6 2 sur la surface 
Z/C5, qui est une surface de Godeaux (pg=O, K 2 = l )  avec 4 points doubles 
ordinaires. 

w 4. Le degr6 de I'application canonique 

On consid&e encore les surfaces minimales de type gdn6ral pour lesquelles 
l 'application canonique a pour image une surface. 

Proposition 4.1. Sauf pour une famille limitOe de surfaces, le degrd de l'application 
canonique est <9, 

De maniOre plus precise, soit X une surface de type gOn~ral, telle que oK(X) 
soit une surface S. Dans chacun des deux cas distinguOs par le thdor~me 3.1, on a 
les majorations suivantes : 

Cas I (pg(Z)=O): si ;~((gx)> 31, on a deg~oK<9. 
Si de plus la surface s n'est pas rOgl&, on a deg OK < 4. 

Cas 11 (Z canonique): si Z(Cx)>14 , on a degcpK<3. 
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Dkmonstration. Notons d le degr6 de OK. On a 

9Z(Cx)>=K~ (1.6) 

> d deg (X) (1.2) 

>=d(p~(X)-2) (1.4) 

_-> d(x(e~x)- 3) 

d'ofl d < 9)~((gx)/()~(Cx)- 3) < 10 d6s que Z(Cx) > 31. 
Si 2; n'est pas r6gl6e, on a deg(Z)>2(pg(X)-2) par (1.4), d'ofl d < 5  pour 

Z(d'x) > 31. 
Dans le cas II, la surface canonique Z satisfait ~ l'indgalit6 de Castelnuovo 

deg (2;) > 3p~(2;)- 7 (remarque 5.6.1 ci-dessous). On en d6duit : 
d<9)~(Cx)/(3Z(6x)-lO ), d'ofl d < 4  d6s que Z(Cx)>14. 

Remarques 4.2. 1) On peut bien stir compl6ter les in6galit6s pr6cddentes: on a 
ainsi deg 99K < I0 si Z((gx)> 1 7, etc . . . .  Comme nous l 'avons ddjh indiqu6, I ' impor- 
tant nous parait d 'avoir un r6sultat valable pour toutes les surfaces de type 
g6n6ral 5, l 'exception d'une famille limit6e. 

2) Si q(X)>4,  la d6monstration donne degq~K<8, et degq0K<2 dans le cas 
II. 

3) Dans t ous l e s  cas il ressort de la d6monstration que les surfaces avec 
degq) K =9, ou avec degq)K=3 dans le cas II, doivent satisfaire h K 2 > 8Z(6'x). On 
connait jusqu'/t pr6sent tr6s peu de surfaces de ce type, de sorte qu'il semble 
difficile d'6tablir l'existence d'une famille non limit6e de surfaces avec deg ~0 K =9. 

Nous allons par contre montrer  qu'il existe des familles non limit6es de 
surfaces avec deg ~0/~ = 8. 

Exemples 

4.3. Reprenons la construction (2.4), en choisissant le diviseur r /sur C de faqon 
que h~ K c + t / ) > 2 .  Le morphisme f associ6 au syst6me IKc+tll a alors pour 
image une courbe, et ~o~x est un morphisme fini de X sur f (C)x IP 1, de degr6 
2 deg (f).  

Prenons C de genre 3, non hyperelliptique; soit t/ un diviseur sur C tel que 
2 t / - 0 ,  t /~0. Alors f est un morphisme de degr6 4 de C sur Ip1; par suite 
l 'application canonique de X est de degr6 8. La surface X est minimale et 
satisfait fi: 

p g = 2 a + 2  q = 3  K2=8X(C)x)=I6a. 

On obtient donc une famille non limit6e de surfaces avec deg ~PK = 8. 

4.4. Prenons pour C une courbe de genre 2, et pour q un diviseur sur C tel que 
2t l -K c, h~ Le morphisme f:  C--~IP ~ est de degr6 3; la surface X 
correspondante v6rifie donc 

degq0~=6 p ~ = 2 a + 2  q = 2  K2=6()~(Cx)-l)=12a. 

Notons qu'en prenant t /=[ r ] ,  off r e s t  un point de Weierstrass de C, on 
aurait trouv6 les m6mes invariants num6riques pour X mais deg q~K = 4. 
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w 5. L'in6galit6 de Castelnuovo 

Un r6sultat classique de M. Noe ther  6nonce qu 'une  surface minimale  de type 
g6n6rat satisfait fi l 'in6galit6 K 2 > 2 p g - 4 ;  la d6monst ra t ion  est bas6e sur le 
l emme de Clifford (1.3). Une  am61ioration de celui-ci va nous conduire  
rin6galit6 de Castetnuovo.  

L e m m e  5.1. Soit C une courbe lisse. Tout diviseur D sur C tel que 
0 < deg (D) < g ( C ) -  1 satisfait d l'une des deux propri~t~s suivantes: 

(i) h ~ < �89 (D) + 4). 
(ii) II existe une courbe lisse F, un revYtement double ram!fi~ ~: C-*F  et un 

diviseur A sur F tel que [D[ = D f + n* [A[, D s dOsignant la partie f ixe de [D[ : on a 
deg (A) > 2g(F) - 2 et h~ (D) < �89 deg (D) + 1 - g(F). 

DOmonstration. Soit ~PD: C ~ F  le morph i sme  associ6 au syst6me lin6aire [D[, 
avec F=IP h~ La courbe  F n'est  pas contenue dans un hyperplan,  donc 
deg (F) > h~ - 1 ; si deg ~PD > 3, on t rouve:  

deg (D) > 3 deg (F) > 3(h~ - 1) 

et l'in6galit6 (i) est satisfaite. 
Si deg(q~D)=2, on est dans la s i tuat ion (ii); il faut noter  de plus que si l 'on 

avait  O<deg(A)<2g(F) -2 ,  le l emme de Clifford (1.3) donnerai t  h~ 
=h~188 et l'in6galit6 (i) serait  satisfaite. On peut  donc  supposer  
deg (A) > 2 g ( F ) -  2, d'ofi par  R i e m a n n - R o c h :  

h~ = deg (A) + 1 - g(r) < �89 deg (D) + 1 - g(r) .  

I1 reste ~ mon t r e r  que l'in6galit6 (i) est satisfaite lorsque ~p~ est un morph i sme  
birationnel.  Nous  utiliserons pour  cela la majoration de Castelnuovo pour  le 
genre de la courbe  C (cf. par  exemple  [ G - H I ) :  

g ( C ) < ( d - h +  l ) + ( d - 2 h +  3 ) + ( d - 3 h +  5)+.. .  

avec d = d e g ( D ) ,  h=h~ 
Supposons  que l'in6galit6 (i) ne soit pas satisfaite; on a alors d - 3 h +  5 < 0 ,  

mais d - 2 h + 3 > 0  par  le l emme de Clifford. La  majora t ion  de Cas te lnuovo 
s'6crit donc:  

g ( C ) < 2 d - 3 h + 4 < d - 1 ,  

ce qui contredi t  l 'hypoth6se. 

Remarque 5.2. La d6monst ra t ion  mon t re  de plus qu 'en cas d'6galit6 dans (i), on a 
d e g ( D ) = g ( C ) - I  et la courbe  C est une courbe extr~male au sens de 
Cas te lnuovo;  ceci entraine 2 D - K  c. I1 est alors facile de dresser la liste des 
courbes  de genre g admet tan t  un diviseur avec ces propri6t6s; de telles courbes 
existent pour  toutes  les valeurs de g divisibles par  3 ([C]). 

L e m m e  5.3. Soit X une surface minimale de type gOnOral, dont le systOme 
canonique est compos~ d'un pinceau. On a alors K2 ~ 3pg-6 .  
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a) D6mont rons  l'in6galit6 lorsque le pinceau a des points base. I1 est dans ce 
cas rationnel, de sorte qu 'on  peut 6crire K = - Z + a F ,  off F est une courbe 
irr6ductible e t a  = pg-1 .  On a 

K 2 >= aKF > a 2 F z =(aFZ)(pg - 1). 

L'in6galit6 de l '6nonce est donc v6rifi6e d6s que aF2> 3. Elle est triviale pour  
a = l '  enfin si a = 2 ,  F 2 = l ,  on trouve K 2 > 4 = 3 p g - 5 ,  d'ofl le rbsultat. 

Nous  supposerons d6sormais que le pinceau canonique est sans point base. I1 
existe donc  une courbe B, un morphisme p" X- - ,B  et un diviseur D, de degr6 a 
sur B tels que K-=Z+p*D, , ;  la fibre g6n6rique F de p e s t  irr6ductible et lisse. 

b) Si g(F)>-3, on obtient 

K2>=aKF>=4a>= 4(p~ - 1) 

d'ofl l'in6galit6 cherch6e dans ce cas. 
On suppose d6sormais que F est de genre 2. On 6crira Z =  V + H ,  off V est la 

somme des composantes  verticales (i.e. contenues dans une fibre du pinceau) de 
Z. On a H F = 2 .  

c) Supposons H r6duit, de sorte que H est, soit une courbe irr6ductible, soit 
la somme de deux courbes irr6ductibles. On a alors: 

H K + H 2 >  - 4  par la formule du genre 

H K - H  2 = H V +  2a> 2a 

d'ofl 

H K > _ a - 2  

et 

KZ >=HK + 2a> 3 a -  2 >=3pg- 5. 

d) Reste fl examiner le cas off H = 2 C ,  C 6tant une courbe irr6ductible qui 
d6finit une section de p. La fibre g6n6rique de p 6tant hyperelliptique, il existe 
une involution birationnelle cr de X induisant sur les fibres lisses de p l ' involu- 
tion hyperelliptique; comme X est minimale, a est un au tomorphisme de X. En 
6clatant les points fixes isol6s de a, on obtient un diagramme commuta t i f  

~ , \  ~ ql 

X P ~B 

off n e s t  un rev&ement double ramifi6, S est une surface rdglde (lisse) de base B, 
et e est un morphisme birationnel. 

La courbe C ne contient pas de point fixe isol6 de a:  en effet la formule 
d 'adjonct ion 

K r - ( K  x + F)IF-  2( C] F) 
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montre  que C d6coupe sur F un point de Weierstrass de F, donc  que C est une 
composante  de l 'ensemble des points fixes de a. Par cons6quent  son transform6 
total s* C est une courbe irr6ductible (~ sur )(. On a 

K,2-V+2C+/3*D . 

off P e s t  un diviseur vertical pour/3, et l ? + 2 d  est la partie fixe de IK,I.  On salt 
d 'autre  part (2.2) que 

IK,[--re* IKs + 61 

6 6tant l'616ment de Pic (S) associ6/t  ft. I1 en r6sulte qu'il existe sur S une courbe 
F, d6finissant une section de q, et un diviseur W vertical pour  q tels que 

K s + f = W + F + q * D  a, ~ * F = 2 C .  

Appl iquons  R iemann-Roch  au diviseur E = F + q * D  a sur S: 

a + 1 > h ~ (S, Cs(E)) >= Z(Cs(E)) = X(Cs) + �89 2 - EK). 

Notons  b le genre de ta courbe B. On  a F 2 + F K = 2 b - 2 ,  d'ofl E E - E K =  
F 2 - FK + 4a  = 2/"2 - 2 ( b -  1) + 4a. 

L'in6galit6 pr6cddente donne alors a + 1 > 1 - b + F2 + (1 - b) + 2 a, c'est-/t-dire 
/ " 2 = < 2 b - l - a .  

Revenan t / t  X, on en d6duit 

C 2 = d 2 < b - � 8 9  

d'ofl 

C K > b - 2 + � 8 9  par la formule du genre 

et 

K2> 2CK + 2a> 3 a - 3 >  3p - 6  

ce qui termine la d6monstra t ion du lemme. 

Remarques 5.4. 1) La d6monstra t ion donne  en fair un r6sultat plus pr6cis, en 
fonction du genre b du pinceau canonique.  Supposons pour  simplifier Z(Cx)>2;  
on a alors h~ Da)=p~>q>b, ce qui impose que le diviseur D a n'est pas 
sp6cial, d'ofl a = p g + b - 1  par Riemann-Roch .  La d6monstra t ion du lemme 
fournit alors les in6galit6s: 

K2>4pg+4(b-1 )  si g ( F ) >  3 

K2>3pg+5(b-1 )  si H est r6duit 

K2>3pg+6(b -1 )  si H n'est pas rdduit. 

On a donc KZ> 3p~+ 5(b-1)  si b>=l (et X((gx)>2) 3. 

3 La m@me m6thode montre que cette in6galit6 est encore satisfaite lorsque Z(Cx) = 1, sauf dans le 
cas off pg=q=b=2, K2=8 ou 9 
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2) Dans le cas b=0,  Horikawa ([Ho]) a d6montr6 l'in6galit6 KZ>4pg-7  
pour pg > 5 (et K2~ 3 p g - 4  pour pg > 3). Sa m6thode repose sur une analyse fine 
des surfaces munies d'un pinceau de courbes de genre 2; elle devrait 6galement 
permettre d'am61iorer l'in6galit6 prdc6dente pour b > 1. 

3) Le lemme 5.3, joint 5, la remarque de Bombieri ([Bo], p. 209), permet 
de montrer que toute surface minimale de type g6n6ral v6rifie l'in6galit6 
K2>2pg+q-4 .  

Th6or4me $.$. Soit X une surface minimale de type g~n~ral, v&ifiant l'inOgalit~ 
K 2 <  3pg-7 .  Eapplication canonique de X est alors une application rationnelle de 
degr~ 2 sur une surface r~gl~e. 

Apr6s 6clatement 4ventuel d'un ensemble fini de points, la surface X apparait 
donc comme un revdtement double ramifiO d'une surface r6gl6e S; il revient au 
m6me de dire que X admet un pinceau de courbes hyperelliptiques. Etant donn6e 
la structure tr6s simple des rev6tements doubles ramifi6s (2.2), on peut 
consid6rer que les surfaces de type g6n6ral avec K 2 < 3 p ~ - 7  admettent une 
description explicite. I I ne  faut cependant pas 6tre trop optimiste" la surface S 
n'est pas a priori minimale, et sa structure peut 6tre assez compliqu6e (cf. [P]). 

L'indgalit6 K2> 3pg-7  lorsque le syst6me canonique est tr6s ample est due ~t 
Castelnuovo ([C]). 

DOmonstration du th~orOme 5.5. Le lemme 5.3 montre que l'application canoni- 
que q~ a pour image une surface 22~IP p"- 1. Si d=deg~o~, on a 

3 G - 7 > K 2 > d d e g ( Z ) > d ( p g - 2 )  (1.2) et (1,4) 

ce qui impose d<2 .  Si d = 2  et si 2; n'est pas r6gl6e, on trouve d'apr6s (1.4) 
3pg - 7 > 4(pg-  2), ce qui est impossible. 

I1 reste/l montrer que ~0 K ne peut 6tre birationnelle. Supposons que ce soit le 
cas; soit e,: J(---, X un morphisme birationnel tel que q,/~ o e, soit un morphisme de 
) ( d a n s  IP p~-~, et soit IM[ le syst6me lin6aire sur )~ correspondant ~ ce 
morphisme. On a K x - Z + f 4 ,  off Z est la partie fixe de ]K~I. Une courbe 
g6n6rique C~[/~] est lisse (et connexe); notons D la restriction ~t C du diviseur 
/~. La formule d'adjonction: (Z+2M)Ic==-Kc montre que deg(D)<g(C)-1, et il 
est clair que le morphisme ~PD associ6 h[D[ est birationnel. On d6duit donc du 
lemme (5.1) l'in6galit6: 

h~ D) <= 1(_~2 + 4). 

D'autre part la suite exacte 

0____ ~ (I ---). 0 (9 s (_gs(M)--, 6'c(D)-~ 0 

fournit l'in6galit6: 

h~ f/l) < 1 + h~ C, D) 

d'ofi 

pg = ho(S, g~) _< �89 + 7) = �89 (OK(X))+ 7) 
1 2 <5(K +7)  par (1.2) 
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ce qui contredit l'hypoth6se du th6or6me. 

Remarques 5.6. 1) Si OK est birationnelle, la d6monstration donne l'in6galit6 
deg qb((X) > 3pg - 7. 

2) II ressort de la d6monstration que pour les surfaces qui satisfont fi l'6galit6 
K 2= 3pg -  7, l'application canonique est, ou bien une application rationnelle de 
degr6 2 sur une surface r6gl6e, ou bien un morphisme birationnel. Castelnuovo 
donne dans [C] la liste compl6te des surfaces canoniques (lisses) de degr6 3 p g - 7  
dans IP;~- 1 

Corollaire 5.7. Soit X une surface minimale de type gdndral satisfaisant ?l 
K z <3Z(CC~x) et Card(H]lg(x))> 11 (cette derniOre condition &ant Ovidemment 
r~alisde si q ( X ) >  1). I1 existe alors une application rationnelle de degrO 2 de X sur 
une surface rOgl~e; si Z((fx)>12, l'application canonique de X possOde cette 
propri&~. 

DOmonstration. Soit )(--*X un rev6tement 6tale galoisien de groupe G, avec 
G a r d ( G ) > l l .  On a 

K} - 3 Z((f~) = (Card (G))(K~ - 3 Z((f x) ) __< - 11 

d'ofl K 2 < 3pg(X) - 7. 
II r6sulte du th6or6me 5.5 que l'application canonique ~org est une applica- 

tion rationnelle de degr6 2 sur une surface r6gl6e 2. Le groupe G op~re sur 2~ de 
fagon que ~oKe soit ~quivariante; si S d6signe une d6singularisation de ~,/G, on 
en ddduit une application rationnelle ~0: X - - , S  de degr6 2, d'ofl la premi6re 
assertion de l'6nonc6. 

La remarque 5.4.1 montre que le syst6me canonique [Kx[ n'est pas compos6 
d'un pinceau irrationnel, et il rdsulte de la remarque 5.4.2 qu'il n'est pas 
compos6 d'un pinceau rationnel si Z((fx) > 11. L'application canonique (0r de X 
est alors une application rationnelle de degr6 d sur une surface XclW~- ~. Le 
calcul de degr6 habituel fournit les indgalit6s: 

3 Z(~x) > K z > d deg (Z) > d(pg - 2) > d(x((fx) - 3) 

d'ofl d<3x( ( f x ) / ( x ( (gx ) -3 ) ,  soit d < 4  si ;(((fix)> 12. Or ~o r se factorise ~ travers la 
surface r6gl6e S (2.2); on a donc n6cessairement d=2 ,  et la surface Z e s t  
birationnellement 6quivalente & S, d'ofi le corollaire. 

Sous les hypoth6ses du corollaire, si ~o r e s t  une application rationnelle de 
degr6 2 sur une surface r6gl6e S, on peut montrer qu'elle induit un isomorphisme 
de Alb(X) sur Alb(S); en particulier on a q(X)=q(S) .  

Corollaire 5.8. Soit X une surface minimale de type g~n~ral, telle que K~ < 2Z((fx) 
et q(X)=0.  Si le groupe H~Jg(X) est d'ordre>= 11, il est isomorphe ?l (;g/(2)) *, o~ r 
est un entier >=4. 

D~monstration. Si Card (H~1g(x))> 11, on voit comme pr6c6demment qu'il existe 
un rev6tement 6tale )? -*X,  galoisien de groupe G, avec C a r d ( G ) > l l ,  tel que 
l'application canonique de 37 soit de degr6 2 et ait pour image une surface 
r6gl6e. Quitte 5, 6clater un sous-ensemble fini de J~ stable par G, on peut 
supposer qu'il existe un rev6tement double ramifi6 G-6quivarient ~: J~-*S, off 
est une surface rdgl6e (lisse) sur laquelle G op6re. 
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Observons  que tout  616ment g de G qui n 'op6re pas l ibrement  sur S est 
d 'ordre  2. En effet, soit a l ' involution de 3? qui 6change les deux feuillets de ~, et 
soit x un point  de )r tel que gz(x)=n(x).  On a alors rc(gx)=rc(x), d 'o~ g x = a x  
puisque g op6re l ibrement  sur X;  on en ddduit: 

gZx =go-(x) =a(gx)=x,  ce qui entraine g2 = 1. 

Si S est rationnelle,  on en ddduit que tout  616ment de G est d 'ordre  2, et par  
suite que G est i somorphe  /l (Z/2) k, pour  k convenable;  il existe doric un entier 
r > 4  tel que H"~lg(x)_~H~(X, 7Z) ~(77/2) r. 

Supposons  S non rationnelle, de sorte qu'il  existe une courbe/~,  munie  d 'une 
action de G, et un morph i sme  G-6quivariant  p: )? - , /3 .  Nous  allons mont re r  que 
les fibres de p sont de genre 2, donc  n 'admet ten t  pas d ' au tomorph i sme  sans 
points  fixes; ceci entraine que G op6re l ibrement  sur /~. Mais alors la courbe  
B = BIG est de genre > 1, et p d6finit par  passage aux quotients  un morph i sme  de 
X sur B, ce qui am6ne une contradict ion.  

Pour  calculer le genre d 'une fibre g6n6rique F de p, on peut revenir au cas ot~ 
la surface 3? est minimale. Notons  s implement  K =K x, pg=pg(X). Soient Z la 
part ie fixe de [KI, M sa part ie  mobile.  L 'appl ica t ion  canonique q)K: X ~ 2 ;  est de 
degr6 2, et son image 2 c l P  p~-I est une surface r6gl6e, birat ionnel lement  
6quivalente ~ S. En utilisant le l emme 1.2 et la remarque  1.5, on obtient  les 
in6galit~s: 

2pg > 2)~(C~) > K 2 ~ M 2 ~ 2 deg (2;) > 2 ( p g -  1). 

II r6sulte alors de [ H I ,  p. 115, cor. (2.4) que la surface 2:, qui est de degr6 <pg 
dans IP v~- ~, est rOgl6e en droites'*; aut rement  dit, on a MF=2.  D'au t re  par t  on 
d6duit de ce qui pr6c6de l'in6galit6 K Z - - M 2 < 2 ,  d'ofi K Z + M Z < 2 .  Or la 
2-connexion du diviseur canonique  ([Bo],  p. 181, l emma 1) entraine M Z  > 2, donc  
KZ =0.  Ainsi Z e s t  r6union de courbes rationnelles, qui sont contract6es par  p; 
ceci entraine ZF =0,  d'ofi f inalement KF =2,  ce qui ach6ve la d6monstrat ion.  

Remarque 5.9. Le corollaire 5.8 est part icul i6rement int6ressant pour  les surfaces 
X avec pg=0,  K 2 =-2; en effet un r6sultat de Miyaoka  ( [M2])  entraine que le 
sous-groupe de 2-torsion de Pic(X) est au plus 6gal dans ce cas ",i (2U2) 3. On 
obtient  doric pour  ces surfaces la ma jo ra t ion  Card  (/-/jig(x))< 10. 

En approfondissant  cette m&hode,  M. Reid a montr6  qu 'on  a en fait 
Card(H]~g(X))<8 e t a  caract6ris~ les surfaces pour  lesquelles l'6galit6 a lieu 
({R]). 
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