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Introduction 

Soit X une vari6t6 k'~tl6rienne compacte, et soit PicX(X) la vari6t6 des fibr6s en 
droites holomorphes sur X dont la premi?~re classe de Chem est nulle dans H2(X,C). 
Lorsque L est un 616ment g6n6ral de PicX(X) , des hypotheses assez faibles sur X 
entrapment l'annulation des espaces de cohomologie Hi(x, L) pour i < dim(X) [G-L 1]. On 
est ainsi amen6 ~t s'int6resser ~ la sous-vari6t6 si(x) de PicX(X) form6e des fibr6s en 

droites L tels que Hi(X,L) ¢: 0 .  Green et Lazarsfeld ont prouv6 r6cemment [G-L 2] que 

los composantes irr6ductibles de Si(X) sont des translat6s de sons-toms complexes de 
PicX(X) . En fait, des discussions avec F. Catanese nous ont conduit ~ proposer une 
conjecture plus pr6cise : 

Conjecture.- Les composantes de si(x) sont des translat6s de toms complexes par 
des points d'ordm fini. 

La conjecture est vraie pour les composantes de dimension > 1 de SI(X) : cela 

r6sulte de la description pr6cise de ces composantes donn6e au §2 (et qui corrige l'6nonc6 
analogue dans [B], qui contient une erreur). Nous proposons dans cet expos6 une strat6gie 

pour prouver que les points iso16s de S1(X) sont de torsion. L'id6e de base est de 
consid6rer, plutft que le groupe Picx(X), le groupe HI(X,C *) des faisceaux localement 
constants de rang 1 sur X .  On montre au §3 que le sous-ensemble ZI(X) de HI(X,C *) 
form6 des faisceaux ~2 tels que HI(X,¢2) ~ 0 est 6troitement reli6 ~t S1(X). On peut 
consid6rer HI(X,C *) comme le groupe Hom(~I(X),C*) des camct6res de ~I(X) ; le 

point c16 est que les points isol6s de El(X) correspondent ~t des caract~res unitaims. On 
voit de plus, en utilisant l'action de Aut (C) sur Hi(X, C*) , que les valeurs de ces 
camct6res sont des nombres alg6briques. Si en outre ce sont des entiers alg6briques, un 
lemme c616bre de Kronecker permet de conclure. Malheureusement je ne sais pour l'instant 

prouver cette int6gralit~ que sous des hypofla6ses restrictive.s, par exemple quand le groupe 

d6riv6 D(~I(X)) est de type £ini. Plus que ce r6sultat, dont l'int6r~t est limit6 par l'aspect 

artificiel de l'hypoth~se, c'est la m6thode qui me semble int6ressante; je continue ~ esl~rer 

qu'elle pemaettra de prouver la conjecture pour SI(X). 



§1. F i b r a t i o n s  su r  u n e  c o u r b e  

Dans tout cet article, la lettre X d6signe une vari6t6 k~ihl6rierme compacte (connexe). 
Nous appellerons fibration de X sur une courbe B tout morphisme surjectif p : X ~ B 

de X sur une courbe lisse B ,  ~ fibres connexes. Dans ce paragraphe, nous consid6rons 

une fibration p : X ~ B ; nous allons 6tudier la relation entre les groupes de Picard de X ,  

de B e t  des fibres de p .  
Soit b unpoint de B .  Le diviseur p*b s'6crit ~ n a D o ,  ot~ les diviseurs Da sont 

irr6ductibles et r6duits; le p.g.c.d, m des entiers no est appel6 multiplicit6 de la fibre p*b. 

Si m > 1, on peut 6crire p*b = mF,  off F est un diviseur effectif; on dit alors que la fibre 

p*b est multiple. 

Soient ml F1 . . . . .  msFs les fibres multiples de p .  

Lemme 1.1.- Soit V un diviseur de X dont les composantes soient contenues dons 

Ies fibres de p .  Pour que la ¢lasse de V dons H2(X, C) soit nulle, il faut et il suffit que 

l'on puisse 6crire V = p*8 + ~ kiFi , O0 5 est un diviseur de degr6 0 sur B e t  les ki 

des entiers v6rifiant ~ ki/mi = 0 .  
Notons co la classe dons H2(X, C) d'une forme de K~ihler sur X .  S i n  d6signe la 

dimension de X ,  notons f x  l'isomorphisme canonique de H2a(X,C) sur C .  Soit 

NS(X) le sous-groupe de H2(X,C) form6 des classes de diviseurs; on le munira de la 

forme bilin~aire sym6trique d6finie par (ot.[5) = f x  c0n-2A Ct A[3. En vertu du th6or~me de 

l'indice de Hodge, elle est de signature (+1, -1 .....  -1). 
Soit F une fibre de p .  La classe de F dans NS(X) est non nulle, et de cart6 nul; 

par suite, la forme bilin6aire induite sur l'orthogonal de F dam NS(X) est n6gative. 

Notons (Do)o~i la famille des composantes irr6ductibles de F, et no la multiplicit6 de Do, 

de sorte que le diviseur F est 6gal/i ~ no Do. Consid6rons la matrice (Do. Dl3)(o,p)~ I~ • 

D'apr~s ce qui precede, elle est n6gative, et son noyau contient l'616ment n = (no)o~i • Pour 

c~ ~ 13, le produit (Do .DI3) est positif, et mSme strictement positif si Do rencontre DI3: en 
effet ce hombre s'obtient en int6grant la forme positive co n-2 sur l'espace analytique 

Doc~Dis. Comme la fibre F est connexe, il en r6sulte qu'il n'existe pas de partition I = 
Jk.2K de I telle qu'on ait (Do.DI3) = 0 pour ot ~ J ,  13 ~ K. Un lemme classique d'alg~bre 
lin~aire (cf. par exemple [Bo}, Ch. V, §3, n°5, lemme 4) affirme alors que le noyau de la 
matrice (Da.DI3) est Rn .  Par suite, tout diviseur D de la forme ~kctDc~ (avec ko~ Z)  

v6rifie (D.D) _< 0 ,  et (D .D)  = 0 si et seulement si D est multiple rationnel de F .  

IIen r6sulte que tout diviseur vertical V de carr6 nul peut s'6crire V = p*8 + ~ kiFi 

(rappelons que ml F1 . . . . .  ms Fs sont les fibres multiples de p ). Quitte/i modifier les ki ,  

on peut supposer deg(8)= 0 .  La classe de V dam H2(X,C) est alors k fois celle de F ,  

avec k = ~ ki /mi,  d'ot~ le lemme. • 

Proposition 1.2.- Soit L un 616merit de PicX(X). Les conditions suivantes sont 

6quivalentes: 



a) L e  faisceau p.L n'estpas nul. 

b) Lares tdc t ionde  L ~ toute fibre lisse de p esttnviale. 

c) La restriction de L ~ une fibre lisse de p esttriviale. 

d ) / / e x i s t e  un 616merit L® de Pic°(B) et des entiers kt . . . . .  k s ,  satisfaisant 

ki/mi = 0 ,  tels que L soi t isomorphe ~ p'L®® Ox(~kiFi) • 

a) 0=) b) : Notons U le plus grand ouvert de B au-dessus duquel p e s t  lisse. 

Sous l'hypoth~se b), le th6or~me de changement de base implique que le faisceau p.L est 

localement libre de rang 1 au-dessus de U ,  d'ot~ a). 

Inversement, si la restriction de L ~t une fibre lisse F de p n'est pas triviale, 

l'espace H°(F, L I F) est nul (puisque F est k'~al6rienne). Les th6or~mes de semi-continuit6 

et de changement de base entrainent alors que le faisceau p.L est concentr6 sur un nombre 

fini de points; comme il est sans torsion, il est n6cessairement nul. 

b) ~=~ c) : Pour b ~ U ,  notons Fb la fibre (lisse) p l (b) .  Les groupes Pic~(X) et 

PicX(Fb) s'identifient/t HI(X, S1) et HI(Fb, S1) respectivement, et l'application de res- 

triction PicX(X)---> Pic~(Fb) s'identifie/~ l'application naturelle HI(X, S1)---) HI(Fb, S1). 
I1 en r6sulte que le noyau de cette application est ind6pendant du point b ,  d'ot~ l'implication 
c) ~ b). L'implication oppos6e est triviale. 

b) ~=) d) : L'implication d) ~ b) est claire. Sous l'hypoth~se b), l'homomorphisme 

canonique p*p.L --) L est un isomorphisme au-dessus de pq(U). 11 en r6sulte que l'on 

peut 6crire L sous la forme Ox(Y. kctDa), ot~ chaque diviseur Da est une composante 

d'une fibre de p .  On conclut alors ~ l'aide du lemme 1.1. • 

Proposition 1.3.- Soit  L un 616ment de PiC(X) ,  tel que p,L ne soit pas nuL 

Ecdvons  L = p*Lo®Ox(~ kiFi), od Lo est un fibr6 en droites sur B et k l  . . . . .  ks 

des entiers satisfaisant ~ 0 <_ ki < mi et ~ ki /mi ~ N . ~ faisceau p.L est alors 

isomorphe ~ Lo . 

Posons N = Ox(~ kiFi) • I1 s'agit de prouver que p.N est isomorphe/1 OB ; en 
utilisant la suite exacte 

0 - - .  N(-Fi) > N > N IF i --> 0 , 

et en raisonnant par rScurrence sur l'entier ~ ki, il suffit de prouver que le faisceau N I Fi n'a 

pas de section globale non nulle. Or ce faisceau est 6gal/~ OFi (ki Fi), et le faisceau OF~ (Fi) 

est d'ordre mi dans Pic(Fi) (cf. par exemple [BPV], lemme HI.8.3, off l'hypothSse que X 
est une surface n'est pas utilis6e dam la d6monstration). On conclut/t l'aide du lemme 1.4 
ci-dessous. • 

Lemme 1.4.- Pour tout ~16ment non n u I L  de Pic~(Fi), on a H°(Fi, L) = 0 .  

Supposons que H°(Fi ,L) contienne une section non nulle s .  Notons D l e  plus 

grand diviseur < Fi tel que s I D = 0 ,  et posons E = Fi - D ; on a E ~ 0 .  La section s 

d6finit par restriction une section du faisceau inversible L(-D) I ~ ,  qui ne s'annule sur 

aucune composante de E.  On en dSduit une suite exacte 



0-,--> OE , L(_D)IE , ~r ~ 0 , 

ot~ le support Z de 9" est de codimension 2 dans X .  En consid6rant les secondes classes 
de Chem on obtient clfD).cl(E) = -c l (Z)  . On en d6duit, avec les notations de la 
d6monstration du lemme 1.1, (D.E) < 0 dans NS(X),  et il n 'y a 6galit6 que si 9" est nul. 

En6crivant E = Fi - D on obtient (D.D) > 0 , ce qui entraine D = 0 (loc. cit.). La section 
s d6finit alors un isomorphisme de OFi sur L ,  ce qui contredit l'hypoth6se sur L .  • 

Nous noterons PicZ(X, p) le noyau de l 'homomorphisme PicX(X) --~ PicX(F), oft F 
d6signe une fibre lisse quelconque de p (d'apr~s la prop. 1.2, ce noyau est ind6pendant du 

choix de F). C'est un sous-groupe de Lie ferm6 du groupe de Lie (complexe) PicX(X). 

Notons Ira(p) le sous-groupe de @Z/(mi)  form6 des 616merits (I~1 . . . . .  ks) tels 

que ~ ki/mi soit entier, et q0 : PicX(X,p) ~ 1-'X(p) l 'homomorphisme qui associe/t la classe 

d'un diviseur p*D + ~ kiFi l'616ment (1~ 1 . . . . .  l~s). 

Proposition 1.5.- La suite 
p* q~ 

0 --~ Pic°(B) ~ PicX(X,p) , F~(p) ~ 0 
est exacte. 

En d'autres termes, le groupe de Lie complexe PicX(X,p) a pour composante neutre 

la sous-vari6t6 ab61ierme p*Pic°(B),  et son groupe des composantes connexes est iso- 

morphe it 1-'X(p). I1 est donc isomorphe (non canoniquement) au produit Pic°fB) × FX(p). 

Consid6rons l 'homomorphisme ~F : 1-~(P) , PicX(X,p)/p* Pic°(B) qui associe i~ 

(I~1 . . . . .  ks) la classe de ~ ki Fi. La prop. 1.2 exprime qu'il est surjectif; il s'agit de prouver 
qu'il est injectif. Soient donc kt . . . . .  ks des entiers tels que le faisceau L = Ox(~ ki Fi) 

appartienne/i p* Pic°(B). Le faisceau L t Fi est alors trivial pour tout i .  Mais d'autre part ce 

faisceau est 6gal it OFi (ki Fi), et l'on a d6jit vu que le faisceau OFi (Fi) est d'ordre mi dans 

Pic(Fi). On en d6duit que ki est multiple de mi,  ce qui prouve notre assertion. 

(1.6) D6signons par Pic°(X,p) l'intersection de PicX(X,p) avec Pic°(X),  e tpa r  

F°(p) l'image de Pic°(X,p) dans 1-<(p). Comme le quotient PicX(X)/Pic°(X) s'identifie 

au sous-groupe de torsion de H2(X, Z) ,  le groupe F0(p) est d6fini par la suite exacte 

0 ---* F0(p) ----* 1-<(p) ~ Tors H2(X, Z ) .  

Pour toute fibre lisse F de p ,  on a une suite exacte (non canonique) 

0---, p* Pic°(B) x F°(p) ~ Pic°(X) ~ Pic°(F),  

et F°(p) s'identifie au groupe des composantes connexes de Pic°(X,p) . Par dualit6 de 

Cartier, le dual de Pontrjagin de F°(p) s'identifie au groupe des composantes cormexes du 
noyau de l 'homomorphisme canonique Alb(F)--~ Alb(X). 



Remarque  1.7.-  Soit F une fibre lisse de p dans X .  La prop. 1.5 peut s'exprimer de 
mani~re purement topologique, par la suite exacte 

0----> Hl(B,Sl)xl- 'X(p) ~ HI (x , s1 )  ~ HI(F, SI) . 

Par dualit6 de Pontrjagin, on en d6duit une suite exacte 

HI(F,Z) ~ HI(X,Z)  ~ HI (B,Z  ) x I~(p) --o 0 , 

off l~n(p) d6signe le dual de Pontrjagin de l"X(p). 

Plus canoniquement, cela revient ~t dire que l'homologie du complexe 

HI(F,Z)  ) HI(X,Z)  ~ HI(B,Z)  
est isomorphe ~ I~(p) (on peut bien stir obtenir ces r6sultats directement par une 6tude 

topologique simple, cf. IS]). 

On obtient de m~me une suite exacte 

HI(F,Z)t  ~ HI(X,Z)~ ~ HI(B,Z)  x I~°(p) ---o 0 
(off pour tout Z-module  M ,  on note M t l e  quotient de M par son sous-module de 

torsion). 

Exemple  1.8.-  Commen~ons par quelques remarques g6n6rales. Soit Y une vari6t6 

k'~16rienne compacte sur laquelle op~re un groupe fini G ; supposons pour simplifier que le 

quotient Y / G  soit lisse. Notons PicG(y) le plus grand sous-tore complexe de Pic°(Y) 

sur lequel G op~re trivialement. Comme H i ( y / G ,  Oy/G) s'identifie au sous-espace des 

616ments G-invariants de H i ( y ,  Oy) ,  l 'homomorphisme re* : Pic°(Y/G) ---0 PicG(y) est 

surjectif ; son noyau est le sous-groupe de Horn (G, C*) form6 des caract~res qui sont 

triviaux sur les stabilisateurs des points de Y .  

Soit maintenant F une vari6t6 k'~ihl6rienne compacte, sur laquelle le groupe G op~re 

librement ; soient B une courbe et 13 : 13 --o B u n  rev~tement (ramifi6) galoisien de groupe 

G .  Le groupe G op~re librement sur le produit g x F ; notons X la vari6t6 quotient et 
rr : g x F ---o X l'application canonique. La premiere projection d6finit un morphisme 

p : X ~ B ; les fibres de p au-dessus des points de ramification de 13 sont multiples, les 
autres fibres sont isomorphes ~ F .  

D'apr~s ce qui pr6c~de, l 'homomorphisme 

re* : Pic°(X) ~ PicG(I3) x PicG(F) 

est surjectif; son noyau (J s'identifie au groupe Hom(G,C*) .  On en d6duit que le groupe 

Pic°(X,p) est 6gal ~t G + p* Pic°(B).  Supposons en outre que le sous-groupe distingu6 de 
G engendr6 par les stabilisateurs des points de t~ soit 6gal ~ G (par exemple que l'une des 

fibres de [5 soit r6duite/i un point), de sorte que l 'homomorphisme 13" : Pic°(B) ---* PicG(t~) 

est injectif; alors l'intersection Gnp*P ic° (B)  est r6duite ~ 0 ,  et le groupe F°(p) est 

isomorphe ~ G .  Observons qu'il est facile de choisir 13 de fa¢on qu'on ait F°(p) = 1-'X(p). 

Cet exemple est en fait un cas tr~s particulier d'une situation g6n6rale : 



Proposi t ion 1.9.-  B existe un diagramme commutati f  

:~ ' r > X  

g 13 ~B , 

od ~ est un rev~tement ~tale, 13 un morphisme fini et ~ une fibration, tel qu'on air 

~* Pic'C(X,p) c ~* Pic°(g) .  

Soit G le dual de Pontryagin de ~ ( p )  ; il s'identifie au quotient de • Z/(mi)  par le 
sous-groupe des 616ments (fi . . . . .  fi) (n ~ 2;). On d6signera par ei Ia classe dam G de 

1'616merit dont la i- i6me composante est I et dont les autres composantes sont nulles. Soit 

m le p.p.c.m, des mi ; notons di rentier m/mi  et ~5i le p.g.c.d, des entiers dj pour j ¢: i .  

On v6rifie facilement que l'ordre de ei dans G est mi/~Si • 
Notons B' le compl6mentaire des bi darts B ; soit o un point de B ' .  Le groupe 

7q(B', o) est engendr6 par des 616ments al . . . . .  a2g, tl . . . . .  ts , soumis /~ la relation 
(al,ag+0...(ag,a2g) q...ts = 1 ; le g6n6rateur ti est obtenu en reliant o /~ un petit cercle autour 
de bi • D6finissons un homomorphisme q) : glfB',o) ~ G en choisissant arbitrairement 

9(ai),  et en posant 9(ti) = el.  On en d6duit un rev~tement 13 : 13 ~ B galoisien de groupe 
G ; chaque point de I3 au-dessus de bi a un indice de ramification 6gal/~ l'ordre de ei 
darts G , s o i t  mi /Si .  

Notons X la normalisation du produit fibr6 X x B 1~ et g : X --~ X ,  ~ : X ~ I~ les 

morphismes d6duits des deux projections. Le morphisme ~r est 6tale : il suffit en effet de le 
v6rifier en codimension 1 ,  autrement dit au-dessus d'un point assez g6n6ral de Fi ,  auquel 

cas cela r6sulte d'un calcul simple et bien connu. La fibre de ~ au-dessus d'un point 

g6n6ral ~ de I3 est isomorphe ~t pq(13(~)), doric connexe. 
Pour tout i ,  on a 

*-*b = mi 
13 i ~ E ~*~ = mi/l:*Fi ; 

S e l~-,Coi) 

on en d6duit que chaque fibre ~* ~ a pour multiplicit6 ~i,  et que le faisceau g* Ox(~i Fi) 

appartient/~ ~*Pic03).  Soit alors L un 616ment de PicZ(X,p) ; 6crivons L = g*M (~  kiFi), 

avec ~ ki/mi ~ Z .  Cette demii~re relation signific que m divise ~ kidi ; comme ~i est 

premier avec di ,  on en d6duit que 6i divise ki .  Par suite le faisceau lr*L provient d'un 

faisceau inversible sur t3,  n6cessairement de degr6 0 .  • 

Proposi t ion  1.10.-  Soit  S une composantc de P iC(X ,p )  ; soicnt k 1 . . . . .  k s des 

entiers tels que 0 < k i < m i , et que les ~16ments de S soient de la forme 

p*Lo ® Ox(~,ki Fi),  avec L o ~ Pic(B).  

a) Pourtout  L E S ,  on a dim HI(X,L)  > g(B)-I+Y, ki/mi • 
b) Supposons de plus que X soit une surface. On a alors 

dim HI(X,L)  = g (B)= l+~  ki/mi 
pourtous les 616ments L de S sauf  un nombre fini. 



Posons L = p*Lo®Ox(~ kiFi) • Compte tenu de la prop. 1.3, la suite spectrale de 

Leray foumit une suite exacte 
0----) HI(B,Lo) ) HI(X,L) • ) H°(B,Rlp .L)- - ,  0 . 

On a dim HI(B,L o) > g(B)-I+Y, ki /mi,  et il y a 6galit6 si L ~ 0 X . Cela entra~me a) ; pour 

d6montrer b ) ,  il suffit de prouver qu'on a H°(B,Rlp. L) = 0 sauf pour un nombre tuff 

d'616ments L de S.  Consid6rons le diagramme (1.9). Le faisceau L e s t  facteur direct de 

~.~*L,  donc R lp .L  est facteur direct de 13.RI~.(~*L) , et l'espace H°(B,Rlp.L) 

s'identifie /l un sous-espace de H°(t], Rl~.(rc*L)). Ecrivons rc*L -- ~*M , avec 

M ~ Pic°(t]) (prop. 1.9); le faisceau RI~. (re*L) est isomorphe/i M ®RI~.  0~.  

D'apr~s IF], le fibr6 RI~, O~ admet une d6composition en somme directe 
1 ~  r 

R p. 0 X = i__~0 F i , off le dual de F o est ample, et off F i est stable de degr6 0 pour i > 1. 

On en d6duit que M ® RI~, 0:~ admet une section non nulle si et seulement si M est le 

dual de l'un des F i , d'ofi la proposition. • 

Le r6sultat b) permet de corriger les assertions de [B] sur le syst~me paracanonique 

des surfaces (voir ci-dessous). Supposons que X soit une surface et que S soit une 

composante de Pic°(X,p) ; en suivant la d6monstration du th. 2 de loc. cit., on obtient que 

la vari6t6 des diviseurs effectifs D tels que Ox(D) ®Kx 1 ~ S est de dimension 

m - k .  
1 1 ~(Ox)+ 2g(B)-  2 + ~ m. . C'est une composante du systeme paracanonique {K x} 

~I l 

si et seulement si cette dimension est > pg. 

§2. L e  s o u s - e n s e m b l e  S I ( X )  d e  PicX(X) 

L'6nonc6 suivant est une g6n6ralisation du lemme de Castelnuovo-De Franchis (qui' 
correspond au cas L = Ox); il est 6nonc6 incorrectement dans [B]. Je reprends ici, en la 

corrigeant, la d6monstration de [B]. 

Proposition 2.1.-  Soient L un ~16ment de PicX(X), et co une 1- forme holomorphe 

non nulle sur X . Les  conditions suivantes sont 6quivalentes : 

(i) La suite 

HO(X,L) , H°(X,~xI®L) , H°(X, ~x2®L) 

n'est pas exacte; 

( i i ) / /  existe un morphisme p de X sur une courbe B de genre > 1 tel que la 

forme co provienne par  image r~ciproque de H°(B, ~ ) ,  et que 1'on ait : 

- L e Pic~(X,p) si g(B) _> 2 ;  

- L e Pic~(X,p) - p* Pic°(B) si g(B) = 1. 



Supposons la condition (i) satisfaite. I1 existe alors une forme non nulle 

e H°(X,f~lx®L ) telle que CXAto = 0 ; si en outre L = tgx, on peut prendre o~ non 

proportionnelle ~ to. La relation tx ̂  co = 0 signifie qu'il existe une section m6romorphe 

de L telle qu'on ait cx = co ® cp. Soit V I a  connexion holomorphe unitaire sur L .  La 

th6ode de Hodge entraine Vt~ = 0 et do) = 0 ,  d'ot) toAV~ = 0 dans I ) 2 ® L .  On en 

d6duit qu'il existe une fonction m6romorphe f sur X telle que V9 = fto ® 9 .  Appliquant 

de nouveau la connexion int6grable V,  on obtient d r^  to = 0 .  

Comme le diviseur de cp n'est pas nul par hypoth%se, la forme 9-1Vtp = fto a des 

pSles, de sorte que la fonction f n'est pas constante; consid6rons-la comme une 
application m6romorphe de X dans p1. D'apr~s le th6or%me de Hironaka, il existe un 

morphisme e : ){ ~ X , compos6 ̂ d'un nombre fini d'6clatements, et un morphisme 

f: X ~ pt  qui prolonge foe.  Soit f :  ){ ~ B P~ p1 la factorisation de Stein de f .  La 
relation d f ^  co = 0 implique que la restriction de e'to ~ une fibre g6n6rale de p e s t  nulle, 

donc que e'to provient par image r6ciproque d'une forme m6romorphe too sur B ; comme 

P'too est holomorphe, la forme too est n6cessairement holomorphe. On a done g(B) > 1,  

ce qui entraLqe apostenod que f 6tait partout d6finie : on peut prendre )~ = X et ~ = Idx .  

Comme ~ = to ®tp,  il existe un diviseur effectif E sur B tel que le diviseur des 

p61es de (p soit contenu dans p*E ; l'espace H°(X,L(p*E)) , isomorphe 

H°(B, p .L  ® 0B(E)), est donc non nul. II en r6sulte que le faisceau p .L  n'est pas nul, ce qui 

implique L ~ PicX(X,p) (prop. 1.2). Pour achever de prouver (ii), il reste ~t 61iminer le cas 

g(B) = 1 et L = p*Lo, avec LO e Pic°(B). Darts ee cas la forme tx = to ® cp provient 

comme ci-dessus d'une forme holomorphe O~o e H°fB, ~la®Lo) ; comme g(B) -- 1 ,  eela 

implique Lo -- 013 et ~ proportionnelle/t to, eontrairement ~ l'hypoth%se. 

Supposons maintenant la condition (ii) satisfaite. Ecrivons L sous la forme 

p*Lo (~  kiFi ) ,  off ml F1 . . . . .  ms Fs sont les fibres multiples de p ,  et 0 < ki < mi pour tout 

i .  Soit Do le diviseur sur B somme des points eorrespondant aux fibres Fi telles que 

ki > 1.  On a deg(Lo) = - ~ ki / mi , d'ot~ 
X mi_ k i 

deg(Lo(D0)) = ~ .  > 0 ,  
k i > 1  t 

et de plus deg(Lo(Do) ) > 0 si g(B) = 1. Par suite l'espaee H°(B, f~aI®Lo(Do)) contient 

un 616ment non nul o~ ; si de plus Lo est trivial et que tous les  ki sont nuls (ce qui 

entra~ne g(B) > 2), on peut prendre ok~ non proportionnelle ~ too. Alors ct -- p*tXo est 

une section holomorphe de ~ x l ® L ,  non proportionnelle ~ co si L = 19x, et l'on a 

^ to = 0 .  Cela ach~ve la d6monstration de la proposition. • 

Th6or~me 2.2.-  Notons (Pi: X ~ Bi)iei la famille des fibmtions de X sur une 

courbe de genre > 1 .La  sous-vari6t6 SI(X) de PieX(X)fotm~e des faisceaux 

inversibles L tels que H I ( X , L ) ~  0 est r6union des sous-groupes PieXfX, pi) pour 



g(Bi) > 2 ,  des sous-vatJ6t6s -PicX(X, p i ) -  p*Pic°(Bi) pour  g(Bi) = 1 , et d'un nombre 

fini de points isol6s. 

Soit L un 61~ment non isol6 de SI(X). En vertu du corollaire 1.9 et du lemme 2.6 
d e  [G-L 1], il existe une 1-forme holomorphe non nulle co sur X telle que la suite 

H°(X, L -I) , H°(X, ~Ix®L-I ) , H°(X, ~2x®L-I ) 
ne soit pas exacte. La prop. 2.1 implique alors que L -I , et doric aussi L ,  sont des 

616ments de PicX(X, p) ; de plus L n'appartient pas fi p* Pic°(B) si B e s t  de genre 1. 

Inversement, soit p : X ~ B une fibration, et soit S une composante de PicX(X,p) ; 

la prop. 1.10, a) entrahae S c SI (x) ,  sauf lorsque g(B) = 1 et S = p* Pic°(B). • 

Corollaire 2.3.- L ~ntersection SI(X)n  Pic°(X) est r6union des ensembles Pic°(X,pi) 

pour g(Bi) > 2, Pic°(X, Pi) - P~ Pic°(Bi) pour g(Bi) = 1, et d'un hombre fini de points 

isol~s. • 

Remarque 2.4.- Soit p : X ---, B une fibration. Pour que le groupe PicX(X,p) soit 
distinct de p* Pic°(B), il faut et il suffit que le groupe l"X(p) ne soit pas trivial, autrement 

dit que deux des multiplicit6s m i ne soient pas premidres entre e11es. Si gfB) = 1, c'est la 

condition n6cessaire et suffisante pour que la fibration p foumisse des composantes de 

SI(X) non r6duites ~un point. 

§3. L e  sous-ensemble El(X) de H I ( X ,  Ig *) 

(3.1) Nous supposemns choisi un point o de X ,  et poserons 7q(X) = ~l(X,o). 

Nous allons nous int6resser au groupe HI(X,C*). Ce groupe param6tre les classes 

d'isomorphisme de chacun des objets suivants : 

a) Les caractdres de 7q(X) (c'est-~-dire les homomorphismes de rq(X) dans 
C*). 

b) Les  faisceaux localement constants de C-espaces vectoriels de dimension 1 sur 

X (nous dirons simplement faisceaux localement constants de rang 1). 

c) Les couples (L,V), o~ L e s t  un faisceau inversible sur X et V : L ~ f~ l x ® L 

une connexion holomorphe sur X (une telle connexion est toujours de courbure nulle). 

(3.2) Notons S1 le cercle unit6 dans C .  Le sous-groupe HI(X, S1) de HI(X, C*) 
correspond aux objets suivants : 

a) Les caract6res % qui sont unitaires (c'est-~t-dire ~ valeurs dam S0; 
b) Les faisceaux localement constants La de rang 1 qui sont unit, aires, c'est-~-dire 

qui admettent une forme hermitienne positive non nulle (a valeurs dans le faisceau constant 

Cx). 
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c) Les couples (L,Vu), off Vu d6signe la connexion Oaolomorphe) un/ta/re sur L ,  
associ6e ~t la m6trique hermitienne de courbure nulle sur L (qui est unique/t une constante 

pros). 

Nous munirons le groupe Hi(X, C*) de sa topologie naturelle. L'homomorphisme 

(L,V) ~ L fait apparaitre ce groupe comme extension du groupe de Lie complexe PicX(X) 

par l'espace vectoriel H°(X, f2x 1) . En tant qu'extension de groupes de Lie r6els, cette 

extension est scind6e : on en obtient une section canonique en associant/i nn fibr6 L le 
couple (L,Vu). 

Soit Lg un faisceau localement constant unitaire sur X.  Une partie de la th6orie de 

Hodge classique s'6tend sans changement/t la cohomologie de X h coefficients dans 2 ' .  
Nous utiliserons en particulier les faits suivants : 

(3.3) Soit L = 5g®c0X, et soit Vu la connexion unitaire sur L .  La suite spectrale 

EtPq = Hq(X, nxP®L) ~ HP+q(x,2) 

associ6e au complexe de de Rham de (L,V u) d6g6nSrc en E1 • En particulier, lcs 

homomorphismes Hq(Vu) : Hq(X, ~P ® L) ) Hq(X, ~xP+l® L) sont nuls. 

(3.4) Choisissons une m6trique hermitienne plate sur L ,  d'ofi un isomorphisme 

anfilin6aire L ---, L -1 . On d6duit de cet isomorphisme et de la conjugaison des formes 
harmoniques un isomorphisme antilin6aire 

Hq(X, nxP®L) , HP(x, n q ® L - 1 ) .  

Soit co ~ H°(X, f~xl), et (5 la classe clans Hi(X, 0x) de la forme conjugu6e; le diagramme 

Hq(X, ff~x p ® L) 
uo5 

HP(X, if2 q ® L-1) 
A{D 

, Hq+I(X, ~2xP® L) 

1 
) HP(X, ~x q+l ~ L  -1) 

est commutatif. 

P r o p o s i t i o n  3.5.- $oit 5£ un &iscesu Iocslement constant de rang 1 sur X ,  et soit 

(L,V) le fibr~ ~ conneMon correspondsnt. 

a) Supposons ~£ unitMm (c'est-~-dire V = Vu). Ls condition HI(X,~) ~ 0 

~quivautalors~ L ~ S I ( X ) u - S I ( X ) .  

b) Supposons que ~£ ne soit pas unitsirc. Ls  condition HI(X,f£) ~ 0 ~quivaut ~ : 

(*) / /ex is te  une fibration p : X ~ B e t  une forme non nulle O~o ~ H°(B, ~1  ) telles 

qu'on air 

- L e  Pic~(X,p) si g (B)>2 ,  L e  Pic~(X,p)-p*Pic°(B) si g(B)= 1; 

- V = Vu+p*coo. 
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Consid6rons la suite spectrale (3.3) 

E ~  = Hq(X, nxP®L ) ==} HP+q(x ,2) .  

Si 5g est unit^ire, elle dgggnSre en E1 ; on en d6duit une suite exacte 

0 --} H°(X,~Ix®L)  > HI(X,.~) > HI(X,L)  --~ 0 .  

Comme les espaces H°(X, ~lx®L) et HI(X,L -1) sont conjugu6s (3.4), l'assertion a) en 

r6sulte. 

Supposons que 5e ne soit pas unitaire; posons V = Vu + to ,  o0 to est une 

1-forme holomorphe non nulle sur X .  Comme on a Hq(v p) = 0 ,  la diff6rentielle dl de 

la suite spectrale n'est autre que le cup-produit  avec co. La suite speetrale foumit  alors une 
suiteexacte 

0--o E~ ° > HI (X ,~ )  , E O1 , 

off E21° est l%omologie du diagramme 
^co 

H°(X,L) > n ° ( x ,  f~lx®L ) 

et E °l le noyau de la fl~che Hi(to) : HI(X,L)  

^to  
> H0(X, ~2x®L ) 

~ HI(x ,  g~xl ® L ) .  

Si le couple (L,V) satisfait h (,) ,  l'espace E21° n'est pas nul (prop. 2.1), et il en est 

de m~me de Hi (X,2 ' ) .  Supposons inversement HI(X, Sg) ~ 0 .  Cela entra~me que E2 l° ou 

E °l n'est pas nul. Dans le premier cas, (L,V) satisfait ~t ( , )  d'apr~s la prop. 2.1. 

I1 reste h prouver que (L,V) satisfait ii ( , )  lorsque E °l n'est pas nul, c'est-/~-dire 

lorsque l 'homomorphisme Hi(to) n'est pas injectif. Par conjugaison (3.4), cela signifie qu'il 

exis teun616ment  nonnu l  ct de H°(X, ~ x l ® L  -1) tel que la classe de etA03 darts 

Hi(X, f~xl®L -1) soit nulle. Posons 13 = ix^to ; on a 13 e H°(X, fZ2®L-1) ,  et la classe de 

13^~ dans H2(X,D.x 2) est nulle. Si ~c est une forme de K~ihler sur X ,  on a done 

f l 3 A ~ ^ K  "n-2 = 0 .  Montrons que cela entrahae 13 = 0 .  Soit x unpoint  de X ; il exis teun 

syst~me de coordonn6es locales (zl . . . . .  zn) sur X tel que ~c coincide en x avec la forme 

dz i a d-zi • La forme [$ s'6crit dans ces coordonn6es 2~ bij dzi A dzj , off (bij) est une 
matrice antisym6trique form6e de sections de L -I . Notons II II la norme associ6e ii la 

m6trique hermitienne plate sur L -i ; un calcul facile donne (au point x) 

(E ,, ) 13 A ~ A ~ - 2  = C ~ , avec c = n(n-1-----3- ' 
i,j 

de sorte que la relation f I] a ~ A ~.n-2 = 0 entraine 13 = 0 .  

Ainsi on a ot ̂  to = 0 ,  ce qui conduit i~ deux possibilit6s : 

- ou bien la suite H°(X,L -1) ^to~ H°(X, f~xl®L -1) ^to~ H°(X, f ~ 2 ® L - l )  n'est pas 

exacte, et le couple (L -1, to) satisfait h ( . )  ; il en est alors de m~me de (L, to). 

- ou bien L = O x ,  et ot est proportionnelle ~ to. Dans ce cas la classe de to^ t~ darts 

Hi(X, fix 1) est nulle; s i r  est une forme de Kiihler sur X ,  cela entrahae f co ̂  ¢5 ̂  K n-1 = 0 .  
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On voit alors comme ci-dessus que cela implique co = 0 ,  ce qui est impossible. • 

Corollaire 3.6.-  L e  s o u s - e n s e m b l e  Y.I(X) de HI(X, C*) f o r m 6  des  fa i sceaux  

loca lemen t  constants  de rang un $3 sur  X tels que  HI(X,LP) 4:0 e s t rbun ion  : 

- d'une famiI1e f in ie  de s o u s - e n s e m b l e s  de la f o r m e  (x.  p 'Hi(B,  C*),  oO { z e s t  un 

616ment d'ordre f i n i  de HI(X, C*) et  p : X ---) B une f ibrat ion sur  uric courbe de genre  

> 1 ;  

- d'un n o m b r e  f in i  de fa i sceaux  unitaires. • 

§4. L e  s o u s - e n s e m b l e  E l ( G )  d e  H o m  (G,(g*)  

Soit G un groupe de type fini. Nous d6signerons par G le groupe Hom (G,C*) 

des camct6res de G ,  muni de la topologie usuelle. Pour tout caractbre Z de G ,  nous 

noterons C z le G-module C muni de l'action de G d6finie par Z .  Nous allons nous 

int6resser au sous-ensemble El(G) de G form6 des caract~res % tels que HI(G, Cz) ~ 0. 

I_~ lemme suivant est certainement bien connu : 

Lemme 4.1.-  So i t  G un groupe  c o m m u t a t f f  de t ype  f ini ,  e t  X an caractdre non trivial 

de G . On a Hi(G,Cx) = 0 p o u r t o u t i  > 0 .  

Notons T le sous-groupe de torsion de G ,  et L le groupe quotient G / T .  On 

dispose d'une suite spectmle de Hochschild-Serre 

E~q = HP(L, Hq(T,C;0 ) =~ HP+q(G,Cx). 

L'espace Hq(T, C~) est nul sauf si q = 0 et ~ I T = 1 ; il suffit donc de prouver le lemme 

lorsque G est un Z-module libre (de type fini). 

Posons A = C[G] ; l'espace HP(G, Cz) s'identifie ~ ExtP(C1,Cz) .  Choisissons 

une base (el . . . . .  en) de G ; I'anneau A s'identifie/i I'aimeau des polynfmes de Laurent 

C[e 1, e~ 1 ..... en, e~l]. Une r6solution libre du A-module Cl est foumie par le complexe de 

Koszul 
0 ~ An(A n ) ~ ....... ) A2(A n) ~ A n ~ A ~ C 

associ6 fi la suite r6guliSrc (el-I ..... cn-l). Lcs espaces Ext p (CI,C x) sont donc les 

espaces de cohomologie du complcxe 

0---) C e ~ C n ^ ~  /kZ(c n)----)  ...... ~ A n ( c  n ) - - ) 0 ,  

avec e = (%(el)-I . . . . .  z (en)- l ) .  Comme Z n'est pas trivial, le vecteur ~ n'est pas nul, 
et le complexe ci-dessus est exact, ce qui d6montre le lemme. • 
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Revenons au cas d'un groupe G de type fini quelconque. Notons D(G) son groupe 
d6riv6, et Gab le quotient G/D(G); le groupe G op6re sur D(G) par conjugaison. 

Proposition 4.2.- Pour tout caractdre non trivial Z de G ,  l'espace HI(G, Cz) 
s~dentifie ~ l"espace des homomorphismes u : D(G) ~ C qui satisfont 

u(g.x) = z(g) u(x) pour g e G ,  x e D(G). 

Autrement dit, HI(G, Cz) est le composant isotypique de type Z de la repr6sen- 

tation de G sur l'espace vectoriel complexe Horn (D(G), C) .  Ainsi Zt(G) est l'ensemble 

des camct6res qui apparaissent dans cette repr6sentation. 
La suite spectrale de Hochschild-Serre 

nzPq = HP(Gab, Hq(D(G), Cx)) ~ HP+q(G,C x) 

donne lieu en bas degr6/t une suite exacte 
0 ~ Ht(Gab, Cx) ~ HI(G, Cx) ~ Hom(D(G),Cz) G ~ H2(Gab,Cx) ; 

l'action de G sur Hom(D(G), C z) est donn6e par la formule 
(g.u)(x) = z(g) u(g -tx) pour g a G ,  x ~ D(G), u ~ Hom(D(G),Cx). 

Si X n'est pas trivial, on d6duit du lemme 4.1 un isomorphisme 

H I(G, Cz) ~ >Hom (D(G), Cz)°. La proposition en r6sulte. • 

Lorsque G est le groupe fondamental d'une vari6t6 k'~ihl6rienne compacte X ,  le 

groupe G s'identifie naturellement/~ HI(x,C*): hun  caract6re Z de G correspond un 

faisceau localement constant de rang un 2' z sur X.  On a un isomorphisme canonique 
HI(G, Cz) ~ > HI(X,L~x); 

par suite, l'ensemble El(G) co'fncide avec l'ensemble El(X).  En vertu du cor. 3.6, il est 
r6union d'une partie continue E~(G), form6e de translat6s de sous-groupes de la forme 

Hom(G/H, C*) o0 H est un sous-groupe distingu6 de G ,  et d'une partie finie Eil(G) 

form6e de caract6res unitaires. 

Proposition 4.3.- Soit X e Eil(G), et soit g e G .  Le nombre complexe x(g) est 

un hombre alg6brique, dont tousles conjugu6s sont de module 1. S~I est entier sur Z ,  

c'est une racine de l'unit6. 

Soit o un automorphisme de C.  L'application z ~-. o(z) d6finit un isomorphisme 

Z[G]-lin6aire de C z sur Cooz ; par suite le sous-ensemble El(G) de G est stable par 
l'action de Aut (C). I1 r6sulte aussit6t de la d6finition de E~(G) que cet ensemble est stable 

par Aut (C) ; iI enest  donc de m~me de Eil(G). On en d6duit que l'ensemble des conjugu6s 

de z(g) est fini, donc que z(g) est un nombre alg6brique, et que tous ces conjugu6s sont 

de module 1. La demi6re assertion r6sulte alors d'un lemme bien connu de Kronecker. • 

Corollaim 4.4.- Soit M un Z[G]-module, de type fini sur Z .  Soit Z un 
616ment de Eil(G) ; on suppose qu~I existe un vecteur non nul v de M ® C  satisfaisant 

g.v = z(g) v pour tout g ~ G.  Alors Z e s t  d'ordre fini. 
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Tout 616merit g de G induit un endomorphisme Z-lin6aire de M,  dont les valeurs 
propres sont des entiers alg6briques en vertu du th6or6me de Cayley-Hamilton. II r6sulte 

alors de la proposition que z(g) est une racine de l'unit6 pour tout g dans G ,  done que 

est d'ordre fini puisque G est de type fini. • 

Proposition 4.5.- On suppose que le Z-module D(G)/D2(G) est de type fmi. 

Alors les ensembles SI(x) et El(X) sont t'm_is, et leurs 616merits sont d'orclre £ini. 

La prop. 4.2 entraine que l'ensemble Y.I(G) est fini, et que le Z[G]-module 

Horn (D(G)/D2(G), Z) v6rifie les hypotheses du cor. 4.3 ; il en r6sulte que El(x) est 

form6 d'616ments d'ordre fini. Compte tenu de la prop. 3.5, il en est de rn~me de SI(x) .  • 

Exemple 4.6.- Supposons qu'on ait dim Hi(x,  OyO = 1 . L'application d'Albanese 

d6finit alors une fibration ct de X sur une courbe elliptique E ; supposons que cette 

fibration n'aitpas de fibre multiple (ou plus g6n6ralement, que les multiplicit6s de ses fibres 

soient premi6res entre elles deux ~ deux). Soient F une fibre lisse de ct et o un point de 

F .  Comme la suite 

~l(F,o) > ~1(X,o) , rq(E, ct(o)) ~ 0 

est exacte, le noyau de ~1(¢x) est de type fini. On d6duit alors de la suite exacte 

1 --, D(G) ~ Ker ~l(cz) ~ Tors Hi(X, Z) ~ 0 
que D(G) est de type fini. 

Ce r6sultat s'applique par exemple aux surfaces avec q = pg = 1 6tudi6es dam 

[C-C] : on v6rifie en effet en utilisant la prop. 1.9 que la fibration d'Albanese a au plus une 

fibre multiple, sauf darts un cas avec K 2 = 8 oO la fibration est isotriviale et ot~ il est facile 

de d6crire explicitement l'ensemble SI(x) .  

Remarque 4.7.- La prop. 4.5 admet la g6n6ralisation suivante, qui se d6montre par la 

m~me m6thode : si H est un sous-groupe distingu6 de G tel que le Z-module 

D(H)/D2(H) soit de type fini, les caract6res de %1(G) dont la restriction/~ H n'est pas 

triviale sont d'ordre fmi. Ce r6sultat s'applique par exemple si X admet une fibration 

p : X ~ B sans fibres multiples, dont la fibre g6n6rale F est un tore complexe (ou plus 

g6n6ralement, une vari6t6 telle que l'image de tel(F) dans xl(X) soit ab61ienne). 

I1 me parait toutefois plus int6ressant de consid6rer d'abord le cas o~ X n'a pas de 

telles fibrations, et de comprendre darts quelle mesure l'hypoth6se sur D(G) est restrictive. 

Je ne connais pour l'instant aucun exemple ot~ elle n'est pas v6rifi6e. 
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