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Introduction 

La g6om~trie de l'hypersurface cubique de dimension 3 a ~t6 61uci- 

d6e par Clemens et Griffiths ~C-G] ~ citons, parmi les r~sultats les plus 

frappants, le th~oreme de Torelli et le fait que la cubique n'est pas ration- 

nelle (une partie des r~sultats de [C-G] avait 6t6 obtenue ind6pendamment par 

Tjurin IT2]). Clemens et Griffiths utilisaient des arguments d61icats de 

d~g~n~reseence ~ Mumford a observ~ qu'on peut d6duire l'irrationalit~ de la 

cubique de la th~orie des vari~t~s de Prym. 

Nous donnons ici une approche diff6rente des r6sultats de [C-G~, 

bas6e 6galement sur les vari6tSs de Prym. Cette approche est moins g~n~rale, 

mais peut-etre plus simple i elle es% entierement alg~brique et valable en 

route caract~ristique diff6rente de deux. De maniere pr6cise, le r~sultat 

essentiel de cet expos6 est le th6oreme suivant : 

Th~or~me 

Soient X une hzpersurface cubique lisse dans~4 e_~_t(~)un diviseur 

thSta de sa #acobienne interm&diaire. Alors ~ a un seul point singulier, qui 

est un point triple ; le c~ne tansent ~ Oen ce point est isomorphe au cSne 

affine de base X. 

De ce th&or~me r6sultent imm6diatement le th~oreme de Torelli 

et (moins imm~diatement) l'irrationalit6 de X. Cet 6none~ est certainement 
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b i e n  co n n u  d e s  e x p e r t s  i c e p e n d a n t  i l  ne f i g u r e  p a s ,  ~ ma c o n n a i s s a n c e ,  d a n s  

l a  l i t t ~ r a t u r e  ( v o i r  IT2 ]  pou r  une  a p p r o x i m a t i o n ) .  

La d ~ m o n s t r a t i o n  c o m p o r t e  deux  p a r t i e s .  On d ~ d u i t  d ' a b o r d  l ' u n i c i t ~  

de l a  s i n g u l a r i t ~  (w de l a  d e s c r i p t i o n  (due  a Mumford) d e s  s i n g u l a r i t ~ s  du 

d i v i s e u r  t h e t a  d ' u n e  v a r i & t ~  de Prym. La s t r u c t u r e  de c e t t e  s i n g u l a r i t ~  

r Q s u l t e  a s s e z  a i s ~ m e n t  d ' u n  d e s  p o i n t s  c l ~ s  de ~C-G] ,  l a  p a r a m ~ t r i s a t i o n  de 

p a r  l e s  d i f f e r e n c e s  de d r o i t e s  (w ; c e l l e - c i  e s t  Q t a b l i e  en i n t e r p r 6 -  

r a n t  en  t e r m e s  de v a r i ~ t Q s  de Prym l a  " s u r f a c e  de Fano"~ c ' e s t - a - d i r e  l a  

v a r i ~ t ~  d e s  d r o i t e s  c o n t e n u e s  d a n s  X ( w  

L e s  deux  p r e m i e r s  p a r a g r a p h e s  c o n t i e n n e n t  l e s  p r Q l i m i n a i r e s  n ~ c e s -  

s a i r e s  s u r  l e s  v a r i ~ t ~ s  de Prym e t  l ' h y p e r s u r f a c e  c u b i q u e .  

T o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  c o n s i d ~ r ~ e s  s o n t  d ~ f i n i e s  s u r  un c o r p s  k 

a l g ~ b r i q u e m e n t  c l o s  de c a r a c t ~ r i s t i q u e  % 2.  

w I VARIETES DE PRYM 

On r a p p e l l e  d a n s  ce p a r a g r a p h e  l e s  r ~ s u l t a t s  s u r  l e s  v a r i ~ t ~ s  de 

Prym q u i  s e r o n t  u t i l i s ~ 8  d a n s  l a  s u i t e ,  r e n v o y a n t  ~ ~M] p o u r  l e s  d ~ m o n s t r a -  

t i o n s .  

Si  F e s t  une  c o u r b e  l i s s e ,  on n o t e  j d  F, p o u r  d E ~  l a  v a r i ~ t ~  

d e s  c l a s s e s  de d i v i s e u r s  de d e g r ~  d s u r  s  modulo  ~ q u i v a l e n c e  l i n ~ a i r e  

e l l e  e s t  i s o m o r p h e  (non  c a n o n i q u e m e n t )  ~ l a  j a c o b i e n n e  Js  = J ~  Si  D e s t  

un  d i v i s e u r  de d e g r ~  d s u r  F~ on n o t e  ~D] l a  c l a s s e  de D d a n s  JdF .  

S o i e n t  C une  c o u r b e  l i s s e  de g e n r e  g,  ~ : ~ ) C un r e v ~ t e m e n t  
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d o u b l e  6 t a l e  c o n n e x e .  La c o u r b e  ~ e s t  de g e n r e  ~ = 2g - 1 .  S o i t  z l ' i n v o l u t i o n  

de ~ qu i  6change  l e s  deux f e u i l l e t s  du r e v ~ t e m e n t  n ~ on n o t e r a  e n c o r e  

l'endomorphisme induit sur Pic(~). L'application d'imaffe directe 

~@ : Div(~) >Div(C) induit un homomorphisme N : Pic(~) )Pic(C). 

( P . 1 )  POsons P = ( l - a )  (J~)  = (Ker N) ; c ' e s t  une v a r i S t 6  a b 6 l i e n n e  de 
o 

d i m e n s i o n  g - l ,  i s o m o r p h e  ~ J ~ / ~ t  JC. On d i t  que P e s t  l a  v a r i 6 t 6  de Prym 

a s s o c i 6 e  ~ ( ~ , C ) .  

( P . 2 )  Le g roupe  Ker(N) a deux c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s ,  P o 

dans  J~ ,  avec  P = P ; on a P. = ( 1 - o )  ( j i ~ )  pour  i = O,1.  
o 1 

e t  P l '  c o n t e n u e s  

( P . 3 )  S o i t  D u n  d i v i s e u r  de deg r6  d s u r  C ; i l  r ~ s u l t e  de ( P . 2 )  que 

N- I (~D] )  e s t  r 6 u n i o n  de deux s o u s - v a r i 6 t 6 s  pD e t  D jD o Pl  de ~ ( i s o m o r p h e s  a P ) .  

Si  ~ ]  e pD e t  s i  A e s t  un d i v i s e u r  s u r  ~ ,  l a  c l a s s e  de ~ + A - ~A a p p a r t i e n t  
o 

P~, a v e c  i ~ deg(A) (mod 2 ) .  

~P.4)  P r e n o n s  D = K. On p e u t  a l o r s  n u m 6 r o t e r  l e s  deux Composan te s  PK de 1 

f a q o n  que ,  pour  ~D] E N - I ( K ) ,  on a i t  

~D~ E pK i ~ ~h~  ~ i (mod 2) 

K qu i  l u i  e s t  I1 e s t  commode de c o n s i d ~ r e r  au l i e u  de P l a  v a r i ~ t ~  Po '  

i s o m o r p h e ,  e t  q u ' o n  n o t e r a  ~ .  On a donc e n s e m b l i s t e m e n t  

( P . 5 )  S o i t  G~e l e  d i v i s e u r  de ~ t  form6 des  c l a s s e s  de d i v i s e u r s  e f f e c t i f s ,  

c ' e s t - a - d i r e  ~ = [~D~ e j ~ - I  ~ I ~ D ~ K e t  h~ p a i r  ~ 2 ] .  L o r s q u ' o n  

i d e n t i f i e  ~ ~ P p a r  t r a n s l a t i o n ,  l e  d i v i s e u r ( ~  d 6 f i n i t  une  p o l a r i s a t i o n  

~ r i n c i p a l e  s u r  P. Dans l a  s u i t e  on mun i ra  t o u j o u r s  P de c e t t e  p o l a r i s a t i o n .  

S o i t  ~ l e  d i v i s e u r  de j ~ - I  ~ form6 d e s  c l a s s e s  de d i v i s e u r s  e f f e c t i f s  
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( d i v i s e u r  t h e t a  de Riemann) ; on a l ' 6 g a l i t 6  e n t r e  d i v i s e u r s  ~)]p~e = 2 ~@. 

( P . 6 )  L ' 6 g a l i t 6  p r 6 c 6 d e n t e  p e r m e t  de c a l c u l e r  l e s  s i n g u l a r i t 6 s  de ~ .  

Un p o i n t  ~D] de ~)~  e s t  s i n g u l i e r  dans  l ' u n  d e s  deux c a s  s u i v a n t s  : 

a) L ' e s p a c e  t a n g e n t  ~ ~e en ~D] e s t  c o n t e n u  dans  l e  c~ne t a n g e n t  en 

b) ~D] est un point singulier de multiplieit6 ~ 4 de (~ .  

A l'aide du th~or~me de Riemann-Kempf, ces situations se traduisent 

comme suit : 

a) On a D ~ ~ M + E, o~ ]M] e s t  un s y s t e m e  l i n ~ a i r e  m o b i l e  s u r  C e t  E 

un d i v i s e u r  e f f e c t i f  s u r  ~ ,  t e l  que ~V E E ]K-2MI ; 

b) On a h~ ~ 4.  

Les  s i n g u l a r i t ~ s  du t y p e  a) s o n t  d i t e s  s p ~ c i a l e s  ; e l l e s  n ' a p p a r a i s -  

s e n t  pas  l o r s q u e  l a  c o u r b e  C e s t  g ~ n ~ r i q u e .  Les  s i n g u l a r i t ~ s  du t y p e  b ) , q u i  

a p p a r a i s s e n t  s u r  r o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  de Prym de d i m e n s i o n  ~ 9, s e r o n t  d i t e s  

( s u i v a n t  T j u r i n )  s t a b l e s .  

w 2 LA VARIETE DE PRYM ASSOCIEE A L'HYPERSURFACE CUBIQUE 

On f i x e  d ~ s o r m a i s  une h y p e r s u r f a c e  c u b i q u e  l i s s e  X c ~ 4  a i n s i  

q u ' u n e  d r o i t e  % c X. Nous f e r o n s  s u r s  l ' h y p o t h ~ s e  de p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e  s u i v a n t e :  

Pour  r o u t e  d r o i t e  f c X r e n c o n t r a n t  4 ,  l e  p l a n  < ~, f > d~coupe  s u r  

X t r o i s  d r o i t e s  d i s t i n c t e s .  

I1 n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  de m o n t r e r  q u ' u n e  d r o i t e  g ~ n ~ r i q u e  de X v ~ r i f i e  

c e t t e  c o n d i t i o n  ( c f . ~ C - G ]  ou ~Mul ] ) .  

S o i t  X~ l a  v a r i 6 t ~  o b t e n u e  en 6 c l a t a n t  s dans  X. La p r o j e c t i o n  de 
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c e n t r e  s d 6 f i n i t  un m o r p h i s m e  p : X~ ) ~ 2  d o n t  l e s  f i b r e s  s o n t  d e s  c o n i -  

q u e s  ~ l ' h y p o t h ~ s e  de p o s i t i o n  g 6 n 6 r a l e  e n t r a ~ n e  que c e s  c o n i q u e s  s o n t  l i s s e s  

ou r 6 u n i o n  de deux  d r o i t e s  d i s t i n c t e s .  On en d b d u i t  f a c i l e m e n t  ( c f . ~ B l ~ , c h . 1 )  

que l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  t de ~ 2  t e l s  que l a  c o n i q u e  p - l ( t )  s o i t  d 6 g 6 n 6 r 6 e  

e s t  un e  c o u r b e  l i s s e  C. S o i t  ~ l a  v a r i 6 t 6  d e s  d r o i t e s  c o n t e n u e s  d a n s  X e t  

i n c i d e n t e s  a ~ ; l a  p r o j e c t i o n  p d 6 f i n i t  un m o r p h i s m e  ~ : ~ )C ,  q u i  e s t  

un r e v ~ t e m e n t  d o u b l e  6 t a l e  ( n o u s  v e r r o n s  p l u s  l o i n  que ~ e s t  c o n n e x e ) .  

L ' i n v o l u t i o n  ~ a s s o c i e  ~ une  d r o i t e  f de ~ l a  d r o i t e  r 6 s i d u e l l e  de l ' i n t e r -  

s e c t i o n  < s  > N X. 

.Proposition I (Mumford) : 

La Oacobienne interm6diaire I JX est isomorphe (comme vari6t6 

ab61ienne principalement polaris6e) ~ la vari6t6 de Prvm P associ6e ~ (~,C). 

u : P 

Nous n o u s  c o n t e n t e r o n s  d ' i n d i q u e r  l a  d 6 f i n i t i o n  de l ' i s o m o r p h i s m e  

)JX,  r e n v o y a n t  ~ ~T3J ou CB1] p o u r  une  d 6 m o n s t r a t i o n  c o m p l e t e .  

P u i s q u e  ~ p a r a m ~ t r e  une  f a m i l l e  de c o u r b e s  s u r  X, i l  e x i s t e  une  

a p p l i c a t i o n  d ' A b e l - J a c o b i  a : C )JX ( d 6 f i n i e  ~ t r a n s l a t i o n  p r o s ) ,  d ' o ~  

un homomorph i sme  a : J~  ) JX .  Comme l a  f a m i l l e  d e s  f i b r e s  de p e s t  p a r a m 6 -  

t r 6 e  p a r  ~ 2  l ' a p p l i c a t i o n  d ' A b e l - J a c o b i  q u i  l u i  c o r r e s p o n d  e s t  c o n s t a n t e  

c e c i  e n t r a l n e  que  a e s t  n u l  s u r  x~ JC. On en d 6 d u i t  que  a s e  f a c t o r i s e  en 

a : J ~  I - ~  u )P ~JX 

u e s t  l ' h o m o m o r p h i s m e  c h e r c h 6 .  

I 
Si  k % C, JX s e r a  p a r  d 6 f i n i t i o n  l e  g r o u p e  d e s  c y c l e s  de d i m e n s i o n  I s u r  

X a l g 6 b r i q u e m e n t  6 q u i v a l e n t s  ~ z6 ro  modulo  6 q u i v a l e n c e  r a t i o n n e l l e ,  muni  de 

l a  s t r u c t u r e  de v a r i 6 t 6  a b 6 1 i e n n e  p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s 6 e  d 6 f i n i e  d a n s  CMu3~ 

ou ~ B l ~ , c h . 3 .  



195 

D a n s  l e  r e s t e  de  ce  p a r a g r a p h e ,  on  v a  6 t a b l i r  q u e l q u e s  p r o p r i 6 t 6 s  

d e s  c o u r b e s  C e t  ~ .  

( i )  La  c o u r b e  C e s t  u n e  c o u r b e  p l a n e  l i s s e  de  d e g r 6  5 .  On a vu  q u e  C e s t  

l i s s e  ~ s o n  d e g r 6  e s t  l e  n o m b r e  d ' i n t e r s e c t i o n  C . d ,  ou  d e s t  u n e  d r o i t e  de  

~ 2 .  L o r s q u e  d e s t  a s s e z  g ~ n 6 r a l e ,  l a  s u r f a c e  c u b i q u e  p - 1 ( d )  e s t  ] i s s e  

d a n s  u n e  t e l l e  s u r f a c e ,  i l  y a d i x  d r o i t e s  r e n c o n t r a n t  u n e  d r o i t e  d o n n 6 e ,  

r 6 p a r t i e s  e n  e i n q  p a i r e s  de  d r o i t e s  c o n c o u r a n t e s  ( r e p r 6 s e n t e r  l a  s u r f a c e  

eomme u n  p l a n  p r o j e c t i f  6 c l a t 6  e n  6 p o i n t s ) ,  d o n c  C e s t  de  d e g r 6  5 .  

( i i )  La  c o u r b e  ~ e s t  c o n n e x e  ~ e l l e  a d m e t  un  p i n c e a u  ILl s a n s  p o i n t  b a s e ,  

de  d e g r ~  5 ,  t e l  q u e  xW L E H. 

Consid6rons en e f fe t  l ' a p p l i c a t i o n  g : ~ )s  qui associe 

une droi te  de ~ son point d ' i n t e r s e c t i o n  avec s L'hypothese de pos i t ion  

g6n6rale entra~ne que g est  un morphisme f in i  de degr6 5 ~par un point x de 

~, i l  passe 5 d ro i tes  de X d i s t i n c t e s  de s Si la courbe ~ n ' e s t  pas 

connexe, e l le  est  r6union de deux courbes isomorphes a C, et la r e s t r i c t i o n  

de g a l ' une  de ces courbes es t  de degr6 ~ 2 : ceci entralne que C es t  r a t i on -  

nel le  ou hypere l l ip t ique ,  d'ou une contradict ion.  

S o i t  x E g ; p o s o n s  L = ~ b ~ x ] .  Le s y s t e m e  ILl e s t  un  p i n c e a u  s a n s  

p o i n t  b a s e  ; l e  d i v i s e u r  x,eL e s t  d 6 c o u p 6  s u r  C p a r  l a  p r o j e c t i o n  de  l ' h y p e r -  

p l a n  t a n g e n t  en  x a X, doric xr L ~ H. 

N o t o n s  q u e  ( i )  e t  ( i i )  i m p l i q u e n t  d i m ( J X )  = g ( C ) - I  = 5 .  

N o u s  n o t e r o n s  H l e  d i v i s e u r  ( d e  d e g r ~  5 )  d ~ c o u p ~  s u r  C p a r  u n e  

d r o i t e  de  ~ 2  
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( i i i )  S o i t  ]D[ un  s y s t ~ m e  l i n 6 a i r e  m o b i l e  s u r  C, d e d e ~ r 6  ~ 5 .  On a a l o r s  

D m H - p o__~u D m H - p + q ,  a v e c  p , q  d a n s  C. 

S u p p o s o n s  d e g ( D )  = 5 ~ p a r  R i e m a n n - R o c h ,  l e s  c o n i q u e s  p a s s a n t  p a r  

D d o i v e n t  f o r m e r  u n  p i n c e a u ,  c e  q u i  i m p o s e  q u e  4 d e s  p o i n t s  de  D s o n t  a l i g n ~ s ,  

1 
c ' e s t - ~ - d i r e  D m H - p + q .  I1  en  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  q u e  t o u t  g4 s u r  C e s t  de  

1 
l a  f o r m e  [H-p[  p o u r  p E C, e t  q u e  C n ' a d m e t  p a s  de  m_ a 

N o t o n s  ~ l ' ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  d e u x  de  JC a s s o c i ~  a u  r e v ~ t e m e n t  ~, de  

s o r t e  q u ' o n  a ~ (~C m O C �9 ~ C ( ~ ) .  

(iv) On a h~ = I e_~_t h~ = 4. En particulier, la classe de ~H 

dans jlO ~ appartient ~ p)e. 

On a 

d'o~ 

~ T~ Oc(H)  ~ ~ c ( H )  @ ~% (~C ~ Oc(H ) ~ ~ c ( H §  

h~ = h ~  + h ~  

l e s  d e u x  ~ g a l i t ~ s  ~ n o n c ~ e s  s o n t  d o n c  ~ q u i v a l e n t e s .  

On a h ~  ~ 1 : e n  e f f e t  d a n s  l e  c a s  c o n t r a i r e ,  on  a u r a i t  

d ' a p r ~ s  ( i i i )  ~ m p _ q ( p , q  E C ) ,  d ' o ~  2p ~ 2 q ,  e t  C s e r a i t  h y p e r e l l i p t i q u e .  

I 1  s u f f i t  d o n c  de  p r o u v e r  l ' i n ~ g a l i t ~  h~  t 4 .  P u i s q u e  H m x ~ L  ( c f . ( i i ) ) ,  

on  a x ~  H m L + ~L.  S o i e n t  s , t  d e u x  s e c t i o n s  de  C~c(L) d o n t  l e s  d i v i s e u r s  

n ' o n %  p a s  de  p o i n t  eommun ~ o n  a u n e  s u i t e  e x a c t e  

0 ~ ( ~ c ( ~ L _ L )  ( t , - s )  ~ (~c (~L)2  ( s , t ) ) ( ~ { ~ L + L )  ~ 0  

d ' 6 ~  l ' o n  d @ d u i t  

h ~  = h ~  ~ 2 h ~  = 4 ,  

c e  q u i  a c h ~ v e  l a  d ~ m o n s t r a t i o n .  
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(v)  S o i t  D u n  d i v i s e u r  s u r  ~ t e l  que h~ > 2 e_~.t ~ D  -= H. On a a l o r s  

D -: L ou D - ~L. 

Le syste.e lin~aire I~r qui est sans point base, d~finit un 

morphisme j : ~ ~$, g~nSriquement injectif. La relation E~H = D+~D 

signifie alors que j(~) est contenue dans une quadrique QD cIP5' les deux 

syste, es de g~n~ratrices (~ventuellement confondus) de QD d~coupant sur 

j(~) la partie mobile des syste,es IDIet IgDl. Puisque la conrbe j(~) est 

de degr@ I0, elle est contenue dans une quadrique au plus ~ on a donc 

QD = QL et, puisque ILl est sans point base, ID] = ILl ou ]c;LI. 

w 3 SINGULARITES DU DIVISEUR @ 

Propos i t ion  2 : 

Le d i v i s e u r  ~ de JX a un seul  point  s i n g u l i e r .  

En p a r t i c u l i e r ,  ~ e s t  normal  e t  i r r 6 d u c t i b l e .  

En v e r t u  de l a  p r o p .  1, i l  r e v i e n t  au . ~ . e  de c o n s i d @ r e r  un d i v i s e u r  

t h ~ t a  de P, ou e n c o r e  l e  d i v i s e u r  ~ de l ~ ( P . 5 )  ; nous  a l l o n s  . o n t r e r  que 

e e l u i - c i  a un s e u l  p o i n t  s i n g u l i e r ,  ~ s a v o i r  ~ H ] .  D ' a p r ~ s  ( P . 6 ) ,  i l  y a 

deux t y p e s  de s i n g u l a r i t ~ s  ~ ~ t u d i e r .  

a) S i n g u l a r i t 6 s  s p 6 e i a l e s  : Compte t e n u  du w  l e s  s i n g u l a r i t 6 s  

s p 6 c i a l e s  de ~ #  c o r r e s p o n d e n t  aux d i v i s e u r s  Tc~(H-p) + E, avec  p E C e t  

~ E = 2p,  t e l s  que h ~  s o i t  p a i r .  Si  - l ( p )  = [ P l '  P2 } '  l e s  d i v i -  

s e u r s  p o s s i b l e s  s o n t  ~ H  e t  ~*H + Pi  - ~Pi  ( i  = 1 , 2 ) .  Or ~ H ~  a p p a r t i e n t  

l~(w donc ~H + Pi - ~Pi ~ n'appartient pan a P~(P.3) : ainsi la 

seule singularit~ de ce type correspond au point ~#H3. 

b) Singularit6s stables : Soit ~D] un 616,ent de IWb tel que h~ ~ 4 

il s'agit de prouver D ~ ~ H. Soient s,t deux sections de O~c(L) dont les 

diviseurs n'ont pan de point eommun (cf.w ~ on a une suite exacte 

O > ~c(D_L) (t,-s) )(~c(D)2 (s,t) >O~c(D+L ) ~O, 
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h ~  + h~ ~ 2 h~  ~ 8.  

D ' a u t r e  p a r t ,  on o b t i e n t  p a r  R i em ann- Roch  

h~ = h~ + 5 = h~ + 5 = h~ + 5, 

d ' o ~  f i n a l e m e n t  h ~  + h ~ 1 6 2  ~ 3. 

A i n s i  l ' u n  de s  s y s t ~ m e s  ID-LI ou 1D-~LI e s t  un p i n c e a u  s e  p r o j e -  

t e n t  d e n s  ]HI,  done e s t  6 g e l  ~ ILl ou ~ I~LI ( w  P a r  c o n s 6 q u e n t  D e s t  

lin6airement 6quivalent ~ ~H, 2L ou 2~L. Mais 2L ~ T#H + (L-~L) et 

2oL m ~eH + (oL-L) n'appartiennent pas a ~ (P.3), done D m m~eH. 

Corollaire : La vari6t6 X n'est pas rationnelle. 

En effet la jacobienne interm6diaire d'une vari6t6 rationnelle est 

isemorphe ala jacobienne d'une courbe ou a un produit de telles jacobiennes 

(~C-G],w ce qui entra~ne que le lieu singulier du diviseur th~ta est de 

codimension ~ 4. Puisque dim(JX) = 5, la prop. 2 montre que X n'est pas 

rationnelle. 

w 4 LA SURFACE DE FANO 

Un r~le fondamental dens l ' 6 tude  de JX es t  jou6 par la  surface de 

Fano F, c ' e s t - a - d i r e  la vari6t6 des d ro i tes  contenues dens X. C 'es t  une 

surface l i s s e  et connexe : la  ] i s s i t 6  et l ' a s s e r t i o n  sur la  dimension 

r 6 s u l t e n t ,  v i a  l a  t h 6 o r i e  d e s  d 6 f o r m a t i o n s ,  d ' u n  c a l c u l  f a c i l e  de f i b r 6  n o r -  

ma l ,  cf.~C-G]. On d6duit la connexit6 de F de cel le  de ~ ( w  et du 

f a i t  que ~ rencontre route courbe trac6e sur F (puisque ~ rencontre tout  

d i v i s e u r  de X) .  
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N o t r e  b u t  d a n s  c e  p a r a g r a p h e  e s t  d ' i n t e r p r ~ t e r  l a  s u r f a c e  F e n  

%ermes du rev~tement ~ : ~ )C. 

La p r o j e c t i o n  de  c e n t r e  s d ~ t e r m i n e  un  m o r p h i s m e  q ' : F - { s  ) ~ 2 .  

N o t o n s  ~ : Fs ~F l ' ~ c l a t e m e n t  du p o i n t  Z de  F ; on v ~ r i f i e  s a n s  p e i n e  

q u e  q '  s e  p r o l o n ~ e  en  u n  m o r p h i s m e  q : F~ ) ~ 2 .  

S o i t  f u n e  d r o i t e  a s s e z  g S n ~ r a l e  de  F~ de  s o r t e  q u e  l ' h y p e r p l a n  

e n g e n d r ~  p a r  s e t  f c o u p e  X s u i v a n t  u n e  s u r f a c e  l i s s e  Z f .  C o n s i d 6 r o n s  l ' e n -  

s e m b l e  D ( f )  d e s  d r o i t e s  de  ~ q u i  s o n t  i n c i d e n t e s  ~ f .  La  s u r f a c e  c u b i q u e  

~ f  c o n t i e n t  5 p a i r e s  de  d r o i t e s  de  ~ c o p l a n a i r e s ,  c o r r e s p o n d a n t  a u x  5 c o n i q u e s  

d ~ g ~ n ~ r ~ e s  a u - d e s s u s  d e s  5 p o i n t s  de  p ( f )  n C ; d a n s  c h a c u n e  de  c e s  p a i r e s ,  

u n e  e t  u n e  s e u l e  d e s  d e u x  d r o i t e s  r e n c o n t r e  f .  A u t r e m e n t  d i t ,  l ' i m a g e  d i r e c t e  

p a r  ~ du d i v i s e u r  D ( f )  c ~ e s t  l e  d i v i s e u r  d ~ c o u p ~  s u r  C p a r  l a  d r o i t e  q ( f ) .  

S o i t  S l a  s o u s - v a r i ~ t ~  de  ~ ( 5 )  f o r m b e  d e s  d i v i s e u r s  e f f e c t i f s  D 

t e l s  q u e  ~ D m H. I1  r ~ s u l t e  de  ce  q u i  p r e c e d e  q u e  l ' a p p l i c a t i o n  f ) D ( f )  

d ~ f i n i t  u n e  a p p l i c a t i o n  r a t i o n n e l l e  D : F s  - - ~ S ,  r e n d a n t  c o m m u t a t i f  l e  

diagramme 

D 
Fs .... -~S 

~2=1.1 

Ii r ~ s u l t e  de  ( P . 3 )  q u e  S e s t  r ~ u n i o n  d i s j o i n t e  de  d e u x  s o u s -  

v a r i 6 t 6 s  S e t  S 1 ,  ~ c h a n g 6 e s  p a r  v ( a v e c  l e s  n o t a t i o n s  de  ( P . 3 ) ,  un  d i v i s e u r  
o 

e f f e c t i f  D s u r  ~ a p p a r t i e n t  ~ S.  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  ~D] E pH) .  N o u s  n o t e r o n s  
1 1 

p a r  c o n v e n t i o n  S c e l l e  de  c e s  d e u x  s o u s - v a r i ~ t ~ s  q u i  c o n t i e n t  D ( F s  S i  
o 

D E So~ l ' a p p l i c a t i o n  D >~D-D ] de  S d a n s  J ~  i n d u i t  u n e  a p p l i c a t i o n  
o o 

: S ~ >P, q u i  n e  d ~ p e n d  du  c h o i x  de  D q u e  p a r  u n e  t r a n s l a t i o n .  
o 

N o u s  n o t e r o n s  a : F >JX l ' a p p l i c a t i o n  d ' A b e l - J a c o b i  de  F 

( d ~ f i n i e  ~ t r a n s l a t i o n  p r o s ) ,  e t  u : P # J X  l ' i s o m o r p h i s m e  de  l a  p r o p .  1 .  



200 

P r o p o s i t i o n  3 : 

L ' a p p l i c a t i o n  D : Fg )S O est un isomorphisme. Le diagramme 

D 
Fs )S  o 

JX( P 
u 

e s t  c o m m u t a t i f  a t r a n s l a t i o n  p r ~ s .  

R a p p e l o n s  i c i  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  de  EB2~ : l a  s u r f a c e  S e s t  n o r m a l e  

( c e l a  r 6 s u l t e  d ' u n e  6 r u d e  l o c a l e  d u e  ~ W e l t e r s ,  c f .  E B 2 ] ,  w  ~ l e  m o r p h i s m e  

1 25 x~  e s t  f i n i ,  de  d e g r 6  ~ = 16 ; l e  m o r p h i s m e  q e s t  f i n i  (~  c a u s e  de  l ' h y p o -  

t h ~ s e  de  p o s i t i o n  g 6 n 6 r a l e  s u r  4 ) ,  e t  s o n  d e g r 6  e s t  6 g a l  au  n o m b r e  de  d r o i t e s  

de  ~ f  n e  r e n c o n t r a n t  p a s  ~ c ' e s t - ~ - d i r e  27 - 10 - 1 = 16 .  

P o u r  p r o u v e r  l a  p r e m i e r e  a s s e r t i o n ~  i l  s u f f i t  d o n c  de  m o n t r e r  q u e  

D e s t  g 6 n 6 r i q u e m e n t  i n j e c t i f ,  c ' e s t - ~ - d i r e  q u e  l e s  s e u l e s  d r o i t e s  i n c i d e n t e s  
5 

a u x  5 d r o i t e s  de  D ( f )  ( p o u r  f a s s e z  g 6 n 6 r a l e )  s o n t  ~ e t  f .  P o s o n s  D ( f ) =  Z f i  ~ 
i = 1  

on  p e u t  t r o u v e r  un  m o r p h i s m e  e : Z f  ~]p2,  6 c l a t e m e n t  de  6 p o i n t s  p l ~ . - . , p 6  

d e ] P 2  e n  p o s i t i o n  g 6 n & r a l e ~ q u i  c o n t r a c t e  f .  s u r  P i  p o u r  1 ~ i ~ 4 e t  t r a n s -  
1 

f o r m e  f 5  en  l a  d r o i t e  < P 4 '  P5 > Con o b t i e n t  e en  p r o j e t a n t  Z f  s u r  s • f~ 

~ 2  p u i s  ~ • f s u r  p a r  p r o j e c t i o n  s t 6 r 6 o g r a p h i q u e ) .  I1  e s t  c l a i r  s u r  c e t t e  

r e p r 6 s e n t a t i o n  q u ' i l  n ' y  a q u e  d e u x  d r o i t e s  de  ~ f  i n c i d e n t e s  a f l , . . . , f 5 ,  

s a v o i r  l e s  t r a n s f o r m ~ s  d e s  c o n i q u e s  p a s s a n t  p a r  p l , . . . , p 4  e t  l ' u n  d e s  

p o i n t s  P5 ou  P6" 

I1  r e s t e  ~ v 6 r i f i e r  q u e ,  p o u r  u n e  d r o i t e  g 6 n 6 r i q u e  f de  F ,  on  a 

u n e  c o n s t a n t e  p r o s  

~ ( f )  = - u o g ( D C f ) )  

ou  e n c o r e  

2 e . ( f )  + 2 u o ~ ( D ( f ) )  = C t e  ; 
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vu l a  d ~ f i n i t i o n  de u ( p r o p .  I ) ,  i l  s ' a g i t  de p r o u v e r  que  l ' ~ l ~ m e n t  

2cr + Z a ( f ' ) l  de JX e s t  i n d ~ p e n d a n t  de f .  Or c a l c n l o n s  d a n s  P i c ( Z f )  
i 

l ' ~ l ~ m e n t  2 f  + ~. f i  ~ u t i l i s o n s  l e  m o r p h i s m e  ~ : Z f  ) ~ 2  c o n s i d ~ r ~  p l u s  

i - 1 ,  
h a u t ,  en p o s a n t  r t p i )  = e i (1 ~ i -< 6 ) ,  en n o t a n t  h l a  c l a s s e  d a n s  P i c ( Z f )  

d ' u n e  s e c t i o n  h y p e r p l a n e  e t  d c e l l e  de ~e % 2 ( 1 ) .  On a f'x = e.1 p o u r  I < i < 4 

f5  = d - e 5 - e 6 ~ e t ( p a r  e x e m p l e )  f = 2d - Z e .  e t  ~ = 2d - Z e . .  On a 
i~5 ] i~6 1 

donc  

2s + 2 f  + ~ f .  = 9d - 3 Z e .  = 3h.  
i 1 j 3 

On en d 6 d u t t  que  l e  c y c l e  2 f  + Z f .  e s t  ] i n 6 a i r e m e n t  6 q u i v a l e n t  ~ ~h-2Z d a n s  
1 

i 
P i c ( Z f ) ,  doric a u s s i  dar ts  JX,  ce q u i  a c h ~ v e  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  de l a  p r o p o s i t i o n .  

C o r o l l a i r e  : 

L ' a p p l i c a t i o n  d ' A b e l - J a c o b i  ~ : F ) J X  e s t  un  p l o n s e m e n t .  

D 6 m o n s t r a t i o n  : 

S i  D E So~ l a  f i b r e  ~ - I ( ~ ( D ) )  s ' i d e n t i f i e  au s y s t ~ m e  l i n ~ a i r e  1D[. 

On d ~ d u i t  a l o r s  du w  que  ~ c o n t r a c t e  une  d r o i t e  s u r  un p o i n t ~  e t  e s t  un 

p l o n g e m e n t  en d e h o r s  de c e t t e  d r o i t e .  I1  r ~ s u l t e  a l o r s  de l a  p r o p o s i t i o n  que  

a e s t  un  p l o n g e m e n t .  

Remar~ue : Par sp~cialisation, il est facile de d~crire D(f) lorsqae la 

droite f rencontre ~ en un point x- En effet, les droites de F incidentes 

et f sont d'une part les 4 droites de F passant par x distinctes de ~ et f~ 

et d'autre part la droite conjugu~e de f par l'involution ~. On a donc 

D(f) m L - f + ~f. Autrement dit, la restriction 5 : ~ ~$o de D associe 

un point x de ~ l'unique diviseur effectif de I L + ~ x - x l -  Ceci prouve en 

particulier que ILl est contenu dans S 1 (et ]oL] dans So). 

Un autre point ci$ est le calcul de l'application tangente a a. 

Soit T l'espace tangent a l'origine de JX ; l'espace tangent de JX en un 



202 

p o i n t  q u e l c o n q u e  e s t  c a n o n i q u e m e n t  i s o m o r p h e  ~ T. Pour  t o u t  f d a n s  F,  l ' a p -  

p l i c a t i o n  T f ( ~ )  : T f ( F ) ~ ) T  a p o u r  image  un s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  de 

d i m e n s i o n  2 de T. 

P r o p o s i t i o n  4 ( " t h ~ o r ~ m e  du f i b r ~  t a n g e n t " )  : 

I1 e x i s t e  un i s o m o r p h i s m e  d e ~ ( T )  s u r  ~ 4  t e l  que  p o u r  f E F,  1_~' 

image  d a n s ~ ( T )  d e  T f ( a )  s ' i d e n t i f i e  a l a  d r o i t e  f c ~ 4 .  

En d ' a u t r e s  t e r m e s ,  c o n s i d ~ r o n s  s u r  F l e  f i b r ~  en d r o i t e s  p r o j e c -  

t i r e s  u n i v e r s e l  : 

a l o r s  N s ' i d e n t i f i e  au f i b r 6  p r o j e c t i f  t a n g e n t  ~ F,  de s  que  l ' a p p l i c a -  

t i o n  de ce f i b r 6  d a n s  ]P(T) d 6 d u i t e  de T(a )  s o i t  l a  p r e m i e r e  p r o j e c t i o n  

N )~4.  

On p e u t  d 6 d u i r e  l a  p r o p . 4  de l a  t h 6 o r i e  d e s  v a r i 6 t 6 s  de Prym, m a i s  

l a  d 6 m o n s t r a t i o n  e s t  a s s e z  c o m p l i q u 6 e ;  j e  p r 6 f ~ r e  r e n v o y e r  l e  l e c t e u r  ~ ~T1] ,  

aux  deux  d 6 m o n s t r a t i o n s  de ~C-G] e t  s u r t o u t  ~ c e l l e  de ~A-K] ,  q u i  e s t  l a  

p l u s  s i m p l e .  

w 5 LE CONE TANGENT DE OAU POINT SINGULIER 

Proposition 5 : 

Soi____~t ~ : F x F )JX l'application d~finie par ~(x,y)=a(x)-a(y). 

L'ima~e de ~ est un diviseur th~ta de JX. 

D 6 m o n s t r a t i o n  : 

S o i t  ( x , y )  E F • F.  L ' a p p l i c a t i o n  t a n g e n t e  

T x , y ( ~ )  : T (F) $ T (F) ~T e s t  somme d i r e c t e  d e s  a p p l i c a t i o n s  T (a )  e t  
x y x 

-T  (a )  ; i l  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  de l a  p r o p .  4 que  T (~) e s t  de r a n g  4 s i  ( e t  
y x , y  

s e u l e m e n t  s i )  x c t y  ne s e  r e n c o n t r e n t  p a s .  En p a r t i c u l i e r  ~ e s t  g ~ n ~ r i q u e -  

ment  f i n i e ,  e t  s o n  image  e s t  un d i v i s e u r  de JX. 
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D ' a p r ~ s  l a  p r o p . 3 ,  on a un  d i a g r a m m e  c o m m u t a t i f  

D• 

~o(~,~) 

JX ( p ~ t ~  
u t 

o~ : ( A , B )  = ~A-B] ~ e ( A , B )  = ~A + :B]  

e t  o~ t : P ) ~ e  e s t  l a  t r a n s l a t i o n  p a r  [ ~ e H ] .  

I1  e s t  c l a i r  que  l ' i m a g e  de ~e  e s t  c o n t e n u e  d a n s  ~ ~ a i n s i  l ' i -  

mage de ~ e s t  c o n t e n u e  d a n s  un d i v i s e u r  O d e  JX, donc  l u i  e s t  : g a l e  p u i s q u e  

e s t  i r r : d u c t i b l e  ( p r o p . 2 ) .  

R e m a r ~ u e s  : 

I )  C o n t r a i r e m e n t  a ~ q u i  n ' e s t  d ~ f i n i e  q u ' a  t r a n s l a t i o n  p r e s ,  l '  

a p p l i c a t i o n  ~ e s t  c a n o n i q u e .  On n o t e  d a n s  l a  s u i t e  ~ s o n  image  ~ c ' e s t  un  

- I  
d i v i s e u r  the%a  b i e n  d ~ t e r m i n ~  de JX ( i l  c o r r e s p o n d  p a r  l ' i s o m o r p h i s m e  t o u 

au  d i v i s e u r  @~ de ~ ) .  

2)  S o i e n t  s , t  deux  d r o i t e s  g ~ n ~ r a l e s  d a n s  F ,  de s o r t e  que  l ' h y p e r -  

p l a n  e n g e n d r ~  p a r  s e t  t c o u p e  X s u i v a n t  une  s u r f a c e  l i s s e  Z. S o i e n t  f l , . . . , f 5  

l e s  5 d r o i t e s  de F i n c i d e n t e s  ~ s e t  t ; n o t o n s  t .  ( r e s p . s . )  l a  d r o i t e  r ~ s i -  
1 1 

d u e l l e  d ' i n t e r s e c t i o n  du p l a n  < s ,  f .  > ( r e s p .  < t ,  f i  >)  a v e c  X. On a a l o r s  
1 

d a n s  P i c ( Z )  : 

s + t .  = t + s .  = h - f .  
l 1 1 

( h  d ~ s i g n a n t  l a  c l a s s e  d ' u n e  s e c t i o n  h y p e r p l a n e ) ,  d ' o u  s - t  = s . - t . .  On a p a r  
1 1 

c o n s e q u e n t  ~ ( s , t )  = ~ ( s i , t  i )  p o u r  1 ~ i ~ 5 ~ a i n s i  l ' a p p l i c a t i o n  

: F • F ) O e s t  de d e g r ~  ~ 6.  

Nous  a l l o n s  v o i r  que  ~ e s t  en f a i t  de d e g r ~  6,  de s o r t e  que  l a  

f i b r e  ~ - l ( ~ ( s , t ) )  s e  c o m p o s e  de ( s , t )  e t  d e s  c i n q  p a i r e s  ( s i ~ t i ) .  La c o n f i -  

g u r a t i o n  f o r m 6 e  p a r  l e s  d r o i t e s  ( S ~ S l , . . . , s  5 ~ t ,  t l , . . . , t  ) de E e s t  a p p e l ~ e  
5 

c l a s s i q u e m e n r  un  " d o u b l e  s i x " .  
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Proposition 6 : 

Le diviseur~)admet ~ l'ori~ine un point triple ; lorsqu'on iden- 

tifie ~(T) ~4 par l'isomorphisme de la prop.4~ la pro~ectivisation du cone 

tangent a ~ en 0 es% ~sale a X. 

D6monstration : 

Consid~rons le morphisme $ : F • F )JX. Puisque a est un 

plongement (corollaire ~ la prop.3), la fibre ~-I(0) est la diagonale A de 

^2 
F • F. Notons F , ~ et 2 les vari6t6s obtenues en ~clatant A dans F • F, 0 dan~ 

O et 0 dans JX respectivement ; soient N, K et ~(T) les diviseurs exception- 

nels correspondants. Puisque ~-1(0) = A, on d~duit de ~ un morphisme 

: ~2 ) ~ qui se factorise atravers @, donnant lieu a un diagramme 

commutatif 

F 2 > ~)~ ~ JX 

T t T 

U U U 
N > Kt ?re(T) 

On a par consequent ~(N) = K. Or Nest le fibr~ projectif tangent ~ F et 

K C~(T) est la projectivisation dn cone tangent ~ ~) en 0 ; l'application 

N ) ~(T) induite par ~ est l'application projective assoei~e ~ T(a). 

Identifions~(T) ~4 par l'isomorphisme de la prop.4 ; alors ~(N) est r~union 

des droites contenues dans X (prop.4), de sorte que K coincide ensembliste- 

1 
ment avec X. 

Ii reste ~ prouver que K est r~duit. Rappelons (prop.4) que N 

s'identifie au fibr~ en droites projectives universel sur F, de faqon que 

l ' a p p l i e a t i o n  N } ~ ( T )  i n d u i t e  p a r  $ s o i t  l a  p r o j e c t i o n  c a n o n i q u e  ; en 

p a r t i c u l i e r ,  ~ e s t  non  r a m i f i ~  de d e g r ~  6 au p o i n t  g ~ n ~ r i q u e  ~ de N. 

S o i e n t  n : ~ r  ) O l a  n o r m a l i s a t i o n  de ~ e t  ~ = n - l ( K ) ,  de s o r t e  que 

I 
Cec i  s u f f i t  pou r  p r o u v e r  l e  t h 6 o r ~ m e  de T o r e l l i .  
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i e t  s a  r e s t r i c t i o n  a N s e  f a c t o r i s e n t  comme s u i t  : 

) e  ~ )J 

U U U U 

N > ~ > K ~ > re(T) 
y v 

Alors g est non ramifi6 en ~, donc ~tale puisque ~ est normal 

on a d e g ( ~ )  = d e g ( g )  = d e g ( ~ )  < d e g ( v ~ )  = 6.  

P u i s q u e  d e g ( ~ )  > 6 ( r e m a r q u e  2 ) ,  on en d 6 d u i t  d e g ( ~ )  = 6 e t  

d e g ( v )  = 1. D ' a u t r e  p a r t  on a ~*e(]P(T)) : N, d ' o u  g~ ~ = N ; comme ~ e s t  

n o r m a l ,  c e c i  e n t r a i n e  que  l e  d i v i s e u r  K e s t  r 6 d u i t .  N o t o n s  A ( r e s p .  A) 1 '  

a n n e a u  l o c a l  de ~ ( r e s p .  ~ )  au  p o i n t  g 6 n 6 r i q u e  de K ( r e s p . ~ ) ,  e t  m ( r e s p . m }  

s o n  i d 6 a l  m a x i m a l  ; s o i t  x une  6 q u a t i o n  de K d a n s  A. A l o r s  ~ e s t  un a n n e a u  

de v a l u a t i o n  d i s c r e t e ~  e t  ~ en e s t  une  u n i f o r m i s a n t e  ( p u i s q u e  l e  d i v i s e u r  

V~ K e s t  r 6 d u i t )  ; de p l u s ,  comme d e g ( v )  = 1, l ' e x t e n s i o n  A/m ) A / m  e s t  

un i s o m o r p h i s m e .  Ces  p r o p r i 6 t 6 s  e n t r a ~ n e n t  A = ~ : en e f f e t  on a ~ E m, d ' o ~  

x ~ = m ~ ='m ~ on en d6duit que l'application A/m__) ~/m7 a6duite de i' 

injection A. )~ est bijective, et on conclut a l'aide du lemme de Nakayama. 

Par suite K est g6n6riquement r6dui%, donc r6duit puisque c'est une hyper- 

surface, ee qui acheve la d6monstration. 

Des propositions 2 et 6 r6sulte le th~oreme 6nonc~ dans l'intro- 

duction : 

Th6or~me : 

Un d i v i s e u r  t h ~ t a  de JX admet  un s e u l  p o i n t  s i n g u l i e r ,  q u i  e s t  un 

p o i n t  t r i p l e  ; l e  c~ne  t a n g e n t  au  d i v i s e u r  en  ce  p o i n t  e s t  i s o m o r p h e  au  c~ne  

a f f i n e  de b a s e  X. 

C o r o l l a i r e  ( " t h 6 o r ~ m e  de T o r e l l i " )  : 

La jacobienne interm6diaire JX, munie de sa polarisation principale, 

d6termine la cubi~ue X. 
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D ' a u t r e s  r ~ s u l t a t s  de ~C-G] s ' o b t i e n n e n t  f a c i l e m e n t  a l ' a i d e  de s  

v a r i ~ t ~ s  de Prym. 

Proposition 7 : 

@2 
La classe de cohomolosie de la surface a(F) dans H6(jX) est 3--]-- �9 

(on note ~(JX) la cohomologie entiere si k = ~,~-adique sinon.) 

On d6duit cette proposition de la prop.3 et d'un calcul cohomolo- 

gique~ cf.~B2~. 

Proposition 8 : 

L'application ~ : F • F ) G est ~6n~riquement finie de de~r~ 6. 

Nous avons d6j~ obtenu ce r~sultat au cours de la d~monstration 

de la prop.6. Nous indiquerons ici assez rapidement deux autres d~monstrations 

possibles~ qui n'utilisent pas le th6oreme du fibr~ tangent. 

2eme D6monstration : 

Ii s'agit de montrer l'assertion analogue pour l'applieation 

~ : S • S ) ~. Notons que lorsqu'un diviseur E sur ~ est de la o o 

forme A + ~B~ avec A,B ~ So, le diviseur x1~ E ~ 12~I correspond a une conique 

d~g~n~r~e. Inversement, consid~rons un diviseur effectif E sur ~ tel que 

~b E soit d~coup6 par une conique d6g6n6r6e ~ on peut ~crire E = A + B', 

avee A,B' dans S. 0bservons maintenant que ~(S. • S.) est contenu dans ~e 
i J 

si et seulement si i ~ j (puisque ~9~H] ~ ~b) ~ on peut donc supposer 

A 6 So, B' s $I, d'ou E = A + ~B, avec A~B ~ S o �9 De plus cette ~criture es% 

unique si la eonique d6g6n6r6e est de rang 2 et si son sommet n'est pas situ6 

s u r  C. 

P a r  c o n s 6 q u e n t  l a  f i b r e  ( ~ ) - I ( D ) ,  pou r  D a s s e z  g 6 n 6 r a l  d a n s  ~ ,  

s ' i d e n t i f i e  ~ l ' e n s e m b l e  d e s  d i v i s e u r s  E E ]D] p o u r  l e s q u e l s  %e E e s t  d 6 c o u -  

p6 p a r  une  c o n i q u e  d 6 g 6 n 6 r 6 e .  Or l e  s y s t ~ m e  x,~]D] c 12HI e s t  d6coup6 s u r  C 

p a r  un p i n c e a u  ~ u a d r a t i ~ u e s  de c o n i q u e s  d 6 f i n i  p a r  une  6 q u a t i o n  de l a  fo rme  
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12p  + k ~q  + ~ 2 r  = O, a v e c  ( k : ~ )  6 ]p l  e t  p~ q,  r E H~ 2 ,  O ] p ( 2 ) ) .  Un t e l  p i n -  

ceau, s'il contient une conique lisse, admet 6 coniques d6g6n~r~es (d~finies 

par l'~quation det (~k2p + 7k~q + ~2r) = 0 sur ]Pl), d'ou le r~sultat. 

5eme D6monstration : 

En u t i l i s a n t  la prop. 7, on a dans H2(jX) : 

G3 @3 
~W 1 = (deg~) O = 3-'[ I~ 3--~ 

ou ~ d6signe le  produit  de Pontr~agin dans H~t(JX). 

Par d6formation, il suffit de calculer ce produit pour la jacobien- 

ne d 'une eourbe F de genre 5. Dans ee cas - ~  es t  la  e l a s s e  de ~(7 (2)) ,  ou 

: F (2) >JF e s t  l ' a p p l i c a t i o n  canonique (d6f in ie  a t r a n s l a t i o n  p res ) .  

Consid6rons l ' a p p l i e a t i o n  ~- : F (2) • F (2) ) JF d6f in ie  par K(A,B)=~(A)+<P(B); 

son image e s t  un d iv i seu r  thSta  de JF, et on a donc 

--',} 1 = (deg Z) ~ = @3__ ~ ~__ 
3! 3! ' 

deg  ~ = deg  ~ = ( 4 )  = d'o~ 6. 

Proposition 9 : 

L'application A~b(F) 

a : F ) JX est un isomorphisme. 

D~monstration (d'apres ~Mu3]) : 

) JX d6duite de l ' a p p l i c a t i o n  d 'Abel-Jacobi  

Nous admettons ici l'6galit6 q(F) = 5, d~ja connue de Fano, pour 

laquelle on peut renvoyer par exemple a [A-K]. 

Compte %enu de la prop.3, il s'agit de montrer que l'application 

a : A~b(S O) ) ~ d~duite de ~ : So__@ Pest un isomorphisme. Consid~rons 

l'application b : ~ )S O qui associe a x E ~ l'unique diviseur de IL+~x-xl 

(cf. w remarque) ; soit d : J~ }A~b(S o) l'homomorphisme eorrespondant. 

On a ~ o b(x) = ~x-x+cte], de sorte que l'homomorphisme compos6 

j~ a ) _ _ ~ p  )A~b(S o 
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e s t  ~ g a l  a a - 1 .  Cec i  e n t r a ~ n e  que  a e s t  s u r j e c t i f ,  donc  u n e  i s o g ~ n i e  ( p u i s -  

que  q ( S  o)  = q ( F )  = 5) ~ de p l u s  Ker  ( a o d )  = r3~JC e s t  c o n n e x e ,  donc  K e r ( a )  

e s t  c o n n e x e  e t a  e s t  un  i s o m o r p h i s m e .  

B i b l i o ~ r a p h i e  
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