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FIBRES DE RANG 2 SUR UNE COURBE,
FIBRE DÉTERMINANT ET

FONCTIONS THÊTA

PAR

ARNAUD BEAUVILLE (*)

RÉSUMÉ. — Soit Af l'espace des modules des fibres semi-stables de rang 2 et de
déterminant trivial sur une courbe C. Nous prouvons que le groupe de Picard de ./V est
engendré par le fibre déterminant C. Nous montrons que l'espace des sections globales
de C s'identifie à l'espace des fonctions thêta d'ordre 2 sur la jacobienne J de (7, de
sorte que C définit un morphisme de N dans le système linéaire |26[ sur J . Nous
interprétons géométriquement ce morphisme, et montrons qu'il est de degré 2 si C est
hyperelliptique et de degré 1 sinon.

ABSTRACT. — Let J^f be thé moduli space of semi-stable rank 2 vector bundies with
trivial déterminant on a curve C. We prove that thé Picard group of Af is generated by
thé déterminant bundie C. We identify thé space of global sections of C with thé space
of 2^ order thêta functions on thé Jacobian J of C, so that C defines a morphism oîU
into thé linear System |20| on J . We give a géométrie interprétation ofthis morphism,
and prove that it is of degree 2 if C is hyperelliptic and of degree 1 otherwise.

Introduction
Soient C une courbe de genre g > 2 et J sa jacobienne. Le système

linéaire |26| sur J joue un rôle important dans la géométrie de J,
notamment en relation avec le problème de Schottky [B]. Il apparaît
d'autre part en liaison avec l'étude des fibres vectoriels de rang 2 sur
C ([N-R1, N-R2]) de la façon suivante. Soit J\f l'espace des modules1 des
fibres semi-stables de rang 2 sur (7, de déterminant Kc\ on définit un

(*) Texte reçu le 31 mars 1987, révisé le 4 janvier 1988.
A. BEAUVILLE, Université de Paris-Sud, Mathématiques, Bât. 425, 91405 Orsay

Cedex, France.
1 M est isomorphe à l'espace des modules des fibres semi-stables de rang 2 et de
déterminant Oc' L'avantage de considérer J\f est que le diviseur déterminant A y est
naturellement défini.
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432 A. BEAUVILLE

morphisme 6 : J\f -> |20| de sorte qu'on ait ensemblistement

ë(E)={aç J\h°(E^a) > l}.

Narasimhan et Ramanan prouvent que 6 est un isomorphisme pour g = 2
[N-R1], et un plongement pour g = 3 et C non hyperelliptique [N-R2].

Le but de cet article est d'étudier le morphisme 6 en le reliant au
diviseur déterminant A de A/", que l'on peut définir comme la sous-variété
réduite de AT formée des classes de fibres E tels que h°(E) > 1; le fibre
C = C?v(A) est le fibre déterminante introduit par Grothendieck, et qui
apparaît dans les travaux récents de Quillen et Bismut-Freed. Avec ces
notations, nos résultats principaux s'énoncent comme suit.

THÉORÈME 1.
a) Le groupe de Picard de J\f est cyclique infini, engendré par C ; le

faisceau dualisant de J\f est £~4.
b) Le système linéaire |A| est sans point base, et définit donc un

morphisme y?A '' .A/" —•>• |A|*. Il existe un isomorphisme canonique de |A[*
sur |20| par lequel <^A s'identifie à 6.

THÉORÈME 2.
a) Supposons C hyperelliptique. L'involution hyperelliptique de C

définit alors une involution i de A/", et 6 induit par passage au quotient un
plongement de J\f/i dans [2©|.

b) Si C n'est pas hyperelliptique, le morphisme 6 : J\f —> |20[ est de
degré un {sur son image).

On ignore si 6 est un plongement lorsque C est non hyperelliptique de
genre > 4. Quoi qu'il en soit, ë(J\r) est une sous-variété de |20|, qui
contient la variété de Kummer de J, et qui apparaît liée à plusieurs
approches du problème de Schottky. Ainsi les identités de Schottky-
Jung se traduisent géométriquement [M2] en exprimant que les variétés
de Kummer associées à la jacobienne de C et à l'une de ses variétés de
Prym s'intersectent dans |26|; or toutes ces variétés sont contenues dans
<Î(-V) [vG]. D'autre part, Ramanan a observé que 6(A/') contient toutes
les trisécantes à la variété de Kummer de J, trisécantes qui jouent un
rôle important dans des travaux récents sur le problème de Schottky
et notamment dans la démonstration géométrique de la conjecture de
Novikov (cf. [B]). On peut espérer que l'étude de 6(Af) permette de mieux
comprendre le lien entre ces différentes approches.

La difficulté essentielle dans la démonstration du THÉORÈME 1 réside
dans le contrôle de la dimension de H°(Af^C)'^ on y parvient, de manière
quelque peu artificielle, en dominant J\f par la variété de Prym d'un
revêtement double suffisamment ramifié de C. Nous exposons cette
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FIBRES DE RANG 2 ET FONCTIONS THÊTA 433

méthode au paragraphe 1, et l'utilisons au paragraphe 2 pour démontrer
la partie b) du THÉORÈME 1. La partie a) est déduite au paragraphe 3
du résultat analogue pour les fibres de degré impair, qui est déjà connu.
Enfin le paragraphe 4 est consacré à la démonstration du THÉORÈME 2.

Je n'ai pas traité dans cet article le cas des fibres de rang > 2, essentiel-
lement parce que les systèmes linéaires |r6|, pour r > 3, n'ont pas joué un
grand rôle jusqu'à présent dans l'étude des variétés abéliennes principa-
lement polarisées. On peut démontrer un analogue du THÉORÈME 1 pour
ces fibres, à l'aide de résultats récents de Hitchin; j'y reviendrai dans un
article ultérieur.

0. Conventions et notations

0.1. — Dans cet article on désigne par C une surface de Riemann
compacte de genre g > 2, et par J sa jacobienne. Pour d e Z, on note Jd

la variété (isomorphe à J) qui paramètre les fibres en droites de degré d
sur C. On pose en particulier J* = J^"1 ; cette variété possède un diviseur
0 canonique, défini par la condition h°(L) > 1. Tout fibre L de J* définit
alors par translation un isomorphisme i^ : J —> J*, et on pose 0^ == ^©;
c'est un diviseur thêta de J.

Rappelons d'autre part qu'il existe un unique système linéaire (com-
plet) sur J contenant le double de chaque diviseur thêta symétrique; on
le notera un peu abusivement |20|.

0.2. — Soit X une variété compacte. Pour tout fibre E sur X, on
note h°(X,E), ou simplement h°(E), la dimension de H°(X,E).

0.3. — Soient X une variété compacte intègre, et D un diviseur
de Cartier effectif sur X. Le système linéaire \D\ est l'espace projectif des
diviseurs de Cartier effectifs sur X, linéairement équivalents à D ; il s'iden-
tifie donc à P(H°(X, Ox(D))). On notera (po l'application rationnelle de
X dans l'espace dual |-D|* définie par ce système linéaire.

1. Fibres de rang 2 et revêtements doubles

1.1. — On considère dans ce paragraphe un revêtement double
(ramifié) TT : C —> C. On note îï le fibre en droites sur C tel que
7T*0^ ^ Oc © ̂ -1 : le genre g de C est égal à 2g - 1 + deg î). On désigne
par J la jacobienne de (7, et par J* la variété qui paramètre les fibres en
droites de degré g - 1 sur C.

Soit L un fibre en droites sur (7; alors TT^L est un fibre de rang 2 sur
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434 A. BEAUVILLE

(7, de déterminant Nm(L) (g) î)-1. En particulier pour L ç. J*, le fibre TT^L
est de degré 2g - 2.

1.2. LEMME. — 5'o^ L ç J*. Pour çne fe yîfere TT^L ne so^ pas semi-
stable (resp. stable), il faut et il suffit qu'il existe un fibre en droites M sur
C de degré > g (resp. > g-1) et un diviseur effectif D sur C tel que L soit
isomorphe à TT*M(D). L'ensemble des fibres L possédant cette propriété
est une sous-variété de </*, de codimension > g + 1 (resp. > g — 1).

Dire que TT^L n'est pas semi-stable (resp. stable) signifie qu'il contient
un sous-fibre en droites M de degré > g (resp. > g - 1), ou encore
qu'il existe un fibre en droites M de degré > g (resp. > g — 1) et un
homomorphisme non nul TT*M —>• L, d'où la première assertion.

Soit Up : jy x c^-2P-1) -, J* le morphisme défini par Up(M,D) =
TT*M(Z)); son image Vp est une sous-variété de «/*, de codimension
> 2p+ 1 — g. L'ensemble des L tels que TT^L ne soit pas semi-stable (resp.
stable) est la réunion des sous-variétés Vp pour p > g (resp. p > g — 1),
d'où le lemme. []

1.3. — Nous désignerons par M s l'espace des modules des fibres
stables de rang 2 et de degré 2g - 2 sur (7; c'est une variété lisse, de
dimension 4^-3 [SI]. Soit d'autre part J^ l'ouvert de J* formé des classes
de fibres L telles^que TT^L soit stable. L'application L \-^ TT^L définit un
morphisme TT* : J^ —^M.s-

1.3. PROPOSITION. — Si degîï > 2g-2, le morphisme TT* : J; -^ Ms
est dominant.

Soit L ç. JJ. Le faisceau TT^L est muni d'une structure de TT^O—module,
d'où l'on déduit un homomorphisme A : TT^O- -> £nd{-K^L}. D'autre part
l'espace tangent^T^^-M^ s'identifie canoniquement à ^(Ç.Snd^^L)),
et l'espace ÎL(J*) à H^C.O^), donc aussi à H^C.^Og).

1.3.1. LEMME. — La différentielle TL^) s'identifie à H1^).
Cela résulte bien sûr des propriétés de fonctorialité de la classe d'exten-

sion, mais faute de références adéquates il est plus rapide de donner une
démonstration directe. Un vecteur v ç T^(J*) correspond à un faisceau
inversible £ sur C x Spec(C[e]/(e2)) dont la réduction (mod. c) est L, de
sorte qu'on a une extension

0 — L-^C-^L — 0.

Par action de TT^ on obtient une suite exacte

0 -^ ̂ L^TT^^^L — 0,
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FIBRES DE RANG 2 ET FONCTIONS THÊTA 435

d'où une classe d'extension dans ^(C^EndÇTT^L)), qui est l'image de v
par TL^.).

Soit (Ua)açi un recouvrement ouvert de (7, tel que p admette une
section Sa '' L —> C au-dessus de ^^{Ua}' L'élément v de ^(C^O^) est
la classe du 1-cocycle (a,/3) i->- âa/3 e ^{Tr^ÇUa n E/^), 0^) défini par

SaW - soW = a^i(t)

pour tout i ç. -H'o(7^-l(î7Q; 0 Î7^),L). Alors Tr^Sa '' ^^L —> TT^C définit
une section de TT^P au-dessus de [/en et on a TT^ — TT^S^ = TT^Î o \(da(3}
au-dessus de Ua H £//?, pour a,/3 dans I . L'élément de H^^C^Snd^^L))
correspondant à TT^C est donc la classe du cocycle (a,/î) H^ \{a'a(3)^ d'où
le lemme.

1.3.2. — Revenant à la démonstration de 1.3, il suffit de prouver que
If1 (A) est surjectif pour L assez général dans J*. Notons N le noyau de
l'homomorphisme canonique (surjectif) TT*?^!/ — ^ L ; o n a une suite exacte
sur C

0 —^ Uom(L,L) —^ ^om(7r*7r,L,L) -^ Hom(N,L) -^ 0,

d'où, en appliquant TT^ :

0 —^ 7r*0^ ^fnd(7r*L) —> 7r,(A^-1 (g) L) ̂  0.

Ainsi le conoyau de -^(A) s'identifie à H1(C^N~1 (g) L). Notons a
l'involution de C qui échange les deux feuillets du revêtement TT. On a
det(7r*L) ^ Nm(L) (g) D-1, d'où N = L~1 (g) TT* det(7r*L) = o-*L (g) 7r*îï-1

et N~1 (g) L = L (g) cr*!/"1 (g) 7r*î). Comme le fibre canonique J<- de C est
isomorphe à TT*{KC (g) îï), on voit par dualité que T^ÇTT^) est surjectif si et
seulement si l'espace H°{C^a*L (g) L~1 (g) 7r*Kc) est nul.

1.3.3. — Notons P le noyau de l'homomorphisme Nm : J —^ J, q le
morphisme de J^ dans P défini par q(L) = a*L^L~1^ et V la sous-variété
de P formée des éléments a tels que h°(a 0 7r*Kc) >. 1.

Nous venons de voir que le lieu de ramification de TT^ (dans JJ) est
ç'^V). Or tout élément a de Y s'écrit a = ^K^ÇD), où D est un
diviseur effectif sur C tel que TT^D ç |^^2!; donc Y est de dimension
< dim \K^21 =3^—4. Comme la dimension de P est ^ — g = g — 1 + deg î),
la proposition en résulte. \\
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436 A. BEAUVILLE

1.4. — La jacobienne J opère sur Ms (par produit tensoriel) et
sur J^ (par image réciproque et produit tensoriel) ; le morphisme TT^ est
équivariant pour ces actions. Considérons en outre le triangle commutatif

j2g-2

où N ' est défini par N ' ( L ) = Nm(L) (g)î)~1 ; si l'on fait opérer J sur J29'2
par (a,L) ^-> L (g) a2, toutes les flèches de ce triangle sont équivariantes.
Posons alors

p* = N'-^Kc) = {L e J* | Nm(L) = Kc 0 îï},

et P^ = P* n JJ ; soit .A/s la sous-variété de M. s paramétrant les fibres de
déterminant Kc' On déduit de 1.2, 1.3 et de ce qui précède le corollaire
suivant :

1.5. COROLLAIRE.
a) Le complémentaire de P^ dans P* est de codimension > g — 1.
b) Si deg îï > 2g — 2, le morphisme TT* : P^ —>• A/s est dominant. Q

1.6. — Rappelons ici un résultat de MUMFORD [M2, § 4] qui nous sera
utile. _ _

Soit 0 le diviseur thêta canonique de J*. On définit une application
rationnelle Sp : P* —> |20| en posant 6p(L) = (Tr*)"1^^). Ensembliste-
ment, on a donc

Sp(L) = {a G J | h°(L (g) 7r*a) > l}.

// existe alors un isomorphisme canonique 7 : |0| |* —> |20| par lequel
6p s'identifie à l'application rationnelle définie par le système linéaire

l6!?.!-
1.7. — Considérons la sous-variété réduite As de Ms (resp. As de

A/s) définie par la condition h°(E) >_ 1. Il est facile de voir que As et
As sont des diviseurs dans les variétés lisses M s et A/s respectivement, et
qu'on a As = As| ,„ .

1 Al s

1.7. LEMME. — Supposons degî) > 2g - 2.

TOME 116 — 1988 — N° 4
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a) On a (TT,)*A, = ë| - et (TT,)*A, = 0| .
' "s • ^s

b) Si g > 3, on a

dimJf°(.Ms,0(As))=l et dim^°(^,0(A,)) < 29.

L'assertion a) est claire d'un point de vue ensembliste, puisque pour
tout fibre en droites L sur C les espaces H°(C,L) et H°{C,7r^L) sont
isomorphes. Or il résulte de (1.3.3) que 0 n'est pas contenu dans le lieu
de ramification de TT^; ainsi (TT^)*AS est génériquement réduit, donc égal
à 6| . d'où a).

' "a
Puisque TT* est dominant, les homomorphismes d'image réciproque

H°(M^ 0(As)) - ̂ °(J;, 0(0)) et H0^ 0(As)) -^ H°(P^ 0(Q\ ̂  ))

sont injectifs; puisque J* - J^ et P* - P^ sont de codimension > 2 dans
J* et P* respectivement (1.3 et 1.5), on a

dim^J^^O)) =(iimH°{r,0(Q)) =1,

et, compte-tenu de 1.6,

dim^o(P;,0(0|^))=dim^o(P*,0(ë|^))

^dim^J.C^e)) ==2 9 ,

d'oùb). D

1.8 LEMME. — Les diviseurs As et As sont irréductibles.
Soit E un fibre correspondant à un point de As ; choisissons une section

non nulle s de E. Désignons par D le diviseur des zéros de s et par d le
degré de D ; on a une suite exacte

0 -—> OcW-^E — ^ M — ^ 0 ,

où M est un fibre en droites sur (7, de degré 2g — 2 — d. On 8^0 < d < g— 2
puisque E est stable.

Pour 0 < d < g — 2, notons Xd le fibre projectif au-dessus de
çW ^ j2^-2-d ^^ ^ fi^ç au-dessus d'un point {D,M) est

P(Ext^M.Oc^))).

Il résulte de ce qui précède que le diviseur As peut être paramétré par un
ouvert de la réunion des Xd- Or la variété Xd est irréductible de dimension
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438 A. BEAUVILLE

4g - 4 - d, et As est de dimension 4^-4; cela prouve l'irréductibilité de
As. Celle de As se démontre de la même manière. []

1.9. — Précisons dans quel sens As et As sont des diviseurs détermi-
nants. Soient S une variété intègre et £ un fibre vectoriel sur C x 5; on
note Es la restriction de £ à C x {s}, pour s ç S, et g la projection de
C x S sur S. Supposons de plus h°(£s) = ^(.Es) = 0 pour s générique.
On a alors g^S = 0; si

0 —> Li-^Lo —^ ̂ <? -^ 0
est une résolution localement libre de Rlg^£, le diviseur de detu est
indépendant de la résolution choisie; c'est le diviseur déterminant associé
à £ (cf. [K-M], où ce diviseur est noté div(Rg^£)). Son support est
l'ensemble des points s de S tels que h°(£s) > 1-

Supposons maintenant que pour tout s G S le fibre Es soit stable, de
rang 2 et de degré 2g - 2 (resp. de déterminant Kc\ On dispose alors
d'une application classifiante c : S —> A^s (resp. c' : S —> ./Vs), qui associe
à 5 la classe d'isomorphisme de Es- D'après [R2, lemme 2.5], le diviseur
déterminant associé à £ ne dépend que du morphisme c.

1.10. PROPOSITION. — Le diviseur déterminant associé à £ est c*As
(resp. c'*As).

Il suffit de démontrer la première égalité.
a) Traitons d'abord le cas particulier suivant. Choisissons un revête-

ment ramifié TT : C —> C avec degî» > 2 ^ - 2 ; posons 5 = JJ, et
prenons pour £ l'image directe par le morphisme (TT, 1s) : C x S —> C x S
d'un fibre de Poincaré P sur C x S. Le diviseur déterminant associé à
(Tr.ls)*? s'identifie alors à celui associé à P, c'est-à-dire à 0. D'autre
part le morphisme c n'est autre que TT*. La proposition dans ce cas résulte
alors de 1.7.

b) Traitons maintenant le cas où l'application c : S —^ M s est étale.
L'égalité à démontrer est claire ensemblistement ; il suffit de vérifier Que les
multiplicités sont les mêmes. Choisissons un revêtement double TT : C —> C
comme ci-dessus, et considérons le carré cartésien

T ____^ 7*
± > Jg

P 7T*

S ——^ Ms^
où T = S x^ J ^ . Comme le point générique de As appartient à l'image
de TT^ (LEMMES 1.7 et 1.8), le point générique de chaque composante de
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c*Â5 appartient à l'image de p . Il suffit donc de vérifier que le diviseur
p*c*Afi coïncide avec le diviseur déterminant associé à p*<?, ce qui résulte
de a) par image réciproque.

c) Traitons le cas général. Par construction de .M s, il existe une
variété M et une application étale surjective M —>• M.s <1^1 provient d'un
fibre de rang 2 sur CxM. D'après b), cette application satisfait à l'énoncé
de la proposition ; par changement de base on en déduit comme ci-dessus
que les diviseurs considérés sur S coïncident localement pour la topologie
étale, ce qui entraîne qu'ils sont égaux. []

2. Le morphisme 6 et le diviseur A

2.1. — Les espaces de modules M. s et Afs admettent des compacti-
fications naturelles M. et .V, qui sont des variétés projectives normales
(de dimensions respectives 4:g — 3 et 3g — 3), définies comme suit [SI].
Soit E un fibre semi-stable de rang 2 sur C. S'il existe une, suite exacte
0 — ^ L — ^ E — ^ I / — ^ 0 , avec degL = deg-L', on pose gr(E) = L©L'; dans
le cas contraire on pose gr(E) == E. L'espace M. (resp. Af) paramètre les
fibres semi-stables de rang 2 sur (7, de degré 2 ^ — 2 (resp. de déterminant
Kc)^ modulo la relation d'équivalence gr(E) ̂  gr{E').

Les variétés M. et AT sont de Cohen-Macaulay : en effet, elles sont
définies comme quotient catégorique (au sens de [M-F]) de variétés lisses
par un groupe réductif, et un tel quotient est toujours de Cohen-Macaulay
(loc. cit.^ Appendice E au chapitre 1).

2.2. — Soit E un fibre semi-stable de rang 2 et de degré 2g — 2 sur
(7. On associe à -E un diviseur effectif ë(E) sur J de la manière suivante
([Ra], [N-R2]) : si P est un fibre de Poincaré sur C x J, 6(E) est le
diviseur déterminant associé à V 0 pr^ E (1.9). Le support de 6(E) est
donc l'ensemble des éléments a de J tels que h°(E (g) a) > 1.

A toute famille de fibres semi-stables sur (7, de rang 2 et de degré 2^—2,
on associe ainsi une famille de diviseurs sur J . Soient L et L' des fibres
en droite de degré g — 1 sur C ; pour toute extension

O—^L—^E—^L ' - ^O,

on a ë(E) = 6(gr(E)) = QL + QL' (cf. (0.1)). On en déduit que 6
définit un morphisme de M. dans l'espace des diviseurs effectifs sur
J algébriquement équivalents à 20. Pour E = L © (K 0 -L~1), on a
ë(E) = QL + (—I)*OL e |20|; comme AT est unirationnel, on voit que S
induit un morphisme de AT dans |20|.
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440 A. BEAUVILLE

Notons A la sous-variété réduite de AT formée des classes de fibres E
tels que hQ(E) > 1.

2.3. LEMME. — A est un diviseur de Cartier irréductible dans M, et
ona<î*0(l)=0/v(A).

Soit H Phyperplan dans |26| formé des diviseurs passant par l'origine.
Ensemblistement, le diviseur de Cartier S* H est égal à A. Par conséquent
A est un diviseur de Weil; il est égal à l'adhérence de As dans AT, et
par suite est irréductible (LEMME 1.8). Il suffit donc de prouver que A
et 6*H ont même multiplicité au point générique de A. Choisissons un
revêtement double TT : C —^ C de façon que le morphisme TT^ : P^ —> J\f
soit dominant (1.5). La flèche 6 o TT^ n'est autre que le morphisme 6p
considéré en (1.6). Avec les notations de loc. cit.^ on a donc (TT^)*^*^ =
Ô| ̂  = (TT,)*A, d'où A = ë ^ H . D

2.4. — Pour alléger les énoncés, nous fixons dans ce qui suit une thêta-
caractéristique /c sur C (c'est-à-dire un fibre en droites tel que K2 ^ Kc)-
Soit j : J —> AT le morphisme défini par j(a) = (/^ 0 a) © (/t 0 a""1). Par
passage au quotient, j induit un isomorphisme de J/{±1} sur Af - A/s.

Le choix de K permet aussi de définir un diviseur thêta symétrique
6^ — que nous noterons simplement © — sur J. Soit 6j : J —> \2Q\ le
morphisme défini par Sj(a) = T^Q + r*^© (on note Ta la translation
x !—>• x + a de J) ; il existe un isomorphisme canonique /3 : |2Q| —>- |2©|*
rendant commutatif le diagramme

(cf. [M2, p.335]). L'image de ëj (ou de (^20) est la variété de Kummer
de J .

Nous noterons C le faisceau inversible 0/v(A).
2.5. PROPOSITION. — On a j*£ = Oj(26), et l'homomorphisme

j* : H°(Af',C) -^ ff°(J,Oj(26)) est bijectif. Si l'on identifie |A| à |26|
par cet isomorphisme, le diagramme suivant est commutatif.
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Le cas g = 2 est traité dans [N-R1] : le morphisme 6 : AT -^ |20|
est un isomorphisme, donc identifie J\f à P3; on a alors C = 0(1), et la
proposition devient évidente.

Supposons désormais g > 3. Compte tenu de (2.3), on a

fc = r<î*o(i) = sw) = 0.7(20).
Le morphisme f3 o S : J\f —> |20|* est défini par le fibre en droites
C et un homomorphisme (p : H°(J,Oj(2Q)) -^ H°(Af',C)', le composé
ffo(J,OJ(2e))-^7:fo(A/',£)-^^^o(J,OJ(2e)) définit le morphisme

/ 3 o 6 o j = f 3 o 6 j = (R^Q,

donc est une homothétie. Par suite, en vertu du LEMME 1.7b, ip et j* sont
des isomorphismes réciproques l'un de l'autre (à homothétie près), ce qui
équivaut à la commutativité du diagramme 2.5. []

2.6. Remarques.
1) Le groupe J^ des points d'ordre 2 de J opère sur A/", et le fibre C est

stable pour cette action. On peut alors considérer le groupe de Mumford
(?(£) formé des automorphismes de C qui relèvent l'action d'un élément
de J2- L'application équivariante j définit un isomorphisme j* de Q{C)
sur (7(20). D'autre part Q(C) opère sur H°(J\f,C); l'énoncé précédent
signifie essentiellement que la représentation de Q{C) dans H°(J\f,C) est
irréductible {cf. [Ml]).

2) Supposons choisie une base symplectique de ^(G, Z), ce qui per-
met de définir la matrice des périodes r € Hg. L'espace H°(J,Oj(2Q))
s'identifie alors à l'espace des fonctions thêta du second ordre sur C^, rela-

ry.1
tives à T ; une base de cet espace est fournie par les fonctions 6 „ (2^, 2r),

pour r e ^î9 / Î . 9 . A l'aide de l'isomorphisme 7*, on en déduit une base
canonique (à homothétie près) de -H'°(.A/',£), dont la restriction à J est la
base de ff°(J,Oj(20)) définie par les fonctions thêta ci-dessus. On peut
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donc dire que les fonctions thêta du second ordre se prolongent à A/", en
tant que sections du fibre C.

Bien entendu il suffit pour obtenir une telle base d'une donnée beaucoup
plus faible que celle d'une base symplectique, à savoir celle d'une 6-
structure sur Oj(20) (cf. [Ml]).

3) Soit TT : C —^ C un revêtement double ramifié tel que le morphisme
TT* : Pg* —> AT soit dominant (1.5). Posons 2 = Ô| ^.11 résulte de (1.7)
et (2.5) que l'homomorphisme (TT*)* : H°(Af,£) -^ H°(P^O(E)) est
bijectif. Identifions les systèmes linéaires |A| et |2| à |20| à l'aide de (TT^)*
et j* ; compte tenu de (1.6) et de la PROPOSITION 2.5, le diagramme

est commutatif. On en déduit en particulier que ë(Af) s'identifie à l'image
de l'application rationnelle de P dans l'espace projectif définie par le fibre
ample Op(Q\ ) sur la variété de Prym P. Malheureusement je ne sais
pas utiliser cette remarque pour obtenir des informations sur 6(J\f).

4) Je laisse au lecteur le soin de formuler la proposition et les remar-
ques précédentes sans choisir une thêta-caractéristique, en remplaçant le
morphisme j : J —> AT par le morphisme canonique j* : J* —> Af défini
par^*(L)=Le(^^)L- 1 ) .

3. Le groupe de Picard de Af
Le groupe de Picard de l'espace des modules des fibres stables de rang r

et de degré d est connu lorsque r et d sont premiers entre eux [R], mais
je ne connais pas de référence dans le cas qui nous intéresse. Nous allons
voir que le calcul se ramène facilement au cas connu.

3.1. PROPOSITION.
a) Le groupe Pic(A/") est cyclique infini, engendré par la classe de C.
b) Pour g > 3, l'homomorphisme de restriction Pic(A/") —> Pïc(J\fs)

est bijectif.

Pour g = 2, 6 fournit un isomorphisme de J\f sur P3, par lequel Af - J\fs
correspond à la surface de Kummer. On a donc Pic(AO = Z • [C] et
Pic(^)==Z.[£]/Z.[£4].
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Supposons désormais g > 3. Fixons un point p de (7; soit A/p l'espace
des modules des fibres stables sur G, de rang 2 et de déterminant Kc(p).
Cet espace est lisse compact, et il existe un fibre de Poincaré £ sur C xA/p
(cf. par exemple [S2]). Notons P le fibre en droites projectives sur A/p
associé au fibre <?*L -, .. ; un point de V correspond à la donnée d'un

1 \P}Xj\/p

fibre E de A/p et d'un homomorphisme non nul u : E —> C(j?), considéré
à homothétie près.2 En associant à (E,u) le fibre Kern, on obtient un
morphisme g : P —^ Af. La fibre de g en un point [F] de A/s est la droite
projective P(Ext^(C(;?),F)).

Posons Ps = ^(A/s), et considérons le diagramme

Pic(AO c—— Pic(A/s)

PicQP) —— PicCPs),
où la seconde flèche horizontale est surjective, et la première injective parce
que A/" est normale et codim(A/' - A4) > 2. Comme Pic(A/p) est cyclique
[R], on a Pic('P) = Z2 ; comme Pic^Ps) est isomorphe à Pic(A/s) ©Z et que
Pic(A/s) contient Z, on a nécessairement Pic(Ps) = Z2 et Pic(A/s) = Z. Il
résulte du LEMME 1.7 que la classe de C dans Pic(A/s) n'est pas divisible,
donc engendre Pic(A/s) et aussi Pic(AQ, d'où la proposition. []

3.2. COROLLAIRE. — Le morphisme 6 : Af —> |20| est fini.
En effet le morphisme 6 s'identifie à (pc (PROPOSITION 2.5), et C est

ample d'après 3.1. []

3.3. PROPOSITION. — Le faisceau dualisant K^y de J\f est isomorphe
a£-4.

Rappelons que la variété J\f est de Cohen-Macaulay, ce qui permet
de parler de son faisceau dualisant; la proposition montre d'ailleurs que
celui-ci est inversible, donc que AT est une variété de Gorenstein.

Soient S une variété lisse et S un fibre de rang 2 sur C x S ; on notera /
et g les projections de C x S sur C et S respectivement. On suppose que
pour tout s ç S la restriction de £ à C x {s} est stable, de déterminant
Kc-, de sorte qu'on associe à £ un morphisme c : S —> Afs- D'après (1.9)
le déterminant du complexe Rg^E est c*/^. D'autre part, notons si(£)
le sous-fibre de £nd(£) formé des endomorphismes de trace nulle; on a
(^e (s ((<?)) == 0, et il résulte du calcul du fibre tangent à A/s que le faisceau
R^-g^siÇE)) est isomorphe à c*T^.

2 On note C(p) le faisceau sur C de fibre C en p et 0 ailleurs.
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Si F est un fibre vectoriel sur C x S, le théorème de Grothendieck-
Riemann-Roch [SGA 6] donne dans CH(S) (g) Q

ch(Rg^) = g, (/* Todd(C) • ch F}

soit, dans Pic(5') 0 Q,

ci(Rg^) = èM^W - 2c2(^) - ci(^)/*ci(^c)).

Appliquons ce résultat à f, puis sl(£). Comme le fibre det<? <^) f*Kç1

provient de S, on a p*(ci(<?) - fc^(Kc))2 = 0, d'où g^(£) =
2g^(ci(£)f*Ci(Kc)). On trouve alors

ci(fi^)=^(cK^)-4c2(^)).

D'autre part on a ci(5((^)) = 0 et C2(5((<?)) = C2(f(g)<?*) = 4c2(<?)-c^(<f),
d'où

Cl(fi^[(f))=^(^(f)-4C2(f)).

On en déduit l'égalité c*K^ = c*£;"4 dans Pic(5) (g) Q. On conclut
facilement qu'on a K^ = £^4 (par exemple en prenant S et S comme
dans la démonstration de 1.9). Q

3.5. Exemples.
1) Pour g = 2, J\T s'identifie à P3 par l'isomorphisme 5; on a alors

C = Op3(l) et Kj^ = Op3(-4).
2) Lorsque C est non hyperelliptique de genre 3, 6 définit un isomor-

phisme de AT sur une hypersurface quartique H de P7 [N-R2]. On a bien
Kj^f = Ojï(—4) == £~4. Rappelons (loc. cit.) que la variété de Kummer
K C P7 est alors le lieu singulier de H, de sorte que si h désigne une
équation de H^ la variété K est définie ensemblistement par les équations
cubiques h'^ = 0 (0 < i < 7).

3) Lorsque C est hyperelliptique de genre 3, 6 définit un morphisme
de degré 2 sur une quadrique lisse Q de P7 ([vG] et (4.1) ci-dessous). La
formule K^- = £~4 = ^*(JCç(2)) montre que le lieu de ramification de ë
dans Q est la trace sur Q d'une hypersurface H de degré 4. La variété de
Kummer K C P7 est alors le lieu singulier de Q H H ; en notant q et h
des équations de Q et H respectivement, on en déduit que K est définie
ensemblistement par l'annulation de ç, h et des mineurs de degré quatre
9x^x, - ̂ 'x^'x^ P0^ 0 < î < j < 7.
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4. Structure de 6
Nous allons maintenant démontrer le THÉORÈME 2.

4.1. — Le cas hyperelliptique est une conséquence directe des résultats
de [D-R] et [vG]. Soit i Pinvolution de ./V déduite de l'involution hyper-
elliptique. Desale et Ramanan décrivent Af/i comme une sous-variété de
la grassmannienne G des sous-espaces isotropes maximaux dans C29^2

(muni de la forme quadratique standard) ; Van Geemen construit, à Paide
de la représentation spinorielle de Spin(2g -h 2,C), un plongement de G
dans |20|, qui induit sur J\f - Afs le plongement de Kummer (observons
que Af - Ms est contenu dans le lieu fixe de i). Avec les notations de
(2.4), on a donc un morphisme g : J\f —> |2Q|, tel que g o j = ëj, et
qui définit un plongement de Af/t dans |20[. On a alors nécessairement
^*0(1) = £; comme f : H°(Af,C) -^ H°(J,Oj(2Q)) est bijectif, on
déduit de g o j = 6 o j qu'on a g = ë^ d'où le théorème dans ce cas.

Pour traiter le cas non hyperelliptique, nous utiliserons le lemme
suivant.

4.2. LEMME. — Soient E un fibre de J\f et p un point de C, tels que
h°(E(p)) = 2; soit (s,t) une base de H°(C,E(p)). Notons d'autre part ip
le plongement de C dans J défini par ip(x) = Oc(x —p). Pour que ip(C)
ne soit pas contenu dans le support de ë(E), il faut et il suffit qu'on ait
s A 17^ 0; on a alors i*6(E) •==• div(.s A t).

Une fois encore Renoncé est facile ensemblistement : pour qu'un point
x de C appartienne au support de i^6(E), il faut et il suffit qu'on ait
h°(E(x — p)) > 1, ou encore, par Riemann-Roch, h°(E(p — x)) > 1; cela
signifie qu'il existe des scalaires a, f3 tels que as(x) + f3t(x) = 0, autrement
dit que s A t s'annule en x.

Pour tenir compte des multiplicités, il nous faut calculer le diviseur
i^SÇE) lorsque ip(C) </L Supp6(J^). Soit V un fibre de Poincaré sur C x J ,
et soit Pp son image réciproque sur C x C par le morphisme (lc,î'p).
Notons / et g les deux projections de C x C sur (7; pour toute résolution
localement libre

0 — Li-^Lo — R^^rE^P?1) — 0,

on a i^SÇE) = div(detn).
Par définition le fibre Pp vérifie Pp\^ r . = Oc(x — p) pour tout

x € C. Comme deiu ne change pas si l'on remplace Pp par Pp (g) ^*M,
avec M ç. Pic((7), on peut prendre Pp = 0(D — /*[?]), où D désigne la
diagonale de C x C. Notons d l'injection canonique de D dans C x (7, et
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considérons la suite exacte sur C x C

0 — rE(p) 0 0(-D) — rE(p) — d^E(p) -^ 0;

par application de jR<^, on en déduit une suite exacte

0 -^ H°{C,E(p)) (^c Oc^E(p) -^ R^^rE^P^) -^ 0,

où v est l'homomorphisme canonique. On a par suite

îy{E) = div(det v) = div(5 A t). D

Comme la variété intègre A est l'image inverse d'un hyperplan par 6,
il suffit pour démontrer le THÉORÈME 2b de prouver que la restriction
de ë à A est génériquement injective. Nous allons démontrer un énoncé
un peu plus précis. Notons Ao l'ouvert de A formé des fibres E tels que
h°(E) = 1 et h°(E(-x)) == 0 pour tout x ç C.

4.3. PROPOSITION. — La restriction de 6 à Ao est injective.
Soient E un fibre de Ao, et s une section non nulle de E. La suite

exacte
0—^Oc-^E-^Kc—^0 -

fournit une classe d'extension e ç. H^'ÇC^Kç1). Soit p un point de C. Le
diagramme

s As
0 ————> Oc ————> E ————> Kc ————> 0

S S

0 ———— Oc(p) ———— E(p) ———— Kc(p) ———— 0

donne lieu en cohomologie à un diagramme commutatif

H°(C,Kc) -^ H\C,Oc)

a /3

H°{C,E(p)) ———— H°{C,Kc(p)) -^ H^CWp)},

où (^(e) et <^p(e) sont les homomorphismes de cup-produit avec e. Dans
ce diagramme a est bijectif, ^(e) est bijectif puisque h°(E) = 1, et
y?(e) o a~1 applique le noyau de y?p(e) sur celui de /3. Or l'hypothèse
h°(E(-p)) = 0 entraîne, par Riemann-Roch, h°(E(p)) = 2; si donc t est
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un élément de H°(C,E{p)) non proportionnel à s, le noyau de ^pp(e) est
engendré par s A t. Traduisons cela en termes de l'application linéaire
projective (p{é) : \Kc\ -> PÇH^C.Oc)) déduite de y(e). Identifions
P{H^(Ç,Oc)) à \Kc\^ par dualité; le noyau de /? correspond alors à
l'image de p par l'application canonique k : C —> \Kc\*. D'autre part,
d'après le LEMME 4.2, le diviseur de la forme a~1 (s A t) est i^SÇE) - 2p.
On obtient finalement

^e)-l(k(p))=^;6(E)-<2p.

Soit alors F un fibre de Ao tel que S(F) = 6(E), et soit / e H^{C, Kç1)
la classe d'extension correspondante. Il résulte de la formule précédente
que (^(e)"1 et f>(f)~1 coïncident sur k(Ç), donc sur |Ac|*. Il existe
par suite A ç C* tel qu'on ait (p(f) = Ày?(e). Or ^ est injective : cela
résulte par dualité du théorème de Noether, qui affirme que la flèche
naturelle S^H^^C.Kc) -> H°(C,K^) est surjective (lorsque C n'est pas
hyperelliptique!). On a donc / = Ae, et F est isomorphe à E. []

4.4. Remarques.
1) On a établi en passant que Ao est isomorphe à l'ouvert de

PÇ^ÇC.Kç1)) formé des classes e telles que y?(e) soit inversible (ce qui
montre au passage que Ao n'est pas vide). En particulier la variété A est
rationnelle (on ignore si J\f est rationnelle).

2) II est facile, avec les mêmes méthodes, de trouver un ouvert Ai de
A, plus grand que Ao, sur lequel 6 est encore injective. Par contre je ne
sais pas construire directement un ouvert de AT sur lequel 6 soit injective
(resp. une immersion).
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