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1. ENONCE DU PROBLEME. 

Le probl~me dont je veux parler est souvent appel~ le probl~me 

de L~ro~h. Ii peut s'exprimer en termes alg~briques (rappelons 

qu'une extension de C est dite pure si elle est C-isomorphe au 

corps des fractions rationnelles sur C en un hombre fini d'ind~- 

termin~es) : 

Toute sous-extension d'une extension pure de C est-elle pure ? 

Ce probl~me est en fair de nature g~om~trique. Introduisons 

deux d~finitions : 

D~finition : Soit X une vari6t6 al~6brique complexe irr6ductible. 

a) On dit que X est unirationnelle s'il existe une application 

rationnelle dominante (c'est-a-dire ~n6riquement sur~ective) 

f :  ~n__ ~ X. 

b) On d i t  que X es___~t r a t i o n n e l l e  s ' i l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  b i r a  

t i o n n e l l e  f : ~ n _ _ 4  X . 

P u i s q u e  t o u t e  e x t e n s i o n  de t y p e  f i n i  de ~ e s t  l e  c o r p s  d e s  

f o n c t i o n s  d ' u n e  v a r i 6 t ~  a l g 6 b r i q u e ~  l e  p r o b l ~ m e  de L f l r o t h  admet  l a  

f o r m u l a t i o n  g ~ o m ~ t r i q u e  s u i v a n t e  : 

T o u t e  v a r i ~ t ~  u n i r a t i o n n e l l e  e s t - e l l e  r a t i o n n e l l e  ? 

Remarques : l) II est facile de voir que la restriction d'une 

application dominante f: F n--Ax ~ une sous-vari~t~ lin~aire g6n~- 

rale de pn , de dimension au moins 6gale ~ celle de X~ est encore 

dominante. Dans la d6finition a)~ on peut donc supposer n= dim (X), 

ce que nous ferons d~sormais. 
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2) I 1  e s t  c l a i r  que  l e  p r o b l ~ m e  ne  d~pend  que  de l a  

c l a s s e  d ' ~ q u i v a l e n c e  b i r a t i o n n e l l e  de l a  v a r i ~ t ~  c o n s i d ~ r ~ e  : n o u s  

s u p p o s e r o n s  donc d ~ s o r m a i s  que  c e l l e - c i  e s t  l i s s e .  

2. LE PROBLEME DE L~ROTH EN DIMENSION UN ET DEUX. 

L ~ r o t h  a r ~ s o l u  a f f i r m a t i v e m e n t  l e  p r o b l e m e  en d i m e n s i o n  un  : 

t o u t e  c o u r b e  u n i r a t i o n n e l l e  e s t  r a t i o n n e l l e  I L l .  Sa d ~ m o n s t r a t i o n  

e s t  a l g ~ b r i q u e  ( a l o r s  q u ' i l  donne  l ' ~ n o n c ~  s o u s  f o r m e  g ~ o m ~ t r i q u e ) .  

La d ~ m o n s t r a t i o n  g ~ o m ~ t r i q u e  e s t  t r ~ s  f a c i l e  : s o i t  C u n e  c o u r b e  

u n i r a t i o n n e l l e ~  de s o r t e  q u ' i l  e x i s t e  une  a p p l i c a t i o n  f : ~ 1 - * C .  

L ' e s p a c e  H ° ( C ~  C) e s t  n u l  : en e f f e t ,  s i  ~ e s t  u n e  f o r m e  h o l o m o r p h e  
J 

s u r  C~ l a  f o r m e  h o l o m o r p h e  f ~ s u r  e s t  n u l l e ~  donc  ~ = 0 .  Or t o u t e  

c o u r b e  de g e n r e  n u l  e s t  i s o m o r p h e  ~ ~ 1  ~ d ' o u  l e  r ~ s u l t a t .  

Le p r o b l ~ m e  d e v i e n t  b e a u c o u p  p l u s  d i f f i c i l e  en  d i m e n s i o n  d e u x .  

I1  a ~ t~  r ~ s o l u  p a r  C a s t e l n u o v o  en  1894 [C]  ~ ce r ~ s u l t a t  c o n s t i t u e  

l ' u n  d e s  p r e m i e r s  s u c c ~ s  de l a  g ~ o m ~ t r i e  b i r a t i o n n e l l e  i t a l i e n n e .  

S o i e n t  S u n e  s u r f a c e  l i s s e  u n i r a t i o n n e l l e ~  e t  f : ~ - - ~ S  u n e  a p p l i c a -  

t i o n  d o m i n a n t e .  On m o n t r e  comme p l u s  h a u t  q u ' o n  a 

H ° ( S , ~ )  = H ° ( S , ~ ) =  0 ( n o t e r  que  f e s t  d 6 f i n i  en d e h o r s  d ' u n  nombr e  

f i n i  de p o i n t s ~  ce  q u i  p e r m e t  de d 6 f i n i r  l ' i m a g e  i n v e r s e  p a r  f d ' u n e  

h o l o m o r p h e )  ~ p l u s  g 6 n 6 r a l e m e n t ,  on a H ° ( S , ~ )  ® k ) -  = 0 p o u r  f o r m e  

t o u t  k .  I 1  r e s t e  ~ m o n t r e r  que  c e t t e  p r o p r i 6 t 6  e n t r a ~ n e  que  S e s t  

r a t i o n n e l l e ~  e t  c ' e s t  l a  l e  r 6 s u l t a t  e s s e n t i e l  de C a s t e l n u o v o  : 

: T o u t e  s u r f a c e  l i s s e  S t e l l e  que  H O ( s , ~ ) I  = H O ( s , ( ~ ) @ 2 ) 2  = Th6or~me 0 

e s t  r a t i o n n e l l e .  

3. LE PROBLEME DE LUROTH EN DII~ENSION TROIS. 

Le p r o b l ~ m e  s e  t r o u v a i t  d e s  l o r s  p o s ~  en  d i m e n s i o n  3 ~ Fax  N ~ t h e r  

a v a i t  d t a i l l e u r s  d ~ j ~  o b s e r v ~  que  l t h y p e r s u r f a c e  c u b i q u e  d a n s  ~ 4  e s t  

u n i r a t i o n n e l l e ~  e t  p o s ~  l a  q u e s t i o n  de s a  r a t i o n a l i t Y .  Mais  cWes t  

s u r t o u t  l e  nom du m a t h ~ m a t i c i e n  i t a l i e n  G. Fano  q u i  r e s t e  a t t a c h ~  

au p r o b l ~ m e  de L ~ r o t h  en  d i m e n s i o n  3. D~s 1908 ,  F a n o  VVprouve" l ' i r r a  - 

t i o n a l i t ~  de l a  q u a r t i q u e  de ~ 4  e t  de l ' i n t e r s e c t i o n  c o m p l e t e  d~une  

q u a d r i q u e  e t  d ' u n e  c u b i q u e  d a n s  p 5  [ F 1 J .  En 1912~ E n r i q u e s  d ~ m o n t r e  

que  c e t t e  d e r n i ~ r e  v a r i ~ t ~  e s t  u n i r a t i o n n e l l e  EEJ,  f o u r n i s s a n t  a i n s i  

en  p r i n c i p e  un  c o n t r e - e x e m p l e  au p r o b l ~ m e  de L ~ r o t h .  M a l h e u r e u s e m e n t  
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l ' a r g u m e n t  de F a n o  s e  h e u r t e  ~ d e s  q u e s t i o n s  d ~ l i c a t e s  s u r  l e s  p o i n t s -  

b a s e  d e s  s y s t ~ m e s  l i n ~ a i r e s ~  a u x q u e l l e s  l e s  t e c h n i q u e s  de l ' ~ p o q u e  

ne p e r m e t t e n t  p a s  de r ~ p o n d r e  r i g o u r e u s e m e n t  ~ Fano  d o l t  f a i r e  

( i m p l i c i t e m e n t )  d e s  h y p o t h e s e s  de p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e ~  q u i  n o u s  

p a r a i s s e n t  a u j o u r d ' h u i  i n j u s t i f i a b l e s .  Fano  donne  en  1915 u n e  a u t r e  

I I d ~ m o n s t r a t i o n "  [ F 2 ] ~  m a i s  q u i  n ' ~ c h a p p e  p a s  aux  m~mes c r i t i q u e s .  

Dans  l e s  a n n ~ e s  q u i  s u i v e n t ,  F a n o  ~ t u d i e  l o n g u e m e n t  l e s  v a r i ~ t ~ s  de 

d i m e n s i o n  ~ p l o n g ~ e s  d a n s  ~ n  p a r  l e u r  s y s t ~ m e  a n t i c a n o n i q u e  ( l e s  deux  

v a r i ~ t ~ s  c i t i e s  p l u s  h a u t  en  c o n s t i t u e n t  l e s  p r e m i e r s  e x e m p l e s ) .  

En 1947 ,  i l  p r e t e n d  d ~ m o n t r e r  que  t r o i s  a u t r e s  t y p e s  de c e t t e  s ~ r i e  

s o n t  i r r a t i o n n e l s  I F 4 ]  ~ c e r t a i n e s  de c e s  v a r i ~ t ~ s  ~ t a n t  b i r a t i o n n e l -  

l e m e n t  ~ q u i v a l e n t e s  ~ une  h y p e r s u r f a c e  c u b i q u e  de s n  ~ i l  r ~ p o n d r a i t  

a i n s i  £ l a  q u e s t i o n  de N ~ t h e r  - m a l h e u r e u s e m e n t  l a  d ~ m o n s t r a t i o n  

n ' e s t  p a s  p l u s  r i g o u r e u s e  que  l e s  p r ~ c ~ d e n t e s .  

I 1  s e m b l e  que  l e s  r ~ s u l t a t s  de Fano  a i e n t  ~ t~  l a r g e m e n t  a c c e p t ~ s  

p a r  s e s  c o n t e m p o r a i n s  ( c f .  p a r  e x e m p l e  EG] ) .  Des r ~ s e r v e s  s o n t  a p p a -  

r u e s  p l u s  t a r d  : un  e x p o s ~  c r i t i q u e  d e s  t r a v a u x  de Fano  s e  t r o u v e  

d a n s  l e  l i v r e  de R o t h  [ R ] .  R o t h  c o n c l u t  q u ' a u c u n e  d e s  d ~ m o n s t r a t i o n s  

de Fano  n ' e s t  ~ l ' a b r i  de l a  c r i t i q u e .  I 1  p o u r s u i t  en e x h i b a n t ,  

s o n  t o u r , u n  c o n t r e - e x e m p l e  " r i g o u r e u x "  au p r o b l ~ m e  de L ~ r o t h  : i l  

s ' a g i t  du " s o l i d e  d ' E n r i q u e s " ,  o b t e n u  en  n o r m a l i s a n t  u n e  s e x t i q u e  

d a n s  ~ n  a s t r e i n t e  ~ p a s s e r  d o u b l e m e n t  p a r  6 p l a n s ,  i n t e r s e c t i o n s  

deux  ~ deux  de 4 h y p e r p l a n s  en  p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e .  R o t h  d ~ m o n t r e  que  

c e t t e  v a r i ~ t ~  e s t  u n i r a t i o n n e l l e ,  p u i s  que  s o n  g r o u p e  de P i c a r d  admet  

un ~ l ~ m e n t  de t o r s i o n ~  ou ,  ce q u i  r e v i e n t  au m~me~ q u ' e l l e  n ' e s t  p a s  

s i m p l e m e n t  c o n n e x e .  P u i s q u e  l e  ~1 e s t  un i n v a r i a n t  b i r a t i o n n e l ,  une  

t e l l e  v a r i ~ t ~  e s t  c e r t a i n e m e n t  i r r a t i o n n e l l e .  M a l h e u r e u s e m e n t  

( p o u r  R o t h ) ,  S e r r e  d ~ m o n t r a i t  q u e l q u e s  a n n ~ e s  p l u s  t a r d  q u ' u n e  

v a r i ~ t ~  u n i r a t i o n n e l l e  e s t  t o u j o u r s  s i m p l e m e n t  c o n n e x e  [ S e ]  ! 

L ' e r r e u r  de R o t h  p r o v i e n t  de ce que  l e  s o l i d e  d ' E n r i q u e s  p o s s ~ d e  

d e s  s i n g u l a r i t ~ s  i s o l ~ e s  en d e h o r s  d e s  6 p l a n s  d o u b l e s  [Ty~ . 

I1  a en f a i r  f a l l u  a t t e n d r e  1970 p o u r  que  l e  p r o b l e m e  de L U r o t h  

s o i t  r ~ s o l u ~  e t  ce p a r  3 p a i r e s  de m a t h ~ m a t i c i e n s ~  s c h ~ m a t i s 6 s  d a n s  

l e  d i a g r a m m e  s u i v a n t  : 



19 

a u t e u r s  

C l e m e n s - G r i f f i t h s  

I s k o v s k i k h - M a n i n  

h r t i n - M u m f o r d  

e x e m p l e  

c u b i q u e  d a n s  ~ 4  

q u a r t i q u e  d a n s  F 4 

s p 6 c i a l  ( c f .  § 9) 

m6 thode  

j a c o b i e n n e  i n t e r m 6 d i a i r e  

a u t o m o r p h i s m e s  b i r a t i o n n e l s  

t o r s i o n  de H 3 ( X , ~ )  

Le p r o b l ~ m e  de LUro th  e s t  c e p e n d a n t  l o i n  d ' e t r e  e n t i ~ r e m e n t  r 6 s o l u .  

En e f f e t ,  l e  d i a g r a m m e  c i - d e s s u s  m o n t r e  que  d e s  v a r i 6 t 6 s  d ' u n  t y p e  

e x t r ~ m e m e n t  s i m p l e  ( h y p e r s u r f a c e s  de b a s  d e g r 6  d a n s  ~ 4 )  s o n t  u n i r a -  

t i o n n e l l e s  e t  non r a t i o n n e l l e s .  D~s l o r s ,  l a  q u e s t i o n  s e  p o s e  de d i s -  

p o s e r  de c r i t ~ r e s  p e r m e t t a n t  d ' a f f i r m e r  q u ' u n e  v a r i ~ t ~  donn6e  e s t  ou 

n ' e s t  p a s  r a t i o n n e l l e .  Le b u t  de c e t  e x p o s 6  e s t  de m o n t r e r  que  l e s  

m 6 t h o d e s  I e t  2 p e r m e t t e n t  d a n s  une  c e r t a i n e  m e s u r e  de r 6 p o n d r e  

c e t t e  q u e s t i o n  en d i m e n s i o n  3. Le p r o b l ~ m e  e s t  p a r  c o n t r e  e n t i ~ r e m e n t  

o u v e r t  en  d i m e n s i o n  ~ 4 ( c f .  § 10 ) .  

4. LES CANDIDATS. 

I1  s ' a g i t  i c i  de d 6 c r i r e  une  c l a s s e  a s s e z  g 6 n 6 r a l e  de v a r i 6 t 6 s  

l i s s e s  X pa rmi  l e s q u e l l e s  f i g u r e n t  d ' 6 v e n t u e l s  c o n t r e - e x e m p l e s .  Une 

c o n d i t i o n  n 6 c e s s a i r e ,  d ' a p r ~ s  ce q u i  p r 6 c ~ d e  (§ 2 ) , e s t  que  t o u s l e s  

e s p a c e s  de t e n s e u r s  c o n t r a v a r i a n t s  h o l o m o r p h e s  s o i e n t  n u l s ,  c ' e s t - ~ -  

dire 

H°(X,(~) ®k) = 0 pour t o u t  k~ 1 

Cette condition d6crit une classe int6ressante de vari6t6s, mais 

certainement trop large pour qu'on puisse esp6rer une classification. 

I1 est raisonnable, pour simplifier, d'ajouter la condition b2= 1 

(6quivalente ~ Pic(X)= ~) . On obtient alors les vari6t6s de Fano de 

premiere esp~ce, qui ont 6t6 classifi~es par Iskovskikh ~I 1,2]. Pour 

6noncer ses r6sultats~ notons H X le g6n6rateur ample de Pic(X) ; on 

a K X= -rH X ~ o~ rest un entier >0 qu'on appelle l'indice de X. On 

a alors 
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Th6orbme 

( i )  

: S o i t  X une  v a r i 6 t 6  de Fano de p r e m i b r e  e s p ~ c e ,  d ' i n d i c e  r .  

On a r ~ 4  ; s i r  = 4 ( r e s p .  r = 5)~ X e s t  i s o m o r ~ h e  a ~ 3  

( r e s p .  ~ une  q u a d r i q u e  l i s s e  de ~ 4  ) .  

( i i )  S_~i r = 2~ X e s t  i s o m o r p h e  ~ l ' u n e  de s  v a r i 6 t 6 s  l i s s e s  s u i v a n t e s  : 

( i i i )  

(A 1) h ~ p e r s u r f a c e  de d e s r 6  6 d a n s  l ' e s p a c e  p r o ~ e c t i f  q u a s i - h o m o ~ n e  

~ ( 1 ~ 1 ~ 1 ~ 2 ~ 3 )  

(A 2) r e v ~ t e m e n t  d o u b l e  de ~ $  r a m i f i 6  l e  l o n ~  d ' u n e  q u a r t i q u e  ; 

(A 3) c u b i q u e  d a n s  ~ 4  ; 

(A 4)  i n t e r s e c t i o n  de deux q u a d r i q u e s  d a n s  ~ 5  ; 

(A 5)  s e c t i o n  l i n 6 a i r e  ( d a n s  l e  p l o n ~ e m e n t  de P l f l c k e r )  de l a  

~ r a s s m a n n i e n n e  G ( 2 , 5 )  . 

S i r  = 1, X e s t  i s o m o r p h e  ~ l ' u n e  de s  v a r i 6 t 6 s  l i s s e s  s u i v a n t e s  : 

(B 2) 

(B 4 ) 

(B 6 ) 

(B 8 ) 

( B I o )  

(B14)  

(B d) 

r e v ~ t e m e n t  d o u b l e  de p 3  r a m i f i ~  l e  l o n ~  d ' u n e  s e x t i ~ u e  

q u a r t i q u e  d a n s  ~ 4  

r e v ~ t e m e n t  d o u b l e  d ' u n e  q u a d r i q u e  Q d_~e ~ 4  ~ r a m i f i 6  l e  l o n ~  

d ' u n  d i v i s e u r  d6coup6  s u r  Q p a r  une  q u a r t i q u e  de p 4  

i n t e r s e c t i o n  d ' u n e  q u a d r i q u e  e t  d ' u n e  c u b i q u e  d a n s  p 5  

i n t e r s e c t i o n  de t r o i s  q u a d r i q u e s  d a n s  ~ 6  

s e c t i o n  q u a d r a t i ~ u e  de G ( 2 t 5 )  ; 

s e c t i o n  l i n ~ a i r e  de G(2~6)  ; 

( d =  1 2 , 1 6 ~ 1 8 ~ 2 2 )  une  v a r i ~ t 6  de d e s r ~  d d a n s  ~ d / 2 + 2  

Les  r ~ s u l t a t s  p o s i t i f s  s u r  l a  r a t i o n a l i t ~  ou l ' u n i r a t i o n a l i t ~  

de c e s  v a r i 6 t 6 s  s o n t  c l a s s i q u e s  ~ i l s  s o n t  e s s e n t i e l l e m e n t  dus  ~ Fano  : 

P r o p o s i t i o n  : T o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  de Fano  de l ~ r e  e s p ~ c e  s o n t  u n i r a -  

t i o n n e l l e s  s a u l  ( p e u t - ~ t r e )  l e s  t ~ p e s  A1, B 2 e t  B 4 .  

Les  v a r i ~ t ~ s  de t ~ p e  A4~ A 5 ; B12 ~ B16 ~ B18 s o n t  r a t i o n n e l l e s .  

C e r t a i n e s  q u a r t i q u e s  s o n t  u n i r a t i o n n e l l e s  [ S g ]  ~ on i g n o r e  t o u t  

q u a n t  ~ l ' u n i r a t i o n a l i t ~  de l a  q u a r t i q u e  g 6 n 6 r i q u e ,  a i n s i  que d e s  

v a r i 6 t ~ s  de t y p e  A 1 e t  B 2 .  C e r t a i n e s  v a r i ~ t 6 s  de t y p e  B22 s o n t  r a t i o n -  

n e l l e s  ~ I s k o v s k i k h  a f f i r m e  q u ' e l l e s  l e  s o n t  t o u t e s ~  m a i s  s a  d ~ m o n s t r a -  

t i o n  e s t  i n c o m p l e t e .  

Ces  r ~ s u l t a t s  se  d ~ m o n t r e n t  p a r  d e s  m ~ t h o d e s  p r o j e c t i v e s  c l a s s i -  

q u e s  : p a r  exemple~  s o i t  X une  i n t e r s e c t i o n  de deux q u a d r i q u e s  d a n s  

p 5  ( t y p e  A 4)  ~ l a  p r o j e c t i o n  d e p u i s  une  d r o i t e  c o n t e n u e  d a n s  X 
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d ~ f i n i t  une a p p l i c a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  de X dans  ]p3 . Nous v e r r o n s  p l u s  

l o i n  (§ 6) une d ~ m o n s t r a t i o n  de l ' u n i r a t i o n a l i t ~  des  t y p e s  A~ e t  B 8 • 

5. LA JACOBIENNE INTERMEDIAIRE. 

L'outil utilis~ par Clemens-Griffiths [C-G] est la jacobienne 

interm~diaire. Je me bornerai ~ la d~finir dans un cas ires particulier, 

celui d'une vari~t~ X de dimension 5 (lisse~ projective) v~rifiant 

H°(X~) = O. Dans ce cas la d~composition de Hodge de H 3 ( X , [ )  s '  ~ c r i t  

s i m p l e m e n t  

H3(X,[) = H2',I~HI' 2 , 

o~ H 2 ' 1  e t  H 1~2 s o n t  deux s o u s - e s p a c e s  c o m p l e x e s  c o n j u g u ~ s  de H3(X~C) 

(on c o n s i d ~ r e  H 3 ( X , [ )  comme l e  c o m p l e x i f i ~  de H 3 ( X , ~ )  , ce  qui  l e  m u n i t  

d ' u n e  c o n j u g a i s o n  c o m p l e x e ) .  C e t t e  p r o p r i ~ t ~  de c o n j u g a i s o n  e n t r a ~ n e  

que l a  p r o j e c t i o n  de H3(X~Z) dans  H 1~2 e s t  un r6seau~  de s o r t e  que l e  

q u o t i e n t  H 1 ~ 2 / H 3 ( X ~ )  e s t  un t o r e  complexe  J ( X ) ,  a p p e l ~  ~ a c o b i e n n e  

i n t e r m ~ d i a i r e  de X. De p lus~  la  forme ( a , ~ ) ~ - 2 i  ~ ~ A ~  s u r  H 1 ' 2  
X 

p o s s e d e  l e s  p r o p r i ~ t ~ s  s u i v a n t e s  : 

c ' e s t  une ~ r m e  h e r m i t i e n n e  p o s i t i v e  s ~ p a r a n t e  s u r  H 1~2 • 

sa  p a r t i e  i m a g i n a i r e  i n d u i t  s u r  H 3 ( X ~ )  l e  c u p - p r o d u i t ~  c ' e s t - ~ - d i r e  

une forme a l t e r n ~ e  u n i m o d u l a i r e  (~ v a l e u r s  e n t i e r e s ) .  

E l l e  d ~ f i n i t  p a r  c o n s e q u e n t  s u r  J (X)  une p o l a r i s a t i o n  p r i n c i p a l e ~  

a u t r e m e n t  d i t  un d i v i s e u r  t h ~ t a ,  b i e n  d ~ f i n i  ~ t r a n s l a t i o n  p r o s  ( c f .  

pa r  exemple  EM1J). La j a c o b i e n n e  i n t e r m ~ d i a i r e  e s t  donc dans  ce  c a s  

une v a r i ~ t ~  a b ~ l i e n n e  p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s ~ e ~  e t  c ' e s t  t o u j o u r s  a i n s i  

que nous  l a  c o n s i d e r e r o n s .  

La construction pr~c~dente est strictement parall~ie a celle de 

la jacobienne d'une courbe ~ de fait la jacobienne interm~diaire joue~ 

pour les vari~t~s qui nous occupent~ le m~me r$1e fondamental que la 

jacobienne pour les courbes. Je me contenterai de mentionner ici d'une 

part qu'elle intervient dans l'~tude des cycles de dimension un sur X~ 

et d'autre part qu'on peut esp~rer qu'elle d~termine la vari~t~ X 

(probl~me de Torelli). Hais son importance dans les questions de ra- 

tionalit~ vient du r~sultat suivant (EC-GJI cor. 3.26) : 
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P r o p o s i t i o n  : Si  l a  v a r i ~ t b  X e s t  r a t i o n n e l l e ,  J ( X )  e s t  i s o m o r p h e  

une  O a c o b i e n n e  ou un  p r o d u i t  de j a c o b i e n n e s .  

P a r  j a c o b i e n n e  on e n t e n d  l a  j a c o b i e n n e  d ' u n e  c o u r b e  ~ d ' a u t r e  

p a r t  i l  s ' a g i t  b i e n  s S r  d ' u n  i s o m o r p h i s m e  de v a r i ~ t ~ s  a b ~ l i e n n e s  p o l a -  

r i s ~ e s .  

E s ~ u i s s e  de d ~ m o n s t r a t i o n  : On v ~ r i f i e  d ' a b o r d ~  p a r  un  c a l c u l  c o h o m o -  

l o g i q u e  f a c i l e ,  que  l o r s q u ' o n  ~ c l a t e  u n e  c o u r b e  l i s s e  B d~ns  X~ l a  

j a c o b i e n n e  i n t e r m ~ d i a i r e  de l a  v a r i ~ t ~  ~ c l a t ~ e  e s t  l e  p r o d u i t  de J ( X )  

e t  de J ( B ) .  Si X e s t  r a t i o n n e l l e ,  i l  e x i s t e  d ' a p r ~ s  H i r o n a k a  un  d i a g r a m m e  

R 

IP 3 --~ X 

ou ~ e s t  compos~  d ' u n  nom bre  f i n i  d ' ~ c l a t e m e n t s  de p o i n t s  ou de c o u r b e s  

l i s s e s ,  e t  ou ~ e s t  un  m o r p h i s m e  b i r a t i o n n e l .  D ' a p r e s  ce q n i  p r ~ c ~ d e ~  

J ( R )  e s t  un  p r o d u i t  de j a c o b i e n n e s ,  e t  J ( X )  en  e s t  un  f a c t e u r  d i r e c t .  

Or u n e  v a r i ~ t ~  a b ~ l i e n n e  p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s ~ e  s e  d ~ c o m p o s e  d__~e 

m a n i ~ r e  u n i q u e  en  p r o d u i t  de f a c t e u r s  i r r ~ d u c t i b l e s ~  c e s  f a c t e u r s  

c o r r e s p o n d a n t  aux  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  du d i v i s e u r  t h ~ t a .  La 

p r o p o s i t i o n  r ~ s u l t e  a l o r s  de ce  que  l e s  j a c o b i e n n e s  s o n t  i r r ~ d u c t i b l e s  

( l e u r  d i v i s e u r  t h ~ t a  e s t  i r r ~ d u c t i b l e  p a r  l e  t h ~ o r ~ m e  de R i e m a n n ) .  

Le p r o b l e m e  de L f f ro t h  r e j o i n t  a i n s i  un  a u t r e  p r o b l e m e  c l a s s i q u e ~  

l e  p r o b l ~ m e  de S c h o t t k $  : d ~ t e r m i n e r ,  p a r m i  r o u t e s  l e s  v a r i ~ t ~ s  a b ~ -  

l i e n n e s  p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s ~ e s ,  c e l l e s  q u i  s o n t  d e s  j a c o b i e n n e s .  
1 

N o t o n s  que  l e s  p r e m i e r e s  d ~ p e n d e n t  de ~ g ( g + l ) - m o d u l e s  e t  l e s  s e c o n d e s  

de 3g-3~ de s o r t e  que  l e  p r o b l ~ m e  e s t  ( h a u t e m e n t  ! )  non  t r i v i a l  d e s  

que  g ~ 4  . Pa rmi  l e s  p r o p r i ~ t ~ s  g ~ o m ~ t r i q u e s  d e s  j a c o b i e n n e s ,  une  c o n -  

s ~ q u e n c e  f a c i l e  du t h ~ o r ~ m e  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de R ie mann  f o u r n i t  un  

c r i t ~ r e  commode : 

l e  l i e u  s i n s u l i e r  du d i v i s e u r  ~ d ' u n e  ~ a c o b i e n n e  e s t  de c o d i m e n s i o n  

4 d a n s  l a  j a c o b i e n n e .  
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h n d r e o t t i  e t  M a y e r  o n t  p r o u v 6  que  c e t t e  p r o p r i S t $  n ' e s t  p a s  t r ~ s  

l o i n  de c a r a c t $ r i s e r  l e s  j a c o b i e n n e s ,  c f .  [ A - M ] .  

On n o t e r a  q u ' u n  p r o d u i t  de v a r i 6 t ~ s  a b ~ l i e n n e s  a un  d i v i s e u r  

r 6 d u c t i b l e ,  q u i  a d o n c  un  l i e u  s i n g u l i e r  de c o d i m e n s i o n  2.  P o u r  p r o u -  

v e t  que  l a  v a r i b t 6  X n ' e s t  p a s  r a t i o n n e l l e ,  on c h e r c h e r a  d o n c  a m o n t r e r  

que  l e  d i v i s e u r  ~ de J ( X )  e s t  peu  s i n g u l i e r .  I 1  f a u t  p o u r  c e l a  d i s -  

p o s e r  d ' u n e  d e s c r i p t i o n  d b o m 6 t r i q u e  de J ( X ) .  On e s t  l o i n  de s a v o i r  

r 6 p o n d r e  ~ c e t t e  q u e s t i o n  en  g $ n 6 r a l ,  ne  s e r a i t - c e  q u e  p o u r  l e s  v a r i 6 -  

t 6 s  de F a n o .  Nous  a l l o n s  d ~ c r i r e  m a i n t e n a n t  u n e  c l a s s e  de v a r i 6 t 6 s  p o u r  

l e s q u e l l e s  u n e  t e l l e  d e s c r i p t i o n  e x i s t e .  

t 

6 .  FIBRES EN CONIQUES. 

D ~ f i n i t i o n  : On d i t  que  l a  v a r i ~ t ~  X e s t  f l b r ~ e  en c o n i q u e s  s ' i l  

e x i s t e  u n e  s u r f a c e  r a t i o n n e l l e  S e t  un m o r p h i s m e  f : X ~ S  d o n t  l e s  

f i b r e s  s o n t  d e s  c o n i ~ u e s  ( ~ v e n t u e l l e m e n t  d ~ n ~ r ~ e s ) .  

I 1  e s t  f a c i l e  de v o i r  que  r o u t e  v a r i ~ t ~  a d m e t t a n t  u n e  a p p l i c a -  

t i o n  r a t i o n n e l l e  s u r  F 2 d o n t  l a  f i b r e  g ~ n ~ r i q u e  e s t  u n e  c o u r b e  r a -  

t i o n n e l l e  ( o u ,  en  l a n g a g e  c l a s s i q u e ,  u n e  c o n g r u e n c e  r a t i o n n e l l e  du 

l e t  o r d r e  de c o u r b e s  r a t i o n n e l l e s )  e s t  b i r a t i o n n e l l e m e n t  ~ q u i v a l e n t e  

un  f i b r ~  en  c o n i q u e s .  On d ~ c r i t  doric a i n s i  u n e  c l a s s e  de  v a r i ~ t ~ s  

q u i  s e m b l e n t  " a s s e z  p r o c h e s "  d ' e t r e  r a t i o n n e l l e s .  

S o u s  l e s  h y p o t h e s e s  de l a  d ~ f i n i t i o n ,  on v ~ r i f i e  f a c i l e m e n t  

q u ' i l  e x i s t e  u n e  c o u r b e  C o S  t e l l e  que  

- s i  p E  S -  C, f - l ( p )  e s t  u n e  c o u r b e  r a t i o n n e l l e  l i s s e  

- s i p  e s t  un p o i n t  l i s s e  de C, f - l ( p )  e s t  r ~ u n i o n  de 2 c o u r b e s  

r a t i o n n e l l e s  s e  c o u p a n t  t r a n s v e r s a l e m e n t  

- s i p  e s t  un p o i n t  s i n g u l i e r  de C, f - l ( p )  e s t  u n e  d r o i t e  d o u b l e  ; 

p e s t  a l o r s  un  p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  de C • 

On d i t  que  C e s t  l a  c o u r b e  d i s c r i m i n a n t e  du f i b r ~  en  c o n i q u e s .  

On i g n o r e  s i  t o u t  f i b r ~  en  c o n i q u e s  e s t  u n i r a t i o n n e l  ( c f . §  1 0 ) .  On a 

c e p e n d a n t  l e  r ~ s u l t a t  s u i v a n t ~  d~ £ E n r i q u e s  : 

P r o p o s i t i o n  : S o i t  f : X ~ S  un  f i b r ~  en  c o n i q u e s ,  e t  s o i t  R ~ X  u n e  

s u r f a c e  r a t i o n n e l l e  t e l l e  que  l a  r e s t r i c t i o n  de f ~ R s o i t  s u r j e c t i v ~ ,  
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de de~r~ d. Alors la vari~t~ X est unirationnelle ; plus pr~cis~ment~ 

i_~l existe une application rationnelle dominante ~3 _)X de desr~ d. 

D ~ m o n s t r a t i o n  : T r a i t o n s  d ' a b o r d  l e  c a s  d = 1 . A l o r s  l a  f i b r e  g ~ n ~ -  

r i q u e  de f e s t  u n e  c o n i q u e  s u r  l e  c o r p s  K= E ( x , y ) ,  q u i  admet  un  p o i n t  

1 ( p a r  p r o j e c t i o n  r a t i o n n e l  s u r  K ~ e l l e  e s t  donc K - i s o m o r p h e  ~ ~K 

s t ~ r ~ o g r a p h i q u e  ! ) ,  ce q u i  e n t r a ~ n e  que  X e s t  r a t i o n n e l l e .  Le c a s  

g ~ n ~ r a l  s ' e n  d ~ d u i t  p a r  l e  c h a n g e m e n t  de b a s e  R ~ S .  

E x e m p l e s  : 1) La c u b i q u e  de p 4  . 

S o i t  X une  c u b i q u e  ( l i s s e )  d a n s  p 4  ~ e t  s o i t  X£ l a  v a r i ~ t ~  o b t e n u e  

en b c l a t a n t  une  d r o i t e  ~ c o n t e n u e  d a n s  X . La p r o j e c t i o n  de c e n t r e  

d 4 f i n i t  un  m o r p h i s m e  f :  X£ ~ 2  q u i  f a i t  de X£ un f i b r b  en  c o n i q u e s .  

La c o u r b e  d i s e r i m i n a n t e  C C p 2  e s t  de d e g r ~  5 . 

N o t o n s  E l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  d a n s  l ' b c l a t e m e n t  de £ ; l a  r e s t r i c -  

t i o n  de f a E e s t  s u r j e c t i v e ~  de d e g r b  2. A i n s i  X e s t  u n i r a t i o n n e l l e .  

2) L ' i n t e r s e c t i o n  de 3 q u a d r i q u e s  d a n s  ~ 6 .  

S o i t  X u n e  v a r i ~ t ~  de ce  t y p e .  N o t o n s  W l e  r ~ s e a u  de q u a d r i q u e s  

de ~ 6  c o n t e n a n t  X ; c ' e s t  un  p l a n  p r o j e c t i f .  C h o i s i s s o n s  une  d r o i t e  

c o n t e n u e  d a n s  X ; n o t o n s  G£ l a  v a r i ~ t ~  ( i s o m o r p h e  ~ ~ 4 )  d e s  2 - p l a n s  

de ~ 6  c o n t e n a n t  ~ . S o i t  Q£(X) l a  s o u s - v a r i ~ t ~  de ~ x G ~  f o r m ~ e  d e s  

c o u p l e s  ( q , ~ )  t e l s  que  ~ C q  . La p r o j e c t i o n  f : Q £ ( X ) ~ g  f a i t  de Q~(X) 

un f i b r ~  en c o n i q u e s .  On v ~ r i f i e  i m m ~ d i a t e m e n t  que  l a  s o u s - v a r i ~ t ~  de 

G£ f o r m ~ e  d e s  p l a n s  c o n t e n u s  d a n s  une  q u a d r i q u e  q e s t  s i n g u l i ~ r e  s i  

e t  s e u l e m e n t  s i  q l ' e s t ~  de s o r t e  que  l a  c o u r b e  C e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  

q u a d r i q u e s  s i n g u l i ~ r e s  de ff ~ e l l e  e s t  d ~ f i n i e  p a r  l ' a n n u l a t i o n  d ' u n  

d ~ t e r m i n a n t  s y m ~ t r i q u e  d ' o r d r e  7~ £ c o e f f i c i e n t s  l i n ~ a i r e s ,  e t  p a r  

s u i t e  e s t  de d e g r ~  7 .  

N o t o n s  X£ l a  v a r i ~ t ~  o b t e n u e  en ~ c l a t a n t  ~ d a n s  X~ e t  S l a  s o u s -  

v a r i ~ t ~  de ~ × X £  f o r m ~ e  d e s  c o u p l e s  ( q ~ x )  t e l s  que  < ~ x > c q  ( o n  d ~ s i -  

gne  p a r  < ~ x >  l e  p l a n  e n g e n d r ~  p a r  £ e t  x ; ce  s y m b o l e  a un  s e n s  p o u r  

t o u t  x ~ X ~ ) .  On a un  d i a g r a m m e  

S 

X£ Q~(x) 

avec a(q,x)= (q~<~,x>) 

II est imm~diat que P2 eta sont des morphismes birationnels~ de 
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s o r t e  que  X e s t  b i r a t i o n n e l l e m e n t  6 q u i v a l e n t  au f i b r 6  en c o n i q u e s  

Q z ( x ) .  

De n o u v e a u  l e  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  d a n s  l ' 6 c l a t e m e n t  de £ s e  

p r o j e t t e  s u r j e c t i v e m e n t  s u r  ff ( l e  d e g r ~  e s t  4 ) .  A i n s i  X e s t  u n i r a t l o n -  

n e l l e .  

3) A u t r e s  e x e m p l e s .  

Les  v a r i 6 t 6 s  de Fano  de l ~ r e  e s p ~ c e  ne s o n t  p a s  d e s  f i b r 6 s  en  

c o n i q u e s  ; m a i s  e l l e s  l e  d e v i e n n e n t  p a r  d e s  s p 6 c i a l i s a t i o n s  c o n v e n a -  

b l e s  s i  on l e u r  p e r m e t  d ' a c q u ~ r i r  d e s  s i n g u l a r i t ~ s .  C i t o n s  p a r  

e x e m p l e  ( c f .  [ B 1 ] )  : 

- l e  r e v S t e m e n t  d o u b l e  de $ 3  r a m i f i 6  l e  l o n g  d ' u n e  q u a r t i q u e ~  

l o r s q u e  c e l l e - c i  adme t  au m o i n s  un  p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  ; 

- l a  q u a r t i q u e  a v e c  une  d r o i t e  d o u b l e  ; 

- l ' i n t e r s e c t i o n  dar ts  ~ 5  d ' u n e  q u a d r i q u e  e t  d ' u n e  c u b i q u e  c o n t e n a n t  

un p l a n .  

L ' i m p o r t a n c e  d e s  f i b r 6 s  en  c o n i q u e s  p o u r  l e s  q u e s t i o n s  de r a t i o -  

n a l i t $  v i e n t  du t h 6 o r e m e  s u i v a n t  : 

Th$or~me : S o i t  X un f i b r 6  en  c o n i q u e s  s u r  ~ 2 .  S i  l e  d e ~ r 6  de l a  

c o u r b e  d i s c r i m i n a n t e  C e s t  ~ 6,  J ( X )  n ' e s t  p a s  i s o m o r p h e  ~ u n e  ~ a c q -  

b i e n n e  (ou  un p r o d u i t  de 3 a c o b i e n n e s ) .  En p a r t i c u l i e r t  l a  v a r i S t 6  X 

n ' e s t  p a s  r a t i o n n e l l e .  

La d 6 m o n s t r a t i o n  de ce  t h 6 o r ~ m e  c o n s i s t e  d ' a b o r d  ~ d ~ c r i r e  g 6 o -  

m 6 t r i q u e m e n t  J ( X ) .  On o b s e r v e  que  l a  c o u r b e  C e s t  m u n i e n a t u r e l l e m e n t  

d ' u n  r e v ~ t e m e n t  d o u b l e  C ~ C ,  c o r r e s p o n d a n t  aux  deux  c o m p o s a n t e s  d e s  

c o n i q u e s  s i n g u l i ~ r e s  f - l ( p )  p o u r  p E  C . Mumford a p r o u v ~  que  J ( X )  e s t  

i s o m o r p h e  £ l a  v a r i 6 t 6  de Prsm a s s o c i 6 e  £ ( ~ , C )  ( c f .  [ B I ~ )  ; i l  a 

d ' a u t r e  p a r t  m o n t r 6  que  l e  l i e u  s i n g u l i e r  du d i v i s e u r  ® d ' u n e  v a r i 6 t 6  

de Prym e a t  de c o d i m e n s i o n  ~ 5 s a u f  p o u r  un  p e t i t  n o m b r e  d ' e x c e p t i o n s  

([M2]~ e t  [B2]  p o u r  l e  c a s  o5 C a d e s  p o i n t s  d o u b l e s ) . I 1  r e s t e  

s ' a s s u r e r  q u ' u n e  c o u r b e  p l a n e  de d e g r $  au m o i n s  6 ne r e n t r e  p a s  d a n s  

c e s  e x c e p t i o n s ~  ce q u i  e s t  f a c i l e .  

C o r o l l a i r e  : Les  v a r i 6 t 6 s  de Fano  de t y p e  A3, B 8 e_~t B14 s o n t  i r r a -  

t i o n n e l l e s .  
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P o u r  l e s  t y p e s  h 3 e t  B 8 , c e l a  r 6 s u l t e  du t h 6 o r ~ m e  e t  d e s  

e x e m p l e s  1 e t  2 (3e  t r i c h e  un peu p o u r  l a  c u b i q u e ,  d o n t  l a  c o u r b e  

d i s c r i m i n a n t e  e s t  de d e g r 6  5 ; une  6 r u d e  p l u s  p r 6 c i s e  m o n t r e  que  l e  

t h 6 o r ~ m e  s ' 6 t e n d  ~ ce c a s ) .  Fano  a m o n t r 6  q u ' u n e  v a r i 6 t 6  de t y p e  B14 

e s t  b i r a t i o n n e l l e m e n t  6 q u i v a l e n t e  £ une  c u b i q u e  de ~ 4  I F 3 ] .  

7. IRRATIONALITE GENERIQUE. 

La m 6 t h o d e  d e s  j a c o b i e n n e s  i n t e r m $ d i a i r e s  p e r m e t  de r 6 g l e r  

$ 6 n 6 r i q u e m e n t  l e s  c a s  e n c o r e  en  s u s p e n s  : 

Th6or~me [ B I ]  : Une v a r i 6 t 6  de Fano  ~ 6 n 6 r i q u e  de t y p e  h l ,  h2 ,  B2, B4, 

B~, B 6 o_~u BIO e s t  i r r a t i o n n e l l e .  

De m a n i ~ r e  p r 6 c i s e ,  i l  e s t  c l a i r  que  l ' e n s e m b l e  d e s  v a r i 6 t ~ s  

de c h a q u e  t y p e  c o n s i d 6 r 6  p e u t  8 t r e  p a r a m 6 t r 6  p a r  u n e  v a r i 6 t 6  i r r 6 -  

d u c t i b l e  T ; i l  e x i s t e  une  s o u s - v a r i 6 t 6  Z de T, d i s t i n c t e  de T, t e l l e  

que  l e s  v a r i ~ t ~ s  p a r a m 6 t r 6 e s  p a r  T -  Z s o i e n t  i r r a t i o n n e l l e s .  

Nous  a l l o n s  m o n t r e r  en f a i r  que  l a  j a c o b i e n n e  i n t e r m 6 d i a i r e  

d ' u n e  v a r i 6 t 6  de T -  Z n ' e s t  p a s  une  j a c o b i e n n e  ou un  p r o d u i t  de j a c o -  

b i e n n e s  ; comme c e t t e  p r o p r i 6 t 6  e s t  o u v e r t e ~  i l  s u f f i t  de l e  p r o u v e r  

en un  p o i n t  de T -  Z. La d 6 m o n s t r a t i o n  r e p o s e  a l o r s  s u r  l e  lemme 

s u i v a n t  : 

Lemme : S o i e n t  S u n e  c o u r b e  l i s s e ,  X ~ S  une  f a m i l l e  de v a r i 6 t 6 s  

p r o j e c t i v e s  de d i m e n s i o n  t r o i s ~  o un  p o i n t  de S .  On s u p p o s e  que  : 

- p o u r  s ]  o~ l a  f i b r e  Xs e s t  l i s s e ~  e t  H ° ( X s ~ Q ;  ) =  O ; 
s 

- X n ' a  que  d e s  p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s  ; s i  X' d S s i ~ n e  
o - -  o 

l a  v a r i 6 t 6  l i s s e  o b t e n u e  en  6 c l a t a n t  c e s  p o i n t s  d o u b l e s ~  J ( X ' )  
o 

n ' e s t  p a s  i s o m o r p h e  £ u n e  O a c o b i e n n e  ou un  p r o d u i t  de O a c o b i e n n e s .  

h l o r s  i l  e x i s t e  un  o u v e r t  non  v i d e  U de  S t e l  que  J ( X  u )  ne  s o i t  p a s  

une  O a c o b i e n n e  (ou  un  p r o d u i t  de ~ a c o b i e n n e s )  p o u r  t o u t  u E  U . 

D ~ m o n s t r a t i o n  : N o t o n s  a l ' e s p a c e  d e s  m o d u l e s  d e s  v a r i 6 t 6 s  a b 6 1 i e n n e s  
g 

p r i n c i p a l e m e n t  p o l a r i s ~ e s  de d i m e n s i o n  g ( q u o t i e n t  du d e m i - e s p a c e  de 
1 

S i e g e l  p a r  l e  g r o u p e  m o d u l a i r e ) ,  a v e c  g = ~  b 3 ( X s ) .  La f a m i l l e  

J ( X s ) s E S _  ° d 6 f i n i t  une  a p p l i c a t i o n  c l a s s i f i a n t e  c : S -  O ~ g  ; l ' h y p o -  

t h ~ s e  s u r  X e n t r a ~ n e  que  c s e  p r o l o n g e  en ~ :  S ~ g ,  ou ~ g  d ~ s i g n e  l a  
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c o m p a c t i f i c a t i o n  de S a t a k e  de a g -  On a e n s e m b l i s t e m e n t  

= ~ U a  U . - .  U a  , g g g - 1  o 

e t  l e  p o i n t  ~ ( o )  de ~ e s t  l a  c l a s s e  de J ( X ' )  d a n s  ~ c a  , a v e c  
g o p g 

p =  d im J ( X ' )  ~ g .  S o i t  d ' a u t r e  p a r t  J l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  de  ~g  
o g 

c o r r e s p o n d a n t  a u x  j a c o b i e n n e s  e t  a u x  p r o d u i t s  de j a c o b i e n n e s  ; i l  

e s t  f e r m b  d a n s  a , e t  s o n  a d h e r e n c e  d a n s  a e s t  
g g 

= J U J  U J  
g g g - 1 U  " ' "  o 

Comme ~(0)~ par hypoth~se, il existe un voisinage ouvert U 
g 

de a dans S tel que ~(U) N~ =D~ d'ou le lemme. 
g 

P o u r  a c h e v e r  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  du t h ~ o r ~ m e ~  i l  r e s t e  ~ m e t t r e  

en  6 v i d e n c e ~  da r t s  c h a q u e  c a s ~  u n e  d ~ f o r m a t i o n  X ~ S  p o s s ~ d a n t  l e s  

p r o p r i 6 t ~ s  du l emme ,  e t  t e l l e  q u e  X' s o i t  un  f i b r ~  en  c o n i q u e s .  J e  
o 

me c o n t e n t e r a i  d ' i n d i q u e r  q u e l q u e s  e x e m p l e s .  S i  l ~ o n  p r o j e t t e  u n e  

i n t e r s e c t i o n  de 3 q u a d r i q u e s  d e p u i s  u n e  d r o i t e  g ~ n 6 r a l e  c o n t e n u e  

d a n s  l a  v a r i 6 t 6 ,  on o b t i e n t  u n e  q u a r t i q u e X  ° a v e c  17 p o i n t s  d o u b l e s  

o r d i n a i r e s  que  l ' o n  p e u t  d ~ f o r m e r  en  u n e  q u a r t i q u e  g ~ n 6 r i q u e .  En 

p r o j e t a n t  de n o u v e a u  d e p u i s  un  p o i n t  d o u b l e  de X , on o b t i e n t  l e  
o 

t y p e  B 2 ; en  f a i s a n t  a c q u ~ r i r  ~ l ' i n t e r s e c t i o n  de 3 q u a d r i q u e s  un  

p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  e t  en  p r o j e t a n t  d e p u i s  c e  p o i n t ~  l e  t y p e  

B 6 ~ e t c .  

R e m a r q u e  : La m 6 t h o d e  s ' a p p l i q u e  b i e n  e n t e n d u  a d ' a u t r e s  v a r i 6 t ~ s  

que  l e s  v a r i 6 t 6 s  de F a n o .  

8. LES TRAVAUX D'ISKOVSKIKH ET MANIN. 

L e s  r 6 s u l t a t s  d ' I s k o v s k i k h  e t  Mart in s o n t  l e s  s u i v a n t s  : 

T h 6 o r ~ m e  : L e s  v a r i 6 t ~ s  de F a n o  de t y p e  B2,  B4,  B~, B 6 s o n t  i r r a -  

t i o n n e l l e s .  

L e s  d 6 m o n s t r a t i o n s  r e p r e n n e n t  l e s  i d 6 e s  de F a n o  ( e s s e n t i e l l e m e n t  

c e l l e s  de [ F 2 ] )  en  l e s  c o m p l 6 t a n t .  E l l e s  s o n t  l o n g u e s  e t  d i f f i c i l e s ~  
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e t  j ' a v o u e  ne p a s  a v o i r  t o u t  l u .  J e  v a i s  me b o r n e r  ~ i n d i q u e r  l e s  

~ n o n c ~ s  q u i  c o n d u i s e n t  au t h ~ o r ~ m e .  

P o u r  u s e  v a r i ~ t ~  X de t y p e  B 2 ou B 4 ~ I s k o v s k i k h  e t  Manin p r o u -  

v e n t  d a n s  [ I - M ]  ( c f .  a u s s i  [ I 5 ] )  : 

- T o u t e  a p p l i c a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  de X d a n s  une  v a r i ~ t ~  de F a n o  

de l e r e  e s p e c e  e s t  un  i s o m o r p h i s m e .  

En p a r t i c u l i e r ~  l e  g r o u p e  d e s  a u t o m o r p h i s m e s  b i r a t i o n n e l s  de X 

e s t  f i n i ~  e t  X n ' e s t  p a s  b i r a t i o n n e l l e m e n t  ~ q u i v a l e n t e  ~ ~ 3  . 

La s i t u a t i o n  e s t  p l u s  c o m p l i q u ~ e  p o u r  l e s  t y p e s  B~ e t  B 6 , 

c a r  l a  v a r i ~ t ~  X adme t  a l o r s  d e s  a u t o m o r p h i s m e s  b i r a t i o n n e l s  q u i  ne 

s o n t  p a s  p a r t o u t  d ~ f i n i s .  La m ~ t h o d e  d ' I s k o v s k i k h  d a n s  [ I 3 ]  c o n s i s t e  

m e t t r e  en  ~ v i d e n c e  c e r t a i n s  de c e s  a u t o m o r p h i s m e s  ~ n o t a n t  B(X) 

l e  g r o u p e  q u ' i l s  e n g e n d r e n t ~  i l  o b t i e n t  l ' ~ n o n c ~  s u i v a n t  : 

- S~i X : X ~ V  e s t  u n e  a p p l i c a t i o n  b i r a t i o n n e l l e  de X d a n s  u n e  

v a r i ~ t ~  de Fano  de l e r e  e s p ~ c e ,  i l  e x i s t e  , E  B(X) t e l  ~ue X ° * s o i t  

~n i s o m o r p h i s m e .  

I1  en  d ~ d u i t  en  p a r t i c u l i e r  l ' i r r a t i o n a l i t ~  de X ( p r e n a n t  Y = ~ 3 )  

a i n s i  que  d e s  r e n s e i g n e m e n t s  p r o f o n d s  s u r  l a  s t r u c t u r e  du g r o u p e  d e s  

a u t o m o r p h i s m e s  b i r a t i o n n e l s  de X .  

S i g n a l o n s  p o u r  t e r m i n e r  que  c e s  m ~ t h o d e s  s ' a p p l i q u e n t  a v e c  

s u c c ~ s  aux  f i b r e s  en  c o n i q u e s  : 

Th~or~me I S ]  : S o i t  X ~ S  un f i b r ~  en c o n i q u e s ,  d o n t  l a . c o u r b e  d i s -  

c r i m i n a n t e  C v ~ r i f i e  14K S +  C[ ~ .  A l o r s  t o u t  a u t o m o r p h i s m e  b i r a t i o n -  

n e l  de X p r e s e r v e  l a  f i b r a t i o n ,  e_~t X e s t  i r r a t i o n n e l .  

P o u r  S ~ 2  = , ce r ~ s u l t a t  e s t  m o i n s  f o r t  que  l e  t h ~ o r ~ m e  du § 6 

m a i s  en ~ c l a t a n t  d e s  p o i n t s  d a n s  p 2  ~ S a r k i s o v  d o n n e  d e s  e x e m p l e s  de 

f i b r e s  en  c o n i q u e s  X i r r a t i o n n e l  a v e c  H ~ ( X , Z )  = 0 ( l a  c o u r b e  C e s t  

a l o r s  u n e  c o u r b e  e l l i p t i q u e ) .  I 1  n ' e s t  p a s  c l a i r  q u ' i l  e x i s t e  de 

t e l s  e x e m p l e s  a v e c  X u n i r a t i o n n e l .  

9 .  L'EXEMPLE D'ARTIN-MUMFORD. 

La m ~ t h o d e  de JAr-M] s o r t  un  peu du c a d r e  de c e t  e x p o s e ,  p u i s q u ' e l l e  

ne s ' a p p l i q u e  p a s  aux  v a r i ~ t ~ s  de Fano  ~ e l l e  a c e p e n d a n t  l ~ a v a n t a g e  
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de f o u r n i r  u n  c r i t ~ r e  d ' i r r a t i o n a l i t ~  en  r o u t e  d i m e n s i o n .  E l l e  e s t  

b a s ~ e  s u r  l e  r ~ s u l t a t  s u i v a n t  : 

P r o p o s i t i o n  : P o u r  u n e  v a r i ~ t ~  p r o j e c t i v e  l i s s e  X, l e  s o u s - g r o u p e  

de  t o r s i o n  de  H3(X~2E) e s t  u n  i n v a r i a n t  b i r a t i o n n e l .  

La d ~ m o n s t r a t i o n  e s t  a n a l o g u e  ~ c e l l e  de  l e  p r o p o s i t i o n  du § 5 ,  

m a i s  p l u s  f a c i l e .  

I1  s ' a g i t  d o n c  de  c o n s t r u i r e  d e s  v a r i ~ t ~ s  u n i r a t i o n n e l l e s  X 

p o u r  l e s q u e l l e s  H 3 ( X , ~ )  c o n t i e n n e  d e s  ~ l ~ m e n t s  de  t o r s i o n .  V o i c i  

u n e  d e s c r i p t i o n  g ~ o m ~ t r i q u e  de  l ' e x e m p l e  d ' A r t i n - M u m f o r d .  S o i t  

u n  s y s t ~ m e  l i n ~ a i r e  de  q u a d r i q u e s  de  p 3  , de  d i m e n s i o n  p r o j e c t i v e  S,  

v ~ r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  de  p o s i t i o n  g ~ n ~ r a l e  s u i v a n t e s  : 

( i )  W n ' a  p a s  de  p o i n t - b a s e  

( i i )  s i  ~ e s t  u n e  d r o i t e  s i n g u l i e r e  p o u r  u n e  q u a d r i q u e  de  ~ ,  

l e s  a u t r e s  q u a d r i q u e s  de  U ne  c o n t i e n n e n t  p a s  £ . 

N o t o n s  G l a  g r a s s m a n n i e n n e  d e s  d r o i t e s  de  ~ 3  ; s o i t  R l a  s o u s -  

v a r i ~ t ~  de  G f o r m ~ e  d e s  d r o i t e s  c o n t e n u e s  d a n s  u n  p i n c e a u  de  q u a d r i -  

q u e s  de  U . On s a l t  q u e  R e s t  u n e  s u r f a c e  d ' E n r i ~ u e s ,  a p p e l ~ e  c l a s s i -  

q u e m e n t  c o n g r u e n c e  de  R e ~ e  ( c f .  [ B 3 ~ ,  p .  1 5 6 ) .  P o s o n s  

: { ( £ , q ) E G x I T  I , ¢ c q }  

A 
I 1  e s t  i m m ~ d i a t  q u e  l a  p r o j e c t i o n  G ~ G  n ' e s t  a u t r e  q u e  l ' ~ c l a t e m e n t  

^ 
de R d a n s  G . N o t o n s  f : G ~ g  l a  s e c o n d e  p r o j e c t i o n  ; p o u r  q E g  , l a  

f i b r e  f - l ( q )  s ' i d e n t i f i e  ~ l ' e n s e m b l e  d e s  g ~ n ~ r a t r i c e s  de  q .  L ' a p p l i -  

c a t i o n  f s e  f a c t o r i s e  d o n c  e n  

f : ~ g ~X' ~%TT 

ou ~ e s t  u n  r e v ~ t e m e n t  d o u b l e ,  r a m i f i ~  l e  l o n g  de  l a  q u a r t i q u e  de  ff 

c o r r e s p o n d a n t  a u x  q u a d r i q u e s  s i n g u l i ~ r e s .  C e l l e - c i  a d i x  p o i n t s  

d o u b l e s  o r d i n a i r e s  S l , . . . , S l o  , c o r r e s p o n d a n t  a u x  q u a d r i q u e s  de r a n g  2 

de  ff ~ on  a ~ - l ( s  i )  = { p i  ~, o5 P i  e s t  u n  p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e  de  X ' .  

On n o t e  X l a  v a r i ~ t ~  ( l i s s e )  o b t e n u e  en  ~ c l a t a n t  l e s  p o i n t s  p l , . . . , p l  0 

d a n s  X .  On v o l t  f a c i l e m e n t  q u e  X e s t  u n i r a t i o n n e l l e  ( c f .  § 6 ,  e x e m p l e  3 ) .  
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P r o p o s i t i o n  : Le g r o u p e  H3(X,TZ.) c o n t i e n t  u n  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 .  

D ~ m o n s t r a t i o n  : N o u s  n o t e r o n s  Q. l a  d i v i s e u r  e x c e p t i o n n e l  de  X a u -  
1 

d e s s u s  de  P i  ; on  p o s e  U = X' - { p l , . . . ~ p l o  ~ e t  V= g - l ( U ) .  Le m o r p h i s m e  

g : V ~ U  e s t  u n e  f i b r a t i o n  en  d r o i t e s  p r o j e c t i v e s ,  t a n d i s  q u e  
- 1  

P i  = g ( p i )  e s t  i a  r ~ u n i o n  de d e u x  p l a n s  s e  c o u p a n t  e n  u n  p o i n t .  La 

c o h o m o l o g i e  e o n s i d ~ r ~ e  d a n s  c e  q u i  s u i t  e s t  t o u j o u r s  ~ c o e f f i c i e n t s  

e n t i e r s .  

a )  Le g r o u p e  H4(G)  c o n t i e n t  u n  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 : i l  e s t  e n  e f f e t  

i s o m o r p h e  ~ H 4 ( G ) ~ H 2 ( R ) ,  e t  c l ( N )  e s t  u n  6 1 ~ m e n t  d ' o r d r e  2 d a n s  

e2(~). 
b )  I 1  e n e s t  de m~me de H 4 ( V ) ,  ~ c a u s e  de l a  s u i t e  e x a c t e  

c 

H 3 ( P . )  ~ H4(V) ) H 4 ( G )  ~ • H 4 ( p . )  
1 c 1 

i i 

e t  d e s  r e l a t i o n s  H 3 ( p . )  = O, H 4 ( P . )  = ~ ® ~ o  

H 2 ( U ) I  1 H2(X ) c )  Le g r o u p e  e s t  s a n s  t o r s i o n  ; e n  e f f e t  e s t  s a n s  t o r s i o n  e 
p u i s q u e  X e s t  s i m p l e m e n t  c o n n e x e ~  e t  H2(U)  e s t  u n  s o u s - g r o u p e  de  H2(X) 

c 
p u i s q u e  H I ( Q . )  = O .  

1 
d)  Le g r o u p e  H4(U)  c o n t i e n t  u n  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 .  En e f f e t ~  l a  s u i t e  

e 
e x a c t e  de  G y s i n p o u r  l a  f i b r a t i o n  e n  s p h e r e s  g : V ~ U  s ' ~ c r i t  

H I ( u )  - - ~ H 4 ( U )  g ~ H4(V) ) H2(V) , 
C C C C 

o~ e d ~ s i g n e  l e  c u p - p r o d u i t  a v e c  l a  c l a s s e  d ' E u l e r  du f i b r ~  en  s p h e r e s  

c e l l e - c i  e s t  a n n u l ~ e  p a r  2 .  S i  I m ( e ) ]  O~ l ' a s s e r t i o n  e s t  c l a i r e  ~ s i n o n  

l ' ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 de  H4(V) p r o v i e n t  ( d ' a p r ~ s  c ) )  d ' u n  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  
c 

2 de  H 4 ( U ) .  
c 

e )  P u i s q u e  H 3 ( Q i )  = O, l e  g r o u p e  H4(U)  e s t  i s o m o r p h e  a u n  s o u s - g r o u p e  
c 

de H4(X) ~ c e l u i - c i  c o n t i e n t  d o n e  un  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 ,  e t  i l  e n e s t  

de m~me de H3(X) p a r  d u a l i t ~  de  P o i n c a r ~  e t  p a r  l a  f o r m u l e  d e s  c o e f f i c i e n t s  

u n i v e r s e l s .  

]pn 
R e m a r q u e s  : 1) P o u r  t o u t  n~ l a  v a r i ~ t ~  X×  e s t  u n i r a t i o n n e l l e  

e t  n o n  r a t i o n n e l l e  ( p u i s q u e  H 3 ( X ×  ~ n  ~ )  c o n t i e n t  u n  ~ l ~ m e n t  d ' o r d r e  2 ) .  

2)  La v a r i ~ t ~  V e s t  u n e  v a r i ~ t ~  de  S e v e r i - B r a u e r  a u -  

d e s s u s  de  U, c e  q u i  s i g n i f i e  q u e  l a  f i b r a t i o n  g :  V-*U n ' e s t  p a s  l a  

f i b r a t i o n  p r o j e c t i v e  a s s o c i ~ e  ~ u n  f i b r ~  v e c t o r i e l  : e n  e f f e t  d a n s  
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l e  c a s  c o n t r a i r e ,  V s e r a i t  b i r a t i o n n e l l e m e n t  ~ q u i v a l e n t e  ~ X× 

donc  i r r a t i o n n e l l e .  Un a r g u m e n t  f o r m e l  m o n t r e  que  V s ' ~ t e n d  en une  

v a r i ~ t ~  de S e v e r i - B r a u e r  a u - d e s s u s  de X .  

10. PROBL~MES OUVERTS. 

] )  C o m p l e t e r  l e s  r ~ s u l t a t s  p o u r  l e s  v a r i S t ~ s  de F a n o .  

I1  e s t  p o s s i b l e  q u ' u n e  ~ t u d e  d ~ t a i l l ~ e  de c h a q u e  c a s ,  d a n s  l e  

s t y l e  de [ C - G ] ,  f o u r n i s s e  l a  r ~ p o n s e .  I 1  s e r a i t  p l u s  i n t ~ r e s s a n t  de 

c o m p r e n d r e  l a  q u e s t i o n  s u i v a n t e  : 

2) T o u t e  d ~ f o r m a t i o n  ( l i s s e )  d~une v a r i ~ t ~  i r r a t i o n n e l l e  de 

d i m e n s i o n  3 e s t - e l l e  i r r a t i o n n e l l e  ? 

N o t o n s  q u ' u n e  s p ~ c i a l i s a t i o n  d ' u n e  v a r i ~ t ~  r a t i o n n e l l e  de d i m e n -  

s i o n  ~ e s t  r a t i o n n e l l e  I T ] .  

3) Fano  o b s e r v e  s o u v e n t  que  l a  s ~ r i e  d e s  v a r i ~ t ~ s  de Fano  " s ' a p p r o c h e  

de l a  r a t i o n a l i t Y "  q u a n d  l e  d e g r ~  c r o ~ t .  I 1  en  e s t  de m~me l o r s q u ' o n  

i m p o s e  un nombre  c r o i s s a n t  de p o i n t s  d o u b l e s  a u n e  v a r i ~ t ~  d o n n ~ e .  

P e u t - o n  d o n n e r  un s e n s  p r e c i s  £ c e s  a s s e r t i o n s  e x p ~ r i m e n t a l e s  ? 

4) D o n n e r  d e s  c r i t ~ r e s  en  d i m e n s i o n  > 3,  a p p l i c a b l e s  aux  v a r i ~ t ~ s  

u s u e l l e s .  En p a r t i c u l i e r  : 

5)  P r o u v e r  ~ u ' u n e  c u b i ~ u e  ~ n ~ r i ~ u e  de d i m e n s i o n  4 e s t  i r r a t i o n n e l l e .  

I1  e x i s t e  u n e  f a m i l l e  de c o d i m e n s i o n  un  de c u b i q u e s  de p 5  q u i  s o n t  

r a t i o n n e l l e s  ; c o n j e c t u r a l e m e n t  , l a  r ~ p o n s e  ~ l a  q u e s t i o n  2 d e v r a i t  

donc ~ t r e  n ~ g a t i v e  en  d i m e n s i o n  4.  

6) S i g n a l o n s u n  p r o b l ~ m e  de Z a r i s k i  : 

Si  X×  ~ 1  e s t  r a t i o n n e l l e ,  l a  v a r i ~ t ~  X e s t - e l l e  r a t i o n n e l l e  ? 

E l l e  e s t  ~ v i d e m m e n t  u n i r a t i o n n e l l e .  N o t o n s  q u ' o n  a c o n s t r u i t  

au § 9 u n e  v a r i ~ t ~  i r r a t i o n n e l l e  X a d m e t t a n t  u n e  v a r i ~ t ~  de S e v e r i -  

B r a u e r  ( " f o r m e  t o r d u e "  de X × ~ I )  r a t i o n n e l l e .  

7) On r e n c o n t r e  s o u v e n t  d a n s  l e s  p r o b l ~ m e s  de m o d u l e s  d e s  v a r i ~ t ~ s  

du t y p e  V/G,  ou G e s t  un  g r o u p e  s e m i - s i m p l e  c o m p l e x e  o p e r a n t  l i n ~ a i -  

r e m e n t  s u r  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  c o m p l e x e  V . Ces  v a r i ~ t ~ s  s o n t - e l l e s  

t o u t e s  r a t i o n n e l l e s  ? S i  H e s t  un s o u s - g r o u p e  f e r m ~  de G, l ' e s p a c e  

homogene  G/H e s t - i l  r a t i o n n e l  ? 
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L ' e s p a c e  d e s  m o d u l e s  d e s  c o u r b e s  de  g e n r e  g e s t  u n i r a t i o n n e l  

p o u r  g ~  10 .  E s t - i l  r a t i o n n e l  ? J ' i g n o r e  l a  r ~ p o n s e  d e s  q u e  g ~ 3 .  

L e s p r o b l ~ m e s  d ' u n i r a t i o n a l i t 6  s e m b l e n t  a l ' h e u r e  a c t u e l l e  

e n c o r e  p l u s  i n a c c e s s i b l e s ,  vu  l ' a b s e n c e  t o t a l e  de m 6 t h o d e s  e x i s t a n t e s .  

Y o i c i  t r o i s  q u e s t i o n s  c l a s s i q u e s ,  q u i  s o n t  d ' a i l l e u r s  l i ~ e s  e n t r e .  

e l l e s .  

8 )  D o n n e r  u n  e x e m p l e  de v a r i 6 t 6  X n o n  u n i r a t i o n n e l l e ,  t e l l e  Rue 

H O ( x , ( D ~ ) ® k )  = A  0 p o u r  t o u t  k .  

9)  U n e q u a r t i q u e  g 6 n 6 r i q u e  de  ~ 4  e s t - e l l e  u n i r a t i o n n e l l e  ? 

10)  D o n n e r  u n  e x e m p l e  de  f i h r ~  e n  c o n i q u e s  n o n  u n i r a t i o n n e l .  

Un c a n d i d a t  p o s s i b l e ,  s u g g 6 r 6  p a r  E n r i q u e s ,  e s t  l ' h y p e r s u r f a c e  

de d e g r 6  d d a n s  ~ 4  c o n t e n a n t  u n e  d r o i t e  a v e c  m u l t i p l i c i t ~  ( d - 2 ) ,  

p o u r  d ~ 5 .  
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