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1. ENONCE DU PROBLEME.

Le probleme dont je veux parler est souvent appelé le Erobléme
de Liiroih. Il peut s'exprimer en termes algébriques (rappelons
qu'une extension de T est dite pure si elle est T-isomorphe au
corps des fractions rationnelles sur £ en un nombre fini @'indé-
terminées) :

Toute sous-extension d'une extension pure de € est-elle pure ?

Ce probleme est en fait de nature géométrique. Introduisons

deux définitions

Définition : Soit X une variété algébrique complexe irréductible.

a) On dit que X est unirationnelle s'il existe une application

rationnelle dominante (c'est-a-dire génériquement surjective)

f: Pn

ee3X .
b) On dit que X est rationnelle s'il existe une application bira.
tionnelle f: IPn-...;X .

Puisque toute extension de type fini de € est le corps des
fonctions d'une variété algébrique, le probleme de Lilroth admet la
formulation géométrique suivante

Toute variété unirationnelle est-elle rationnelle ?

Remarques : 1) 11 est facile de voir que la restriction d'une
application dominante f: P"_.n;x a une sous-variété linéaire géné-
rale de P" , de dimension au moins égale a celle de X, est encore
dominante. Dans la définition a), on peut donc supposer n= dim (X),
ce que nous ferons désormais.
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2) I1 est clair que le probléme ne dépend que de la
classe d'équivalence birationnelle de la variété considérée : nous

supposerons donc désormais que celle-ci est lisse.

2. LE PROBLEME DE LUROTH EN DIMENSION UN ET DEUX.

Liroth a résolu affirmativement le probleme en dimension un :
toute courbe unirationnelle est rationnelle [L]. Sa démonstration
est algébrique (alors qu'il donne 1'énoncé sous forme géométrique).
La démonstration géométrique est tres facile : soit C une courbe
unirationnelle, de sorte qu'il existe une application f: Pl-*C-
L'espace HO(C,Qé) est nul : en effet, si @ est une forme holomorphe
sur C, la forme holomorphe f*w sur ]P1 est nulle, donc w= 0. Or toute

courbe de genre nul est isomorphe a Pl , d'ou le résultat.

Le probléme devient beaucoup plus difficile en dimension deux.
I1 a été résolu par Castelnuovo en 1894 [C] ; ce résultat constitue
1'un des premiers succes de la géométrie birationnelle italienne.
Soient S une surface lisse unirationnelle, et f: P%"-,s une applica-
tion dominante. On montre comme plus haut qu'on a
HO(S,Q;): HO(S,Q§)= 0 (noter que f est défini en dehors d'un nombre
fini de points, ce qui permet de définir 1'image inverse par f d'une

forme holomorphe) ; plus généralement, on a HO(S,Ol)®k)=
S

0 pour
tout k. Il reste a montrer que cette propriété entraine que S est

rationnelle, et c'est la le résultat essentiel de Castelnuovo

Théoreme : Toute surface lisse S telle que HO(S,O;)= HO(S,(Q§)®2)= 0

est rationnelle.

A X
3. LE PROBLEME DE LUROTH EN DIMENSION TROIS.

Le probleme se trouvait dés lors posé en dimension 3 ; Max Nether
avait d'ailleurs déja observé que 1'hypersurface cubique dansIP4 est
unirationnelle, et posé la question de sa rationalité. Mais c'est
surtout le nom du mathématicien italien G. Fano qui reste attaché
au probleme de Liroth en dimension 3. Dés 1908, Fano "prouve" 1l'irra-
tionalité de la quartique de P4 et de 1'intersection complete d'une
quadrique et d'une cubique dans P° {(F1]. En 1912, Enriques démontre
que cette derniere variété est unirationnelle [E], fournissant ainsi

en principe un contre-exemple au probleme de Liiroth. Malheureusement
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1'argument de Fano se heurte a des questions délicates sur les points-
base des systemes linéaires, auxquelles les techniques de 1'époque

ne permettent pas de répondre rigoureusement ;3 Fano doit faire
(implicitement) des hypotheses de position générale, qui nous
paraissent aujourd'hui injustifiables. Fano donne en 1915 une autre
"démonstration" [F2], mais qui n'échappe pas aux mémes critiques.

Dans les années qui suivent, Fano étudie longuement les variétés de
dimension 3 plongées dans r" par leur systeme anticanonique (les deux
variétés citées plus haut en constituent les premiers exemples).

En 1947, il prétend démontrer que trois autres types de cette série
sont irrationnels [F4] ; certaines de ces variétés étant birationnel-
lement équivalentes a une hypersurface cubique de P" , il répondrait
ainsi a la question de Nether -malheureusement la démonstration

n'est pas plus rigoureuse que les précédentes.

Il semble que les résultats de Fanc aient été largement acceptés
par ses contemporains (cf. par exemple [G]). Des réserves sont appa-
rues plus tard : un exposé critique des travaux de Fano se trouve
dans le livre de Roth [R]. Roth conclut qu'aucune des démonstrations
de Fano n'est a 1'abri de la critique. Il poursuit en exhibant, a
son tour,un contre-exemple "rigoureux'" au probleme de Lroth : il
s'agit du "solide d'Enriques'", obtenu en normalisant une sextique
dans P" astreinte a passer doublement par 6 plans, intersections
deux a deux de 4 hyperplans en position générale. Roth démontre que
cette variété est unirationnelle, puis que son groupe de Picard admet
un élément de torsion, ou, ce qui revient au méme, qu'elle n'est pas

simplement connexe. Puisque le m_, est un invariant birationnel, une

telle variété est certainement i;rationnelle. Malheureusement
(pour Roth), Serre démontrait quelques années plus tard qu'une
variété unirationnelle est toujours simplement connexe [Se] !
L'erreur de Roth provient de ce que le solide d'Enriques possede

des singularités isolées en dehors des 6 plans doubles [Ty] .

I1 a en fait fallu attendre 1970 pour que le probleme de Liiroth
soit résolu, et ce par 3 paires de mathématiciens, schématisés dans

le diagramme suivant



auteurs exemple méthode
Clemens-Griffiths cubique dans P4 jacobienne intermédiaire
Iskovskikh-Manin quartique dans P4 automorphismes birationnels
Artin-Mumford spécial (cf. § 9) torsion de HS(X,Z)

Le probleme de Liroth est cependant loin d'étre entierement résolu.
En effet, le diagramme ci-dessus montre que des variétés d'un type
extrémement simple (hypersurfaces de bas degré dans P4) sont unira-
tionnelles et non rationnelles. Des lors, la question se pose de dis-
poser de criteres permettant d'affirmer qu'une variété donnée est ou
n'est pas rationnelle. Le but de cet exposé est de montrer que les
méthodes 1 et 2 permettent dans une certaine mesure de répondre a
cette question en dimension 3. Le probléme est par contre entierement

ouvert en dimension > 4 (cf. § 10).

4. LES CANDIDATS.

I1 s'agit ici de décrire une classe assez générale de variétés
lisses X parmi lesquelles figurent d'éventuels contre-exemples. Une
condition nécessaire, d'apres ce qui précede (§ 2),est que tous les
espaces de tenseurs contravariants holomorphes soient nuls, c'est-a-

dire
HO(X,(Q;)®R) =0 pour tout k=1 .

Cette condition décrit une classe intéressante de variétés, mais
certainement trop large pour qu'on puisse espérer une classification.
I1 est raisonnable, pour simplifier, d'ajouter la condition b2= 1

(équivalente a Pic(X)=Z) . On obtient alors les variétés de Fano de

premiére espéce, qui ont été classifiées par Iskovskikh [I 1,2]. Pour

énoncer ses résultats, notons H

X
a sz —er, ou r est un entier >0 qu'on appelle 1l'indice de X. On

le générateur ample de Pic(X) ; on

a alors
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Théoreme : Soit X une variété de Fano de premiére espece, d'indice r.

(i) On ar<4; sir=4 (resp- r=3), X est isomorvhe a P°

(resp. a une quadrique lisse de pt ).

(ii) Si r=2, X est isomorphe a 1'une des variétés lisses suivantes :

(A,) hypersurface de degré 6 dans 1'espace projectif quasi-homogéne
P(1,1,1,2,3) ;

(A,) revétement double de Ps ramifié le long d'une guartique ;

2 4
(A3) cubique dans P ;
(A4) intersection de deux quadriques dans Ps;
(As) section linéaire (dans le plongement de Pliicker) de la

grassmannienne G(2,5) .

(iii) Si r=1, X est isomorphe a 1l'une des variétés lisses suivantes :

(Bz) revétement double de P° ramifié le long d'une sextique ;

(B4) quartique dans P4;

(Ba) revétement double d'une quadrique Q de P4, ramifié le long

d'un_diviseur découpé sur Q par une guartique de P4;

(BG) intersection d'une quadrique et d'une cubique dans P° 3

(BS) intersection de trois quadriques dans PG;

(B10) section quadratique de G(2,5) ;

(B14) section linéaire de G(2,6) ;
(Bd) (d=12,16,18,22) une variété de degré d dans PP

d/2 +2

Les résultats positifs sur la rationalité ou l'unirationalité

de ces variétés sont classiques ; ils sont essentiellement dus a Fano :

Proposition : Toutes les variétés de Fano de lére espece sont unira-

tionnelles sauf (peut-&tre) les types A, By et B, .

B sont rationnelles.

Les variétés de type A4, A5; B12, B16’ 18

Certaines quartiques sont unirationnelles [Sg] ; on ignore tout
quant a l'unirationalité de la quartique générique, ainsi que des
variétés de type A1 et B2- Certaines variétés de type B22 sont ration-
nelles ; Iskovskikh affirme qu'elles le sont toutes, mais sa démonstra-

tion est incomplete.

Ces résultats se démontrent par des méthodes projectives classi-
ques : par exemple, soit X une intersection de deux quadriques dans

Ps (type A4) 3 la projection depuis une droite contenue dans X
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définit une application birationnelle de X dans P3 « Nous verrons plus

loin (§ 6) une démonstration de l'unirationalité des types Ag et Bg.

5. LA JACOBIENNE INTERMﬁDIAIRE.

L'outil utilisé par Clemens-Griffiths [C-G] est la jacobienne
intermédiaire. Je me bornerai a la définir dans un cas tres particulier,
celui d'une variété X de dimension 3 (lisse, projective) vérifiant
HO(X,Q;)= 0. Dans ce cas la décomposition de Hodge de HE(X,C) s'écrit
simplement

(x,0) = 2 lgnt? |

2,1

ou H et Hl’2 sont deux sous-espaces complexes conjugués de H3(X,E)

(on considere H3(X,C) comme le complexifié de H3(X,R) , ce qui le munit
d'une conjugaison complexe). Cette propriété de conjugaison entraine
que la projection de Hs(X,Z) dans Hl’2 est un réseau, de sorte que le

1’2/H3(X,Zi) est un tore complexe J(X), appelé jacobienne

1,2

quotient H

intermédiaire de X. De plus, la forme (a,B)r -2i I o AB sur H
X

possede les propriétés suivantes

- c'est une forme hermitienne positive séparante sur H1"2 H

- sa partie imaginaire induit sur Hs(x,z) le cup-produit, c'est-a-dire

une forme alternée unimodulaire (a valeurs entieres).

Elle définit par conséquent sur J(X) une polarisation principale,

autrement dit un diviseur théta, bien défini a translation pres (cf.
par exemple [M1]). La jacobienne intermédiaire est donc dans ce cas

une variété abélienne principalement polarisée, et c'est toujours ainsi

que nous la considererons.

La construction précédente est strictement parallele a celle de
la jacobienne d'une courbe ; de fait la jacobienne intermédiaire joue,
pour les variétés qui nous occupent, le méme role fondamental que la
jacobienne pour les courbes. Je me contenterai de mentionner ici d'une
part qu'elle intervient dans 1'étude des cycles de dimension un sur X,
et d'autre part qu'on peut espérer qu'elle détermine la variété X
(probleme de Torelli). Mais son importance dans les questions de ra-

tionalité vient du résultat suivant ([C-G], cor. 3.26) :
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Proposition : Si la variété X est rationnelle, J(X) est isomorphe a

une jacobienne ou un produit de jacobiennes.

Par jacobienne on entend la jacobienne d'une courbe ; d'autre
part il s'agit bien siir d'un isomorphisme de variétés abéliennes pola-

risées.

Esquisse de démonstration : On vérifie d'abord, par un calcul cohomo-

logique facile, que lorsqu’'on éclate une courbe lisse B dans X, la
jacobienne intermédiaire de la variété éclatée est le produit de J(X)

et de J(B). 8i X est rationnelle, il existe d'apreés Hironaka un diagramme

ou € est composé d'un nombre fini d'éclatements de points ou de courbes
lisses, et ou T est un morphisme birationnel. D'apres ce gqui précede,
J(R) est un produit de jacobiennes, et J(X) en est un facteur direct.
Or une variété abélienne principalement polarisée se décompose de
maniere unique en produit de facteurs irréductibles, ces facteurs
correspondant aux composantes irréductibles du diviseur théta. La
proposition résulte alors de ce que les jacobiennes sont irréductibles

(leur diviseur théta est irréductible par le théoréme de Riemann).

Le probleme de Liroth rejoint ainsi un autre probleme classique,

le probleme de Schottky : déterminer, parmi toutes les variétés abé-

liennes principalement polarisées, celles qui sont des jacobiennes.
Notons que les premieres dépendent de % g(g+1)-modules et les secondes
de 3g-3, de sorte que le probleme est (hautement !) non trivial des
que g>4. Parmi les propriétés géométriques des jacobiennes, une con-
séquence facile du théoréme des singularités de Riemann fournit un

critére commode

- le lieu singulier du diviseur ® d'une jacobienne est de codimension

< 4 dans la jacobienne.
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Andreotti et Mayer ont prouvé que cette propriété n'est pas treés

loin de caractériser les jacobiennes, cf. [A-M].

On notera qu'un produit de variétés abéliennes a un diviseur
réductible, qui a donc un lieu singulier de codimension 2. Pour prou-
ver que la variété X n'est pas rationnelle, on cherchera donc a montrer
que le diviseur ® de J(X) est peu singulier. Il faut pour cela dis-
poser d'une description déométrique de J(X). On est loin de savoir
répondre a cette question en général, ne serait-ce que pour les varié-
tés de Fano. Nous allons décrire maintenant une classe de variétés pour

lesquelles une telle description existe.

’
6. FIBRES EN CONIQUES.

Définition : On dit que la variété X est fibrée en coniques s'il

existe une surface rationnelle S et un morphisme f: X- S dont les

fibres sont des coniques (éventuellement dégénérées).

Il est facile de voir que toute variété admettant une applica-
tion rationnelle sur P2 dont la fibre générique est une courbe ra-

tionnelle (ou, en langage ctlassique, une congruence rationnelle du

ler ordre de courbes rationnelles) est birationnellement équivalente

a un fibré en coniques. On décrit donc ainsi une classe de variétés

qui semblent "assez proches' d'étre rationnelles.

Sous les hypotheses de la définition, on vérifie facilement
qu'il existe une courbe CcCS telle que
- si pesS-cC, f_j(p) est une courbe rationnelle lisse ;
- si p est un point lisse de C, f—1(p) est réunion de 2 courbes
rationnelles se coupant transversalement j
- si p est un point singulier de C, f_1(p) est une droite double ;

p est alors un point double ordinaire de C .
On dit que C est la courbe discriminante du fibré en coniques.
On ignore si tout fibré en coniques est unirationnel (cf.§ 10). On a

cependant le résultat suivant, di a Enriques

Proposition : Soit f: X-S un fibré en coniques, et soit R<X une

surface rationnelle telle que la restriction de f é R soit surjective,
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de degré d. Alors la variété X est unirationnelle ; plus précisément,

il existe une application rationnelle dominante Ps-— »X de degré d.

Démonstration : Traitons d'abord le cas d=1. Alors la fibre géné-

rique de f est une conique sur le corps K=€(x,y), qui admet un point
1
K

stéréographique !), ce qui entralne que X est rationnelle. Le cas

rationnel sur K ; elle est donc K-isomorphe a P (par projection

général s'en déduit par le changement de base R~ S.

Exemples : 1) La cubique de pt.

Soit X une cubique (lisse) dans P4 , et soit XE la variété obtenue
en éclatant une droite £ contenue dans X. La projection de centre £
définit un morphisme f: XZ-]P2, qui fait de X, un fibré en coniques.
La courbe discriminante CC:]P2 est de degré 5.

Notons E le diviseur exceptionnel dans 1'éclatement de £ ; la restric-

tion de f a E est surjective, de degré 2. Ainsi X est unirationnelle.

2) L'intersection de 3 quadriques dans PG.

Soit X une variété de ce type. Notons T le réseau de quadriques
de PG contenant X ; c'est un plan projectif. Choisissons une droite £
contenue dans X ; notons G, la variété (isomorphe a P4) des 2-plans
de PG contenant £ . Soit QI(X) la sous-variété de ﬂ><Gz formée des
couples (q,m) tels que "cq. La projection f: QE(X)-oTr fait de Q,(X)
un fibré en coniques. On vérifie immédiatement que la sous-variété de
GZ formée des plans contenus dans une quadrique q est singuliere si
et seulement si q l'est, de sorte que la courbe C est 1'ensemble des
quadriques singuliéres de T ; elle est définie par 1'annulation d'un
déterminant symétrique d'ordre 7, a coefficients linéaires, et par
suite est de degrée 7.

Notons XL la variété obtenue en éclatant £ dans X, et S la sous-
variété de H)(Xl formée des couples (q,x) tels que <f,x>cq (on dési-
gne par <f,x> le plan engendré par £ et x ; ce symbole a un sens pour

tout x€X,). On a un diagramme

ﬁi///// \\\\:s avec alq,x) = (q,<&,x>) .

X, Qz(x)

I1 est immédiat que Py et a sont des morphismes birationnels, de
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sorte gue X est birationnellement équivalent au fibré en coniques
Q,(X) .

De nouveau le diviseur exceptionnel dans 1'éclatement de £ se

projette surjectivement sur I (le degré est 4). Ainsi X est uniration-

nelle.

3) Autres exemples.

Les variétés de Fano de lére espeéce ne sont pas des fibrés en
coniques ; mais elles le deviennent par des spécialisations convena-
bles si on leur permet d'acquérir des singularités. Citons par
exemple (cf. [B1])

- le revétement double de P3 ramifié le long d'une quartique,
lorsque celle-ci admet au moins un point double ordinaire ;

- la quartique avec une droite double ;

- 1'intersection dans Ps d'une quadrique et d'une cubique contenant

un plan.

L'importance des fibrés en coniques pour les questions de ratio-

nalité vient du théoreme suivant

Théoreme : Soit X un fibré en coniques sur'lP2 - 8i le degré de la

courbe discriminante C est » 6, J(X) n'est pas isomorphe a une jaco-

bienne (ou un produit de jacobiennes). En particulier, la variété X

n'est pas rationnelle.

La démonstration de ce théoreme consiste d'abord a décrire géo-
métriquement J(X). On observe gue la courbe C est munie naturellement
d'un revétement double E-C, correspondant aux deux composantes des
coniques singulieres f—j(p) pour p€ C. Mumford a prouvé que J(X) est

isomorphe a la variété de Prym associée a (C,C) (cf. [B1])) ; il a

d'autre part montré que le lieu singulier du diviseur ® d'une variété
de Prym est de codimension > 5 sauf pour un petit nombre d'exceptions
([M2], et [B2] pour le cas ou C a des points doubles).Il reste a
s'assurer qu'une courbe plane de degré au moins 6 ne rentre pas dans
ces exceptions, ce qui est facile.

Corollaire : Les variétés de Fano de type A B, et B sont irra-

3" 8 — T14

tionnelles.
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3
exemples 1 et 2 (je triche un peu pour la cubique, dont la courbe

Pour les types A_ et BS’ cela résulte du théoreme et des

discriminante est de degré 5 ; une étude plus précise montre que le

théoreme s'étend a ce cas). Fano a montré qu'une variété de type B

14
est birationnellement équivalente a une cubique de pt [F3].
’ s
7. IRRATIONALITE GENERIQUE.
La méthode des jacobiennes intermédiaires permet de régler
génériquement les cas encore en suspens
Théoreme [B1] : Une variété de Fano générique de type A1, A2, 82, B4,
t s .
B4, B6 ou B10 est irrationnelle.

De manieére précise, il est clair que 1l'ensemble des variétés
de chaque type considéré peut eétre paramétré par une variété irré-
ductible T ; il existe une sous-variété Z de T, distincte de T, telle

que les variétés paramétrées par T -Z soient irrationnelles.

Nous allons montrer en fait que la jacobienne intermédiaire
d'une variété de T-7Z n'est pas une jacobienne ou un produit de jaco-
biennes ; comme cette propriété est ouverte, il suffit de le prouver
en un point de T-Z. La démonstration repose alors sur le lemme

suivant

Lemme : Soient S une courbe lisse, X~ S une famille de variétés

projectives de dimension trois, o un point de S. On suppose que :

. . [ 3
- pour s£o, la fibre X_ est lisse, et H (XS,QXS)= 0 ;

- Xo n'a que des points doubles ordinaires ; si Xé désigne

la variété lisse obtenue en éclatant ces points doubles, J(X;)

n'est pas isomorphe a une jacobienne ou un produit de jacobiennes.

Alors il existe un ouvert non vide U de S tel que J(Xu) ne soit pas

une jacobienne (ou un produit de jacobiennes) pour tout ué€U.

Démonstration : Notons Qg 1'espace des modules des variétés abéliennes
principalement polarisées de dimension g (quotient du demi-espace de
Siegel par le groupe modulaire), avec g:-% b3(xs)' La famille

PPN R . P i S- 0= . 1'h -
J(xs)SES—o définit une application clas51flante i. S-o _gg 3 1'hypo
these sur X entraine que ¢ se prolonge en c: S—‘Og, ou ag désigne la



27

compactification de Satake de ag- On a ensemblistement

a, = auae,_U...ua

et le point c(o) de 6g est la classe de J(Xé) dans Qpc:&g, avec
p=dim J(Xé) <g. Soit d'autre part Jg 1'ensemble des points de ag
correspondant aux jacobiennes et aux produits de jacobiennes ; il
est fermé dans ag’ et son adhérence dans Eg est
J =J UyJ . U-.-UJ
g g &1 o
Comme E(O)Z:Tg par hypothése, il existe un voisinage ouvert U

de a dans S tel que E(U)eré:zﬁ, d'ou le lemme.

Pour achever la démonstration du théoréme, il reste a mettre
en évidence, dans chaque cas, une déformation X—=S possédant les
propriétés du lemme, et telle que X; soit un fibré en coniques. Je
me contenterai d'indiquer quelques exemples. Si 1l'on projette une
intersection de 3 quadriques depuis une droite générale contenue
dans la variété, on obtient une quartiquex0 avec 17 points doubles
ordinaires que 1'on peut déformer en une quartique générique. En
projetant de nouveau depuis un point double de Xo, on obtient le
type B2 ; en faisant acquérir a 1l'intersection de 3 quadriques un
point double ordinaire et en projetant depuis ce point, le type

B etc.

6 R4

Remarque : La méthode s'applique bien entendu a d'autres variétés

que les variétés de Fano.

8. LES TRAVAUX D'ISKOVSKIKH ET MANIN.

Les résultats d'Iskovskikh et Manin sont les suivants :

Théoreme : Les variétés de Fano de type B2, B4, Ba, B6 sont irra-

tionnelles.

Les démonstrations reprennent les idées de Fano (essentiellement

celles de [F2]) en les complétant. Elles sont longues et difficiles,
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et j'avoue ne pas avoir tout lu. Je vais me borner a indiquer les
énoncés qui conduisent au théoreme.
Pour une variété X de type B2 ou B Iskovskikh et Manin prou-

vent dans [I-M] (cf. aussi [I3])

4 9

~ Toute application birationnelle de X dans une variété de Fano

de lere espéce est un isomorphisme.

En particulier, le groupe des automorphismes birationnels de X
est fini, et X n'est pas birationnellement équivalente a Ps-

La situation est plus compliquée pour les types Ba et BG’
car la variété X admet alors des automorphismes birationnels qui ne
sont pas partout définis. La méthode d'Iskovskikh dans [I3] consiste
a mettre en évidence certains de ces automorphismes ; notant B(X)
le groupe qu'ils engendrent, il obtient 1'énoncé suivant :

- 8Si x:X-V est une application birationnelle de X dans une

variété de Fano de 1ére espéce, il existe y€ B(X) tel que x° y soit

un_isomorphisme.

P . . . . iz 3
I1 en déduit en particulier 1'irrationalité de X (prenant V=1P") ,
ainsi que des renseignements profonds sur la structure du groupe des

automorphismes birationnels de X.

Signalons pour terminer que ces méthodes s'appliquent avec

succeés aux fibrés en coniques :

Théoreme [S] : Soit X=S un fibré en coniques, dont la courbe dis-

criminante C vérifie |4KS-+C|;£ﬂ. Alors tout automorphisme biration-

nel de X préserve la fibration, et X est irrationnel.

Pour S = P2 , ce résultat est moins fort que le théoreme du § 6 ;

mais en éclatant des points dans Pz , Sarkisov domnne des exemples de

fibrés en coniques X irrationnel avec HJ(X,Z” =0 (la courbe C est

alors une courbe elliptique). Il n'est pas clair qu'il existe de

tels exemples avec X unirationnel.

9. L'EXEMPLE D'ARTIN-MUMFORD.

La méthode de [Ar-M] sort un peu du cadre de cet exposé, puisqu'elle

ne s'applique pas aux variétés de Fano ; elle a cependant 1'avantage
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de fournir un critere d'irrationalité en toute dimension. Elle est

basée sur le résultat suivant

Proposition : Pour une variété projective lisse X, le sous-groupe

de torsion de H3(X,Z) est un invariant birationnel.

La démonstration est analogue a celle de le proposition du § 5,

mais plus facile.

Il s'agit donc de construire des variétés unirationnelles X
pour lesquelles H3(x,z) contienne des éléments de torsion. Voici
une description géométrique de 1'exemple d'Artin-Mumford. Soit T
un systeme linéaire de quadriques de P3 , de dimension projective 3,
vérifiant les conditions de position générale suivantes

(i) T n'a pas de point-base ;
(ii) si £ est une droite singuliere pour une quadrique de T,

les antres quadriques de T ne contiennent pas £ .

Notons G la grassmannienne des droites de P3 ;3 soit R la sous-
variété de G formée des droites contenues dans un pinceau de quadri-

ques de T. On sait que R est une surface d'Enriques, appelée classi-

quement congruence de Reye (cf. [B3], p. 136). Posons

G={U,e6xT | £cq} .

A
I1 est immédiat que la projection G- G n'est autre que 1'éclatement

A
de R dans G. Notons f: G-T 1la seconde projection ; pour q€7, la
fibre f_1(q) s'identifie a 1'ensemble des génératrices de q . L'appli-
cation f se factorise donc en

A

f: G Ex _li;1T ,
ou T est un revétement double, ramifié le long de la quartique de T
correspondant aux quadriques singulieres. Celle-ci a dix points

doubles ordinaires Syreeess ,correspondant aux quadriques de rang 2

10
de T 3 on a n—l(si)= [pi}, ou p; est un point double ordinaire de X'.
On note X la variété (lisse) obtenue en éclatant les points Pyre==1Pyp

dans X. On voit facilement que X est unirationnelle (cf. § 6, exemple

3).
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Proposition : Le groupe H3(X,Z) contient un élément d'ordre 2.
Démonstration : Nous noterons Qi la diviseur exceptionnel de X au-

dessus de P; 3 on pose U=X'~- {pl,... }etv=g™ (U). Le morphisme

P
g: VU est une fibration en droites pr;gectlves, tandis que
Pi = g_l(pi) est ia réunion de deux plans se coupant en un point. La
cohomologie considérée dans ce qui suit est toujours a coefficients
entiers.

a) Le groupe H4(G) contient un élément d'ordre 2 : il est en effet
isomorphe a H4(G)€BH2(R), et Cl(R) est un élément d'ordre 2 dans
B2(R).

b) I1 en est de méme de Hi(V), a cause de la suite exacte
3 4 4 4
@ H (Pi) —_ HC(V) —>H(G) — & H (Pi)
i i

et des relations H (P ) =0, n? (P )=ZDZ .

c) Le groupe H (U) est sans tor51on , en effet H (X) est sans tor51on
puisque X est slmplement connexe, et H (U) est un sous-groupe de H (X)
puisque H (Q ) = O .

d) Le groupe H (U) contient un élément d'ordre 2. En effet, la suite

exacte de Gysin pour la fibration en sphéres g: V-=U s'écrit
1 e .4 g 4 By 2
H(U) — H (U) == H (V) —>H (V)

ou e désigne le cup-produit avec la classe d'Euler du fibré en spheres ;
celle-ci est annulée par 2. S8i Im(e)£0, 1'assertion est claire ; sinon
1'e1ement d'ordre 2 de H_ (V) provient (d'apres c)) d'un élément d'ordre
2 de H_ Yy .

e) Pulsque H (Q ) =0, le groupe Hi(U) est isomorphe a un sous-groupe
de H (X) B ce1u1—c1 contient donc un élément d'ordre 2, et il en est
de méme de H°(X) par dualité de Poincaré et par la formule des coefficients

universels.

Remarques : 1) Pour tout n, la variété Xx P" est unira tionnelle
et non rationnelle (puisque B3 (X x P" +Z) contient un élément d'ordre 2).

2) La variété V est une variété de Severi-Brauer au-

dessus de U, ce qui signifie que la fibration g: V-U n'est pas la

fibration projective associée a un fibré vectoriel : en effet dans
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le cas contraire, V serait birationnellement équivalente a X x Pl B

donc irrationnelle. Un argument formel montre que V s'étend en une

variété de Severi-Brauer au-dessus de X .

10. PROBLEMES OUVERTS.

1) Compléter les résultats pour les variétés de Fano.

I1 est possible qu'une étude détaillée de chaque cas, dans le
style de [C-G], fournisse la réponse. Il serait plus intéressant de

comprendre la question suivante

2) Toute déformation (lisse) d'une variété irrationnelle de

dimension 3 est-elle irrationnelle ?

Notons qu'une spécialisation d'une variété rationnelle de dimen-

sion 3 est rationnelle [T].

3) Fano observe souvent que la série des variétés de Fano "s'approche
de la rationalité" quand le degré croit. Il en est de méme lorsqu'on
impose un nombre croissant de points doubles a une variété donnée-

Peut-on donner un sens précis a ces assertions expérimentales ?

4) Donner des criteres en dimension > 3, applicables aux variétés

usuelles. En particulier :

5) Prouver qu'une cubique générique de dimension 4 est irrationnelle.

Il existe une famille de codimension un de cubiques de P5 qui sont
rationnelles ; conjecturalement , la réponse a la question 2 devrait

donc étre négative en dimension 4.

6) Signalonsun probleme de Zariski

Si Xfo] est rationnelle, la variété X est-elle rationnelle ?

Elle est évidemment unirationnelle. Notons qu'on a construit
au § 9 une variété irrationnelle X admettant une variété de Severi-

Brauer ("forme tordue'" de Xx'Pi) rationnelle.

7) On rencontre souvent dans les problemes de modules des variétés
du type V/G, ou G est un groupe semi-simple complexe opérant linéai-
rement sur l'espace vectoriel complexe V. Ces variétés sont-elles

toutes rationnelles ? Si H est un sous-groupe fermé de G, l'espace

homogene G/H est-il rationnel ?
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L'espace des modules des courbes de genre g est unirationnel

pour g< 10. Est-il rationnel ? J'ignore la réponse des gque g= 3.

Les problemes d'unirationalité semblent a 1'heure actuelle
encore plus inaccessibles, vu 1'absence totale de méthodes existantes.
Voici trois questions classiques, qui sont d'ailleurs liées entre

elles.

8) Donner un exemple de variété X non unirationnelle, telle que

HO(X,(Q;)®k)= 0 pour tout k.

9) Une quartique générique de pt est-elle unirationnelle ?

10) Donner un exemple de fibré en coniques non unirationnel.

Un candidat possible, suggéré par Enriques, est 1'hypersurface
de degré A4 dans P4 contenant une droite avec multiplicité (d-2),

pour d=35.
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