Master 2 Agrégation, Mathématiques, Université de Nice Sophia-Antipolis,
UES - 7 - Transformée de Fourier.

Les fonctions considérées sont a valeurs complexes. On rappelle la notation multi-indice : si
a=(ay,...,aq) ENY etz = (x1,...,74) € R alors on note 2% = 2 ... 29, |a| = a1+ - - -+ ay,

la
aaf: d f

a1 a9 (e %
O0x{'0x5* ... 0z

Pour une fonction f € L'(R%), on note f : R? — C sa transformée de Fourier, définie par :

Fle) = —— e T f(x)da
F6) = oy [ ¢ @)

Exercice 1 (Régularité de f)
Soit f,g € L'(R?).

1) Montrer que f est une fonction continue, bornée sur R% et telle que ‘ ‘lim F(&) =0.
€[ —+o0

2) Montrer que si on suppose que f € C*(RY), avec 9°f € L'(R?) pour |o| < k, alors
() = e f(e).
3) Montrer que si on suppose que |z|*f € L*(R?), alors ]?6 C*(Rr?), avec, pour |a| < k,
0" (&) = (=)ae 1 (€).

4) Quelle relation lie f/;k\ g, ]?et g7
Exercice 2 (Transformée de Fourier de la Gaussienne)

On cherche & calculer la Transformée de Fourier de f(z) = e *" avec z € R.

1) Premiére technique : passage dans C. Posons, pour z € C, F(z) = [ e**e~"" dx. Montrer
que F est holomorphe sur C et qu'elle coincide sur C avec G(z) = /me* /%,

2) Seconde technique : utilisation d’une équation différentielle. Quelle équation différentielle
vérifie f 7 En déduire une équation différentielle vérifiée par f et conclure.

Exercice 3 (Formule d’Inversion de Fourier)

Nous allons montrer que : si f € L'(R%) et f € L'(R%), alors f a un représentant continu,
borné, tendant vers 0 a 'infini et

_ GTE T
@) = s | e Tiepde

Pour simplifier la présentation, nous ferons le cas d = 1.

—ZzT

1) En s’inspirant du 1) de 'Exercice 2, obtenir la Transformée de Fourier de f(z) = e **" avec

z €R et Rez > 0.

2) Montrer que lim [ ™ e~e€ f(é’) d¢ = /Remf f(f) dg.

e—0 R

3) Montrer que % /Re“”f e F(&) dE = % /}R e f(z + 2v/eu) du.



4) Conclure a la Formule d’Inversion de Fourier.

5) Montrer que si f € L'(RY) et ]?: 0, alors f = 0 p.p. Qu’est-ce que cela entraine sur la
Transformée de Fourier sur L' (R?) ?

Exercice 4 (Transformée de Fourier dans L?(R%))

Nous allons montrer tout d’abord le Théoréme de Plancherel : si f € L' N L?(R?), alors
Fe L2(RY) et R
1122 = [[f1] 22
Pour simplifier la présentation, nous ferons le cas d = 1.

1 .
et ¢, (t) = eI/ Montrer que o, (r) = — / e, (t) dt, et
R

1 P n — =
) Posons ¢, (x) o

n
(1 4+ n2a?)
pour f € L'(R), que ¢, * f(z) = % /}R e, (8) (1) dt.

2) Posons f(z) = f(—x) et g = f * f. Quelle est la Transformée de Fourier de g ? Montrer
que g est intégrable, continue et bornée. Montrer que ¢, * g(0) = 9(0). Conclure au Théoreme
n—-1+00

de Plancherel.

3) Montrer que la transformation de Fourier sur L' N L? se prolonge donc en un isomorphisme
isométrique L?(R?) % L*(RY).

Références : Faraut, Willem, Zuily



