
Mathématiques, Université de Nice Sophia-Antipolis,
L2 - Analyse 3 - Fiche 4 - Séries de fonctions.

Exercice 1 (Convergences simple, uniforme et normale)

Soient les séries de fonctions dé�nies par le terme général :

1) fn(x) =
x

n
, 2) gn(x) =

x

n2
, 3) hn(x) =

sin(nx)

n2
,

4) wn(x) = nx2e−nx, 5) un(x) =
e−nx

n+ 1
.

Étudier la convergence simple de ces séries de fonctions puis les convergences normales et uni-
formes sur l'ensemble de convergence simple ou à défaut sur des sous-ensembles bien choisis de
cet ensemble.

Exercice 2 (Continuité et dérivabilité de séries de fonctions)

Étudier la continuité, puis la dérivabilité des séries de fonctions dé�nies par le terme général :

1) fn(x) =
cos(nx)

n3
, 2) gn(x) =

e−nx

n2 + 1
, 3) hn(x) = −

x

n(1 + n2x)
, 4) un(x) = nxe−x

√
n.

Pour la question 3), on fera l'étude pour x ≥ 0.

Exercice 3 (Calcul de la somme d�une série de fonctions à l'aide de la dérivation)

Soit la fonction F dé�nie comme la somme de la série de fonctions

F (x) =
+∞∑
n=1

fn(x), où fn(x) =
1

n
cosn x sinnx.

1) Étudier la convergence uniforme des séries de fonctions
∑
fn et

∑
f ′n sur les intervalles

[a, π − a] pour tout a ∈ ]0, π/2[.
2) Montrer que

F ′(x) =
+∞∑
n=1

cosn−1(x) cos((n+ 1)x)

pour des valeurs de x que l'on précisera.
3) Simpli�er l'expression précédente et en déduire une expression de la somme F .

Exercice 4 (Interversion d'une somme et d'une intégrale)

Montrer que ∫ 1

0
xx dx =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

nn
.

On supposera connue l'égalité

ex =
+∞∑
n=0

xn

n!

valable pour tout x ∈ R.
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