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Exercice 1 (Définition et calcul de sommes)

1) En utilisant une décomposition en éléments simples, calculer les sommes par-
tielles, puis en déduire la nature et la somme éventuelle des séries de terme général

1 2 1
n(n+1)

Uy = P (n>1).

2) Montrer que pour tout n > 2,

no 1 1
/ —dr > —

_n2‘

En montrant que les sommes partielles de la série > % sont majorées, établir la
convergence de Y # En déduire celle de %

3) En admettant que la somme de cette derniere série vaut >>t°) & = e, étudier
la nature puis calculer la somme des séries de terme général (n > 1) :
n+1 n?
Wy = ) Tp = —-
n! n!
Exercice 2 (Nature de séries)
Etudier la nature des séries suivantes de terme général wu,,.
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(Pour le p), on calculera u,1/u, et on se rappellera que x > In(1 + z).)

Exercice 3 (Equivalents, signe constant et développements limités)

1) Soit u,, = (_\/lﬁ)n —i—% et v, = %—i—# Montrer que u,, et v, sont équivalentes
en 400, puis étudier la nature des séries de terme général u,, et v,.

2) Etude de la nature de la série de terme général u,, = %, (on mettra
% en facteur, puis on fera un développement limité). Comparer u,, avec %

3) Etudier la nature de la série de terme général

Up = V13 + an — Vn2 + 3.
Exercice 4 (Comparaison série-intégrale)

1) Soit f :]0, +oo[— R continue et décroissante. Montrer que pour n > 2,

[T rwar< foy < [ g



2) Utiliser la question 1) pour donner un équivalent simple de ) ,_, 7z lorsque
n — +00.

3) Retrouver le résultat précédant en utilisant la suite v, = = — #1

4) Par une technique analogue au 1)-2), trouver un équivalent simple lorsque n

tend vers +oo de A, =1+ v2+V3+ ...+ /n.
Exercice 5 (Une différence entre séries et intégrales)

Soit f : [0, +00[— R continue. Quels liens existent entre [,;F> f(¢) dt converge et
f(x) — 0 lorsque z — +o0 7

Soit (an)n>0 une suite réelle. Quels liens existent entre la convergence de la suite
(a,) et la convergence de la série de terme général a,,. En particulier, quels sont les

liens entre Y% a,, converge et a,, — 0 lorsque n — +o00 ?
Donner des contre-exemples aux propriétés fausses.

Exercice 6 (Termes suivants du développement)

1) Montrer que H, =1+ % + ...+ % est équivalent a Inn quand n — +o0.

2) On pose U, = H, —Inn. En trouvant un équivalent de U, ; — U,,, montrer
que la série de terme général U, ;1 — U, est convergente. En déduire que la suite de
terme général U, est convergente, on note v sa limite.

3) On pose V,, = H, — Inn —~. Montrer que la série de terme général V,, ;1 —V,,
est convergente en donnant un équivalent de V,, 1 — V.

4) Lorsque (an)n>1 €t (bn)n>1 sont deux suites telles que a,, D b,, sous quelles
hypothéses vues en cours peut-on comparer ».;_;ai et > y_;br. Meéme question
pour Z o aj et Z

5) En utilisant les deux questions précédantes, montrer que V,, est équivalent a
3 TA -

6) Conclure que H, =Inn+ v+ 5 + WO (%) .

Exercice 7 (Equivalent d’une suite a I’aide d’une série)

On considere la suite définie par u,,1 = sin(u,) pour n > 1 et ug €]0, ].

1) Montrer que u,, — 0.

2) Soit o € R, montrer que (sin(u,))* = uf — Sul** + ng()(}(uﬁ“).

3) Donner un choix de « simple au vu de la formule précédante pour lequel la
série de terme général u;,, , — u;, est divergente.

4) En déduire, en utilisant le résultat du cours sur les équivalents de séries
divergentes, un équivalent de u,, quand n — +oc.
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On pose u,, = % pour n € N*.

, T . 1
1) a) Donner le développement limité & 'ordre 2 au point 0 de x +— .

4713 __ sinn 1 SIH(QTL) \ __ sin(n) cos?(n)
b) En déduire que u,, = N +vp + n_groo(vn), OUVUp = 32

2) Etudier la nature de la série Y v,.
3) a) Rappeler la valeur de la somme des N + 1 premiers termes d’une suite

géométrique : si g € C \ {1}, =N g
b) En prenant q = €' et la partie 1mag1naire de la formule du a), en déduire que

‘Zn L sin(n )‘ < M, ot M est une constante (& préciser) indépendante de N.
¢) Que faut-il prendre comme valeur de ¢ pour montrer de méme que
SN sin(2n) est bornée par rapport & N ?
d) Etudier la nature des séries Y % et 3 %f")
4) Déduire du 1)-2)-3) la nature de la série > u,.



