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Théorie du transport optimalet équations aux dérivées partielles géométriques/ Sommaire :
1. Transport optimal statique ����> MONGE-AMPERE(
ourbure gaussienne pres
rite)2. Transport optimal quasi-statique �-> EULER(�uides et plasmas vus 
omme géodésiques -exa
tes ouappro
hées- sur des groupes de transformation 
onservantle volume)3. Transport optimal dynamique ���> BORN-INFELD(surfa
es extrémales dans l'espa
e de Minkowski, 
ordes etMHD sans pression)
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I: QU'EST-CE QUE LE TRANSPORT OPTIMAL?
Au départ, il s'agit d'un simple problème d'OPTIMISATIONCOMBINATOIRE:1. On doit dépla
er N personnes dans l'espa
e eu
lidien Rd;2. DEPUIS leurs positions initiales données : X1, ....,XN3. VERS leurs destinations �nales données globalement maispas individuellement : Y1, ..., YN ;4. Le COUT de transport pour aller de x à y est donné par

c(x, y);5. Une a�e
tation est dé�nie 
omme une bije
tion :
σ : (1, ..., N) → (σ1, ..., σN ), i.e. une PERMUTATION desN premiers entiers.UNE AFFECTATION σ EST OPTIMALE SI ETSEULEMENT SI ELLE MINIMISE LE COUT TOTAL:

N
X

i=1

c(Xi, Yσi
)
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Un exemple important (le seul qui nous intéressera dans 
etexposé) est 
elui du �
oût quadratique�
c(x,y) =

1

2
|x − y|2,où | · | désigne la norme eu
lidienne sur Rd.Algorithmes et 
omplexité?1. Pour des matri
es de 
oût arbitraires, le 
oût de 
al
ulpour trouver l'a�e
tation optimale est au pire de O(N3) 
f.Balinski, Math. Programming 34 (1986),2. Conje
ture : dans le 
as du 
oût quadratique, on devraitdes
endre à O(N log N)(vrai si d = 1). Une telle per
ée aurait de nombreusesretombées!
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Dans le 
as du 
oût quadratique, une a�e
tation σ est optimaleSI ET SEULEMENT SI le ve
teur Z = (Yσi
)i=1,N desdestinations optimales véri�e, ave
 le ve
teur X = (Xi)i=1,Ndes positions initiales, la propriété de MONOTONIECYCLIQUE:Pour tout 
y
le de longueur L ≤ N

i1 → i2 → ... → iL → i1dans {1, ..., N}, on a:
Zi1 ·(Xi1−Xi2 )+...+Zik

·(Xik
−Xik+1

)+...+ZiL
·(XiL

−Xi1 ) ≥ 0(où · désigne le produit s
alaire dans Rd)En parti
ulier (
as des 2-
y
les):
(Zk − Zj) · (Xk − Xj) ≥ 0, ∀ i, j = 1, ..., N
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Un théorème de Ro
ka�ellar nous apprend:Une suite de points (X1, Z1), ..., (XN , ZN ) dans Rd × Rd estCYCLIQUEMENT MONOTONE si et seulement s'il existeune fon
tion CONVEXE Lips
hitzienne Φ,dé�nie sur l'espa
e Eu
lidien, telle que, pour tout i = 1, ..., N ,
Zi ∈ ∂Φ(Xi)
e qui signi�e

Φ(x) ≥ Φ(Xi) + Zi · (x − Xi), ∀x ∈ Rd.Notons que Φ est expli
itement donnée par:
Φ(x) = sup {ZiL

· (x − XiL
) +

L−1
X

k=1

Zik
· (Xik+1

− Xik
)}où le sup est pris sur toutes les suites d'entiers

1 ≤ i1, ..., iL ≤ N .(Hélas 
ette formule semble inutile pour le 
al
ul numérique.)
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Ainsi, on asso
ie un objet de nature CONTINUE, à savoir unefon
tion CONVEXE Φ, à un problème de nature DISCRETE,à savoir le problème d'a�e
tation optimale ave
 
oûtquadratique, dont la solution est une permutation.Cette observation 
onduit à 
onsidérer la version CONTINUEdu problème en laissant tendre N vers ∞.En fait, il se trouve que le premier problème de transportoptimal, traité par MONGE en 1781 dans le�MEMOIRE SUR LA THEORIE DES DEBLAIS ET DESREMBLAIS�,était posé dans un 
adre 
ontinu.Le problème de Monge a été reformulé et généralisé parKANTOROVICH dans les années 1940 
omme un programmelinéaire et résolu par dualité au moins dans le 
as dis
ret.Référen
e : Ra
hev, Rüs
hendorf, Mass transportation problems,Springer-Verlag, 1998.
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VERS LE CONTINUOn 
onsidère les mesures de probabilité
µN =

1

N
(δX1

+ ... + δXN
), νN =

1

N
(δY1

+ ... + δYN
),et on suppose que, lorsque N tend vers l'∞, elles
onvergent respe
tivement vers deux mesures deprobabilité de densités respe
tives α(x)dx et β(y)dy.
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Considérons la MESURE D'AFFECTATION OPTIMALEdé�nie sur Rd × Rd par :
γN =

1

N
(δ(X1,Yσ1

) + ... + δ(XN ,YσN
)),qui donne la probabilité de partir du point x pour arriver à ladestination y (i.e. 1/N si x = Xi et y = Yσi
pour un

i = 1, ..., N).
Alors, quand N → ∞, on a

γN =
1

N
(δ(X1,Yσ1

) + ...+δ(XN ,YσN
)) → δ(y−DΦ(x))α(x)dxoù Φ est une fon
tion CONVEXE.
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THEOREME :TRANSPORT OPTIMAL ET MONGE-AMPERE
YB, C. R. A
ad. S
i. Paris Sér. I Math. 305 (1987) and Comm. PureAppl. Math. 44 (1991), Smith and Knott, J. Optim. Theory Appl. 52(1987), Ca�arelli, J. Amer. Math. So
. 5 (1992) and Ann. of Math. (2)144 (1996)
Etant donnés deux ouverts bornés réguliers U et V dans R

d,ave
 V uniformément stri
tement 
onvexe, deux densitésrégulières α > 0 et β > 0, dé�nies respe
tivement sur U et V ,d'intégrale un, alors il existe une unique appli
ation régulière
DΦ : U → V , dérivant d'un potentiel 
onvexe Φ, telle que:

β(DΦ(x))det(D2Φ(x)) = α(x), x ∈ U.

DΦ est appelée appli
ation de transport optimalde (U, α) vers (V, β).
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Commentaire sur l'équation de Monge-Ampère :
β(DΦ(x))det(D2Φ(x)) = α(x)Cette équation elliptique �
omplèrement non-linéaire� est
lassiquement liée au problème de Minkowski, qui 
onsiste àretrouver le graphe d'une fon
tion 
onvexe 
onnaissant sa
ourbure gaussienne en tous points. Nous avons don
 uneinterprétation inattendue d'une edp géométrique en l'asso
iantà un problème d'optimisation 
ombinatoire.
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UN EXEMPLE D'APPLICATIONDU TRANSPORT OPTIMAL EN GEOMETRIE
Soit Ω un ouvert borné régulier de R

d et B1 la bouleunité.L'INEGALITE ISOPERIMETRIQUE DIT:
|Ω|1−1/d|B1|

1/d ≤
1

d
|∂Ω|UNE PREUVE PAR LE TRANSPORT OPTIMALOn introduit les deux densités:

α(x) =
1

|Ω|
, x ∈ Ω , β(y) =

1

|B1|
, y ∈ B1.Soit DΦ l'appli
ation de transport optimal:

(Ω, α) → (B1, β) , β(DΦ(x))det(D2Φ(x)) = α(x)

=> det(D2Φ(x)) =
|B1|

|Ω|
, x ∈ Ω.
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L'INEGALITE ISOPERIMETRIQUE (SUITE)
On a I =

R

Ω
(det(D2Φ(x))1/ddx = |Ω|1−1/d|B1|1/dpuisque det(D2Φ(x)) =

|B1|
|Ω|

, x ∈ Ω.

Comme (detA)1/d ≤ 1/d Trace(A) est vrai pour toute matri
esymétrique semi-dé�nie positive A, on déduit:
I =

Z

Ω

(det(D2Φ(x))1/ddx ≤
1

d

Z

Ω

∆Φ(x)dx

=
1

d

Z

∂Ω

DΦ(x) · n(x)dσ(x) ≤
1

d

Z

∂Ω

dσ(x) =
1

d
|∂Ω|(puisque l'image de Ω par DΦ est la boule unité B1). Ainsi

|Ω|1−1/d|B1|
1/d ≤

1

d
|∂Ω|s'ensuit. En remontant les inégalités su

essives, on voit aussique l'égalité n'a lieu que si Ω est une boule.
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II:MODELISATION DES FLUIDES ET PLASMASA L'AIDE DU TRANSPORT OPTIMAL

f. YB, Comm. Math. Physi
s 2000, G. Loeper et YB, Geom. Fun
t.Anal. 2004BUT:Dériver et appro
her autant de modèles mé
aniques etphysiques que possible en 
ombinant des dynamiquesélémentaires au transport optimal.
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UNE CARICATURE DE FLUIDES ET PLASMAS
LE MODELE:1. N parti
ules légères (�éle
trons�) se dépla
ent dans l'espa
eeu
lidien Rd et o

upent les positions : X1(t), ....,XN (t)au temps t;2. N parti
ules lourdes (�ions�) sont immobiles et disposéesaux points : Y1, ..., YN pla
és uniformément sur le 
ubeunité;3. Chaque parti
ule légère Xi est atta
hée à une parti
ulelourde Yσi

par un ressort (linéaire);4. L'a�e
tation : σ : (1, ..., N) → (σ1, ..., σN ) est dynamiquede façon à garder minimale l'énergie potentielle totale desressorts.
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Equations obtenues:
ǫ

d2

dt2
Xi + Xi = Yσi

, i = 1, · · ·, Noù ǫ > 0 est �xé et σ = σ(t) est a
tualisée pour garderminimale l'énergie potentielle totale des ressorts:
1

2ǫ
{|X1(t) − Yσ1

|2 + ... + |XN (t) − YσN
|2}.
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CONVERGENCE VERS LE MODELE D'EULERDES FLUIDES PARFAITS INCOMPRESSIBLES
THEOREME (YB, Comm. Math. Physi
s 2000)Pour des données initiales �bien préparées�, lorsque N → ∞ et
ǫ → 0 (ave
 Nǫ8d → ∞),le 
hamp de vitesse (dis
ret) généré par les parti
ules légères, i.e.

dX1(t)

dt

1

N
δX1(t) + ... +

dXN (t)

dt

1

N
δXN (t)


onverge vers le 
hamp de vitesse d'un FLUIDE PARFAITINCOMPRESSIBLE régi par les équations d'EULER (1755).
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DU TRANSPORT OPTIMALA LA MECANIQUE DES FLUIDES
Commentaire sur les EQUATIONS D'EULER :Les équations introduites par Euler en 1755 ont uneremarquable interprétation géométrique. Les mouvements de�uides parfaits in
ompressibles, dans un domaine D de l'espa
eeu
lidien Rd, ne sont rien d'autres que les 
ourbes géodésiquesle long du groupe des di�éomorphismes de D 
onservant levolume, pour la métrique induite par L2(D,Rd).Voir Arnold-Khesin, Topologi
al methods in hydrodynami
s, Springer1998.
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Expli
ation du résultat de 
onvergen
e : Du théorème detransport optimal, on voit que, lorsque N → ∞, ǫ > 0 restant�xé, le 
hamp dis
ret de densité
1

N
{δX1(t) + ... + δXN (t)}et le 
hamp de vitesse asso
ié 
onverge respe
tivement vers des
hamps de densité et de vitesse 
ontinus, notés ρ(t, x) et

v(t, x), régis par les équations d'�EULER-MONGE-AMPERE�
(∂t + v · ∇)v = ∇φ, ∂tρ + ∇ · (ρv) = 0, det(I + D2

xφ) = ρoù ∇ = (∂x1
, ..., ∂xd

) et Φ(t, x) =
|x|2

2
+ ǫφ(t, x) est solution
onvexe en x de l'équation de Monge-Ampère equation asso
iéeau transport optimal de la densité ρ(t, x)dx vers la mesure deLebesgue (normalisée) dx.

Mar
h 13, 2008 21



'

&

$

%

Quand ǫ est in�nitésimal, le système deEULER-MONGE-AMPERE est asymptote au systèmed'EULER POISSON:
(∂t + v · ∇)v = ∇φ, ∂tρ + ∇ · (ρv) = 0, ǫ∆xφ = ρ − 1

qui dé
rit le mouvement d'un 
ontinuum d'éle
tronsglobalement neutralisés par un fond ionique uniforme. En e�et,
det(δij + ǫ∂2

xi xj
φ) = 1 + ǫ∆xφ + O(ǫ2)

Commentaire : Ainsi notre modèle de ressorts ave
 a�e
tationoptimale est une sorte de 
ari
ature de parti
ules 
hargées(globalement neutres) en intera
tion 
oulombienne 
lassique.
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Finalement, quand ǫ tend vers zéro, la limite devient
(∂t + v · ∇)v = ∇φ, ∇ · v = 0, ρ = 1

i.e. les équations d'EULER d'un �uide parfait in
ompressible.Commentaire : Le lien entre les équations d'Euler et letransport optimal peut être établi de di�érentes façons. Voir:YB, Ar
h. Rational Me
h. Anal. 138 (1997), Comm. Pure Appl. Math.52 (1999), YB and Puel, ESAIM Control Optim. Cal
. Var. 8 (2002).
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CONCLUSION
Le transport optimal est devenu un domaine de re
her
hes trèsa
tif, notamment par les nouveaux liens qu'il a permis de tisserentre les EDP non-linéaires. l'analyse fon
tionnelle, lagéométrie et la théorie des probabilités. Un regard nouveau apu être jeté sur de nombreux sujets 
lassiques.En parti
ulier, plusieurs EDP 
lés, au fort 
ontenugéométrique ou physique (MONGE-AMPERE, EULER,BORN-INFELD, MHD...), ont reçu un nouvel é
lairage.Reste un grand dé� numérique: obtenir des algorithmes de
al
ul vraiment performant, à la hauteur de 
eux que l'on
onnait, par exemple, pour les EDP elliptiques linéaires.
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