LE SYST EME DE BORN-INFELD ELAR Gl:
DES ONDES AUX PARTICULES ET AUX CORDES

YANN BRENIER

Resume. Il est traditionnel de deriver la dynamique classiquedes particules a partir

de solutions oscillartes d'equationsd'onde de la mecaniquequartique (Scredinger ou
Dirac), en passan a la limite sur la frequenced'oscillation (methodes WKB, integrales
de Feynman, phase stationnaire, mesuresde Wigner etc...). Le but de I'expos est de
montrer qu'on peut non seulemen retrouver cesmouvemens, mais aussiceux de cordes
classiquesyoire de menbranes,d'une facontresdi ererte, a partir de solutions de tres
grande intensite des equationsintroduites par Born et Infeld en 1934 pour leur theorie
non-lineaire du champ electromagretique. Il s'agit de I'expose de travaux e ectues pour
partie avec Wen-An Yong, de l'univ ersite de Heidelberg. On discuteraaussidu prolonge-
mert dessolutions des equationsde Born-Infeld au dela de I'apparition de singularites.
On obtiendra comme sous-praluit une reformulation puremert hilbertienne deslois de
consenation scalairesunidimensionnellesavec donneesinitiales monotones.

1. Intr oduction

Le passagedes ondesaux particules est un sujet de recherche courart en physique
mathematique. Prenonsl'exemplebien conru del' equationde Schredingerd'une particule
guartique en presenced'un potentiel ( t;x) dependart du tempst et de la variable
d'espacex 2 R®:
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(1.2) i @ +§ + =0

ou le parametre depend de la constarie de Plandk et de la masse,apres une mise a
I'edhelle adequate. La ou la fonction d'onde complexe ne s'anrule pas, on peut I'ecrire
sansambiguite
P—— . S(t; x
6= (60 expli )
et on trouve pour lesvariables > Oetv =r S, lesequationsde Madelung [15]:
2 p-

1.2 @ +r (v)=0; @+ (v r)v=r +§r (p=):

Si I'on neglige dans cette equation (\limite classique™), on retrouve les equations de
mecaniqueclassiqued'un milieu cortinu de densite et de vitessev = r S:

(1.3) @ +r (v)=0; @+ (v r)v=r ;
et d'acceleration r . En eet, en notant X (t; a) la position dans R® d'une particule
d'etiquette a 2 R® au tempst, la deuxieme equation de (1.3), ne fait qu'exprimer la \loi

de Newton":
@X(ta)= (r )( tX(ta):
1
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Ainsi, on a un exempleelemenaire (au niveau formel seulemet) de passagedesondes
aux particules.

Le but de cet expose est de montrer un autre exemplede passageonde/particule fonde
sur la theorie de I'electromagretisme non-lineaire de Born et Infeld [1]. La transition
sefera par conceiration avec des solutions de tres haute energie. La theorie de Born-
Infeld est la formalisation d'une ideede Born, consistan a corriger de facon non-lineaire
les equationsde I'electrostatique, de sorte que le champ electrostatique gerere par une
chargeponctuelle (I' electron) resteinconditionnellemen borne par une constarte absolue
E, a determiner (ce quefait Born enfonction de la massede I' electron supposeed'origine
puremen electrostatique). Born proposecommelagrangiende satheorie electrostatique
non-lineaireI'expression q

L= E2 E?

pour le champ electrique E (t; X), en s'inspirant manifestemen de la relativit e restreine
(ou toutes lesvitessessort supposeeshborneespar cellede la lumiere).

Un petit calcul rapide permet de trouver le champ electrostatique correspndart a une
charge ponctuelle. On trouve une solution radiale

I,-2
E = E(r) = Eop—"—;
rg+ r4

ou ro doit &tre ajuste en fonction de la chargeet de Eo. Avecsonchoix de Eq, Born voit

gue cette valeur est atteinte par le champ electrostatique classique(de Coulonb) a une
distancedel'ordre de 10 ® metres. Autrement dit, le champ de Born et celuide Coulomb

ne di erert vraiment qu'a I'edelle atomique. Dans le travail avec Infeld [1], Born passe
a I'electromagretisme, corrige les equationsde Maxwell en proposart le lagrangien

L = E2 E2+ B2 E,%E B)2
pour le champ electromagretique (E; B), sujet aux cortraintes di erertielles:
(1.4) r B=0; @+r E=0:

Dorenavant, nous poseronsgy = 1 (quitte a modier les unites). Apresun calcul de
variations elemernaire, on trouve les equationsde Born-Infeld (homogenes):

(1.5) @+r E=0; @ r H=0; rB=r:D=0;
(1.6) E_B V+D_H_ D V+B

. _T, - h 1

ou 0

(1.7) h= 1+B2+D2+|D Bj, V=D B;

et | designela norme euclidienne.

Sur le caractere apparemmenm arbitraire de la theorie non-lineaire de Born-Infeld, il
est bon de faire quelquesobsenations. (Au | de I'expose, on se convaincra que les
equations de Born-Infeld sort doteesde proprietes tout a fait exceptionnelles.) Rap-
pelonsquelescortraintesdi ererielles (1.4) nefont qu'exprimer la propriete quele champ
electromagretique (E; B) derive (entant que2-formedi erertielle sur I'espacetemps), au
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moins localemen, d'un potertiel vecteur (i.e. une 1-forme) A = (Ag;A1; Az Az). Ainsi
on a:

Ei= @A+ @Ap; 1=123 Bi= @Az @A, etc::
Le Lagrangiende Born-Infeld sereecrit simplemer

p
L = det(g+ F)

ou F = @A @A et g est la metrique de I'espace-temps,qui, ici, est celle de

I'espaceplat g = diag( 1;1;1;1). (La metrique g peut, bien entendu, &tre une metrique

de Minkowski quelconque et m&émevarier selonles %quationsd'Einstein. Nous ne ferons
rien de tel le long de cet expose. Notons aussique detg estI'elemen de volume de

la variete. Le lagrangiende Born-Infeld est donc une sorte de volume genreralise incluant

une composarie electromagretique. On retrouve la I'ild eeassezxzommune danslesannees
30, d'un tenseurg+ F uniant, avec sa partie symetrique, la gravite et, avec sa partie

antisymetrique, I'electromagretisme.)

Des sa parution, le travail de Born-Infeld [1] attire l'attention (voir [17] par exemple),
mais l'interet qui lui estporte s'etiole rapidemen avecl' emergenceale I'electrodynamique
guartique. Revivi eedanslesanneesb0, la theoriede Born-Infeld reapparaiten physique
deshautesenergiesdanslesannees90, en connexionavecle conceptde D-branes[16, 11].

Cecin'est passurprenarn, puisquele lagrangiende basede la theorie descordes,celui de

Nambu-Goto, qui decrit les surfacesextremalesde dimensiondeux dans I'espace-temps
guadridimensionnelde Minkowski, n'est rien d'autre que le lagrangien de Born-Infeld,

lorsquele champ (E; B) ne depend que d'une seulecoordonnee spatiale. De méme pour

leschampsne dependan quede deuxcoordonneesspatiales,avecE et B perpendiculaires,
le lagrangiende Born-Infeld coincide avec celui des surfacesextremalesde codimension
un dans l'espacetemps a trois dimension. Typiquemen, onecrit B = ( @; @; 0),

E=(0,0@ ), ou = (tXxq;X) estunefonction scalaire.Le lagrangiende Born-Infeld

(avecla normalisation E; = 1) deviert alors

L= "1 @z2+jr j%
i.e. I'elemen d'aire (relatif a la metrique de Minkowski) du graphe
(G X1iX2) ! (6 X3 X2y (8 X1;X2))
dansl'espace-tempdridimensionnel. Les equationscorrespndartes:

@ r | _ a
@(T) r (T)_O’

ont ete recemmen etudiees,du point de vue desEDP, par Lindblad [14]. Utilisant les
\formes nulles" de Klainerman, Lindblad mortre I'existenceglobalede solutionsregulieres
pour le probleme de Caudy, pour de petites donneesinitiales nulles a I'in ni. Dans la
foulee, Chae et Huh [8] obtiennert le mémetype de resultats pour le systtme complet
de Born-Infeld. Cesresultats peuvent tre consiceres comme perturbatifs par rapport a
la theorieclassiquede Maxwell. 1l y a pourtant d'autres regimesinteressats, lorsqueles
champs (B;D) sort forts. En e et, et c'est I'objet principal de I'expose, le comporte-

mert dessolutionss'approchent alors de celui d'un cortinuum de particules, ou de cordes
suivant les edelles. Ainsi, on obsene une transition ondes/particules(et ondes/cordes)
par un itin eraire tresdi erert de celui de Madelung, decrit au tout debut de cette intro-

duction. L'analyse mathematique de cette transition est consicerablemen simpli eepar
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deux obsenations, l'une faite dans[4] et I'autre, avecle concoursde Wen-An Yong, dans
[6]:

1) Plut®dt que de consicerer les equationsde Born-Infeld propremern dites (1.5,1.6,1.7),
on leur ajoute quatre lois de consenration supplemenaires regissah h et V (de nies
par (1.7)), grace au theoreme de Noether, et on decoupleles variables h;V des vari-
ables (B;D), en oubliant les cortraintes algebriques(1.7). (Introduite dans [4], cette
idee a ete deweloppee dans une direction un peu di ererte, pour des modelesgeneraux
d'electromagretisme non-lineaire,dans[19].)

2) Ecrire les equationsaugmertiees,un systeme de 10 lois de conserations a 10 incon-
nues, sous forme non-divergertielle, ce qui permet de completemen desingulariserles
etats correspndart aux champs intenseset, en prime, de completemern symetriser les
equations.

2. Le syst eme de Born-Infeld et sa version etendue non conser vative
Leschampsde vecteur B et D du systtmede Born-Infeld sort solutionsde
B V+D

@B +r (T):o; r B =0;
(2.1) b V B

@b +r (f)zo;r D =0;
ou

p
(2.2) h=" 1+ B2+D2+jD Bj2, V=D B;

et j designela norme euclidienne.On voit tout de suite que les equationsclassiquege
Maxwell dansle vide

@+r D=0; r B =0;
@ r B =0; r D=0;

peuwert s'interpreter commelimites desequationsde Bl, pour deschampsde faible am-
plitude B;D << 1.

Commele lagrangiende la theorie Bl n'implique explicitemert ni le tempsni I'espace,
il en decoule,par le theoreme de Noether, deslois de conseration supplemenaires (de
I'energie et de I'impulsion, selon la terminologie des physiciens) pour les variables h
(energie)et V (impulsion ou vecteurde Poynting). L'id eede [4] estd'ajouter au systeme
Bl ceslois de consenration supplemenaires.
En notant

(2.3)

v = V=h; b= B=h; d= D=h;

on obtient alorsun systemede 10 lois de consenration (toujours endimension3 d'espace),
gue nous appelonssysttmeABI (augmerted Born-Infeld):

@ +r (hv)=0;
@hv)+r (v v hb b hd dy=r(h?);
@hb)+r (hb v hv bh+r d=0
@hdy+r (hd v hv d r b=0

(2.4)



aveclescortraintes di erertielles:
(2.5) r (hbh=r (hd)=0:

L'id ee principale de [4] est de substituer le systtme ABI au systemeBIl apresavoir note
gue cedernier n'est rien d'autre que le premier restreint a la variete algebrique, que nous
appeleronsvariete Bl, de nie par:

p
V=D B; h= 1+ D2+ B2+ VZ2

Plus preciemen, toute solution reguliere du systtme ABI a valeurs dans la variete Bl
au temps initial le resterapour tous les autres temps. L'ecriture du systtme ABI sous
forme non consenative, en utilisant commevariablesd;b;v et = h !, estencoreplus
frapparnte:

@ +(vr) r v=0;

@+vr)y (br)b dr)d r =0

@+ (v r)b (br)v+ r d=0;

@+ (vr)d (dr)y r b=0;

(2.6)

ou onometlescortraintesdi erertielles (2.5). On estenpresencal’'un systemesymetrique
(donc forcemen hyperbolique) dont les non-linearitessort quadratiqgueshomogenes. Ce
systeme, que nous appeleronsNCABI (non-conserative augmeried Born-Infeld equa-
tions), posedeune serie de proprietesremarquablesque nous allons examiner.

2.1. Domaine de de nition. LesysttmeNCABI estbiende ni pourtout etat ( ;v;d;b) 2
R0, En particulier, lesetats pour lesquels = 0 et meéme < 0 sort mathematiquemen
acceptables.

2.2. Conserv ation de la variete Bl. La variete Bl s'ecrit tres elegammen sousla
forme

(2.7) >0; ?+PP+d+v?=1; v=d b:

Cette variete est consenee par les solutions regulieresdu systtme NCABI.

2.3. Conserv ation des contrain tes di erentielles. Lescortraintesdi erertielles(2.5)
sort egalemen consereespar les solutions regulieresdu systeme NCABI.

2.4. Invariance galil eenne classique. Le systtmeNCABI estinvariant selonlestrans-
formations galileennesclassiquessuivantes:
(tx)! (tx+tc); (;vidib! (v cdb);

pour toute \vitesse" constarte c. Cette propriete est paradoxale, puisquele systemeBI
est relativiste. Le mystere s'eclaircit une fois que I'on a obsene que la variete Bl (2.7)
n'est pas compatible avec de telles transformations.
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2.5. Integrabilit e des solutions unidimensionnelles. Lessolutionsregulieresdu systeme
NCABI qui nedependen qued'une seulevariabled'espacex, pour xer lesideespeuvert
secalculeraisemert. On introduit d'abord les variables

q__
(2.8) z= B+d+ 2% u= (%;%;E) ;W= (by; bs; da; ds; Va; V)
Elles veri ent les equationssuivantes:
(2.9) (@+ vi@)z = z@v1; (@+ vi@)v1 = z@z;
(2.10) (@+ vi@)u=0;, (@+ vi@Ww = z A(u)@Qw,
avec
0 0 0 0 Us U;p 01 0 L
0% B OO Yo wow
= 3 2 = i A
(2.11) A(u) W 0 0 0 0 u @u; 0 u

uy O u O 0 O up w0

0O u O wu, 0 O

(avecdesnotations complexesevidertes). Tant quez resteborneertre et ! pour une
constarte > 0, on peut e ectuer, a chaquetempst, un changemeh de coordonneesspa-
tiales (eulerien-lagrangiernpour reprendrele langagede la mecaniquedesmilieux cortinus)
x! s, deni par:

(2.12) @X (t;s) = z(t; X (t;8)); @X(t;8) = vi(t; X (t; 9)):
En posan

(2.13) U(t; s) = u(t; X(t;s)); W(t; s) = w(t; X (t; s));
on peut reecrire le systeme (2.9,2.10)sousla forme

(2.14) @X = @X; @U=0 @V=Al)@Qw,

la matrice A etant toujours de nie par (2.11). Ainsi on a reduit le systtme NCABI
unidimensionnela une equation desondeslineaireset a un systemehyperbolique lineaire
a coe cien ts variablesen espace.Sahant que u7 + u3 + u3 = 1, on voit que les valeurs
propresde la matrice A sort toujours +1, 1 et 0, chacunede multiplicit e deux.

2.6. Apparition de singularit es en temps ni. L'examen des solutions unidimen-
sionnellesmontre quele systtmeNCABI a dessolutionsregulierestantdt globalestant®dt
localesen fonction des donneesinitiales. En e et, la reduction a I'equation des ondes
en dimensionun n'est possibleque tant que la transformation (2.12) est valide, ce qui
suppose@X > 0. Or |'equation desondes,reecrite sousforme:

(2.15) @X = @U; @U = @X;
est explicitemert resoluepar la formule de d'Alembert
X(t;s) = %(X(O;s+ t)+ X(0;s t)+ U@O;s+1t) U(0;s 1t));

(2.16) 1
U(t;s) = é(X (O;s+1t) X(0;s t)+UO;s+1t)+ U((0;s 1t):



7

On voit tout de suite que la condition d'inversibilite @X > 0 seraglobalememn assuee
(pour 1 < t< +1) sietseulemen silesconditions initiales veri ent:

(2.17) @(X + U)(0;8) > @U  X)(0;9); 8(s;s) 2 R%

Si cette condition n'est pas satisfaite, une singularite apparait necessairemenen temps
ni (positif ou negatif) pour la solution correspndarte du systtmeNCABI. (Ce resultat
n'est pas nouveau. Voir par exemple[1§ (volumell).)

3. Limites de champs forts: particules, cordes et membranes

3.1. Les systemes reduits. Pour le systtme NCABI (2.6), I'etat = 0 n'est en rien
singulier. Or il correspnd au casde champsin niment intenses(puisque = h 1). Le
systemereduit, obtenu enannulant  dansles equationss'ecrit:

@+vrv brb drd=0
(3.2) @+vrb brv=0
@+vrd drv=0:
On peut encorereduire le systtmede facon cohererte enannulant la variable d a sontour:
@+vrv brb=0
@+vrb brv=0:

Finalemert, = 0,b= d= 0, reduit le sysemeNCABI (2.6) a la simple equation:

(3.2)

(3.3) @+v rv=_o

parallelemen, la variete de Born-Infeld (2.7) deviert successi@mer:
(3.4) P+ d’+vi=1; d b=0; v b=v d=0;
(3.5) P+vi=1; v b=0;

(3.6) vi=1:

en assaiation respective avec les systemesreduits (3.1), (3.2) et (3.3).

3.2. Integration des systemes reduits. La serie dessystemesreduits (3.1), (3.2) et
(3.3) a une interpretation simple en termesa la fois geonetriques et physiques.En e et,

I'equation la plus reduite (3.3) decrit un cortinuum de particules se mouvant en ligne
droite a vitesseconstarte. Si, la cortrainte Bl reduite (3.6) estimpose de surcroit, ces
particules ont la vitessel (i.e. la vitessede la lumiere) et s'interpretert donc comme
des particules sansmasse(des photons). On retrouve donc l'optique geonetrique. (En

milieu homogene, bien ertendu, avec une metrique g gererale, on obtiendrait I'optique

geonetrique en toute gereralite.)

le systemereduit (3.2) est plus subtile et decrit enfait un cortinuum de cordesvibrantes,
commeon va le voir dans un instant. La condition (3.5) assureque ces cordessort

authertiquemernt relativistes (i.e. correspnden a dessurfacesextremalesdans I'espace
de Minkowski). Il est notable que (3.2) decrit aussila magretohydrodynamique en \eau

peu profonde" (shallov water MHD), a condition de negligerla gravite. Voir [12]. De
meéme, le systeme (3.1) decrit un cortinuum de memnbranesvibrantes. Cesobsenations
resultert du resultat elemenaire suivant:
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Prop osition 3.1. Soit (s;r;u) 2 R® ! X(t;s;r;u) une famille de di eomorphismes

de R3, parametreepar t 2 [ T;T]. Soient , deux constantes positives ou nulles.
Supmsons:

(3.7) @X = @X + @, X

et de nissons implicitement

(3.8) b(t; X (t; s;r;5u)) = @X(t; s;1;U);

(3.9) d(t; X (t; s;r;u)) = @X (t; s:1; U);

(3.10) v(t; X (t;s;r;u)) = @X (t; s;r;U)::

Alors (b;d;v) sontdessolutionsregulieressur [ T; T] resgctivementdessysemes(3.1),
si = =1 32si =1 =0et(33)si = =0.

La preuwve est une application directe de la derivation desapplications composees: il
sut de deriver (3.8,3.9,3.10)par rapport a t, d'utiliser (3.7) pour trouver les equations
voulues(3.1,3.2,3.3).

L'interpretation geonetrique esttressimple. Dansle cas = = 0, chaquetrajectoire

t! X(t;r;s;u) estdroite et (r;s;u) varie dansR3.

Si = 1let = 0,chaquesurface(t;s)! X(t;r;s;u) estregiepar I'equationdesondes
@X = @X;

et correspnd a une corde vibrante, alors que (r; u) varie dans R?. Notons que les con-
traintes algebriques(3.5) s'ecrivent

@X2?+ @X%*=1 @ @X =0
ce qui assureque les cordessort bien relativistes (i.e. sort dessurfacesextremalesdans
I'espacede Minkowski).
Finalemert, obsenons que les systemesreduits, qui sort donc tous integrables,a l'aide

d'equationsd'ondeslineaires,ont dessolutionsregulieresglobalesou non, selonlesdonnees
initiales, suivant que (r;s;u) ! X (t; r;s;u) resteou non inversible de R® danslui-mé&me.

3.3. Convergence vers les systemes reduits. La reecriture desequationsde Born-
Infeld sousla forme du systemesymetrique NCABI (2.6) rend triviale I'asymptotique des
champsintenses,au moins en temps petit, puisquelesetats = 0,ou = d= 0, ne sort
enrien singuliers! Avecun tel argumen, l'intervalle detemps, sur lequella convergencea
lieu, depend grosseremen dela normeH ° desdonneesinitiales, pour s > 5=2. Lorsqueles
systemeslimites ont dessolutions sur un intervalle de temps plus grand, evertuellemert
in ni, ons'attend a cequelessolutionsapprocheesdu sysetmeNCABI corverger sur un
intervalle de temps comparable. Ce resultat peut en e et @tre obtenu par les methodes
d'energieclassique,dans la lignee de [13]. Les details sort exposes dans [6]. Donnons
un exemplede resultat reliant cordeset solutions du systeme de Born-Infeld lorsquele
champ magretique initial esttresintense. (Pour simpli er on le supposeconstart.)
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Th eoreme 3.2. Soit B, = (1;0;0) et D, un champregulier a divergene nulle et nul
alinni sur R% Pour > 0, considerons(B;D) = (B ;D ) solution locale du syseme
original de Born-Infeld (1.5) avec donneeinitiale:

B(t=0;x) = Bo ; D(t=0;x) = Dy(x):

Soit la famille, parametreepar a 2 R?, de cordesvibrantes(relativistes)(t; s) ! X (t; s;a),
solutionsde @X = @X, ave valeursinitiales:

X(t=0;s;a) = (s;a);

. D B
(3.11) @X (t= 0;s;8) = p——o—"o-=—(s:a) :
jBoj2+ jDg  Byj?
Alors il existe ¢ > OetT > 0 telsque,pour toutt 2 [0; T] et tout 0 < 0

i) (s;a)! X(t;s;a) estun di eomorphismede R3,
i) (B;D) estregulieravee infg ¢ 1infy. ) jB(t; X)j > 0,

P Bp S E @S roly
(3.12) D B
p 57+ B (t; X(t;s;@) = @X(t;s;a)+ O() :

Esquissede preuve. Pour montrer ceresultat il sut d'appliquer les resultats indiques
plus haut pour le systetmeNCABI. Plus preciemer on posed'abord.
1
=p _ —: b= B;d= D; v= D B:
1+ B2+ D2+ D Bj?

On note qu'au tempst = O:
=0(); d=0(); b=h+0O(); v=v+0();

ou

B D, B
- n 0 Vo = 0 0

; jBoi2+ Dy Bgj?’ " jBoi2+jDg  Byj?
Du caracterebien pose du systmeNCABI danslesespacesie Sotolev H S pour s > 5=2,
on deduit immediatemen qu'il existeun tempsT > 0 etun o> O pour lequels
1) la solution( ; v; d; b) estbiende nie pourt2 [0;T] et 0< 0;
2) cette solution est, en norme H*®, a distance de la solution \limite" ( ;v ;d;b)
admettant pour donneesinitiales (0; v,; by; 0).
Compte tenu de I'homogenreite du systtmeNCABI (2.6), la solution limite verie = 0,
d = Oet(v ;b) estsolution du systemereduit (3.2) avecdonneeinitiale (vy; k). Selonla
proposition 3.1, on peut doncintegrerle systemereduit (3.2) a l'aide de cordesvibrantes,
de sorte que

b (t; X(t;s;a) = @X(t;s;8); v (EX(5s;a) = @X(ts;a);

tant que(s;a) ! X (t; s;a) resteun di eomorphismede R3.
Verions ensuite que jBj reste minore. Comme( ; v; d; b) esta distance de
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( ;v;d;b)=(0;v;0b), ennormeHsavecs> 3=2,ona ?+d> K 2surlintervalle
[0; T] pour une certaine constarie K > 0. Cela sereecrit:
1+ D?
K 2
On endeduit que: 1+ B2 K ! 2et(1+ D)1 K 2 K B2+ jD Bj?. Ainsi
jBj resteminore et

1+ B2+ D?+jD Bj?> (1+B?(1+ D?:

B2+jD Bj2 |
1+ B2+ D2+ jD Bj2_1+o()'
Donc:
5 =b+0()=b+0() P—m =y +0()=v +O();

" BZ+jD BJ? " B2+ D BJ?
et lesresultats du theoremes'ensuiert sansdi cult e.

Obsenons qu'une demonstration directe de ce theoremeserait probablemen treslourde
sansl'utilisation du systemeelargi NCABI.

4. Solutions dissipatives au del a des singularit es

LessystemesBIl, NCABI et les systemesreduits a haute energiesort tous susceptibles
de voir apparaitre dessingularitesentemps ni. C'est en particulier le casdu plus simple
d'entre eux (3.3), bien conru (souvert sousle nom d'equationde Burgers). La questionse
posenaturellemen de prolongercessolutionsau dela dessingulariteset devoir sil'on peut
ainsirendrele problemede Caudy bien pose globalememn dansun espaceale solutionspeu
regulieres. La procedurela plus simple (et dont la pertinence est a discuter en fonction
du cortexte physique) estde nature dissipative et ne concerneque le problemede Caudy
progressif(i.e. pour lest > 0). On connait ainsi, pour les equationsde type Burgers
et souscertainesconditions, la theoriesdessolutions ertropiques, remortant a Kruzhkov
et Volpert dans les annees70, fondee sur I'espaceL?® et celle dessolutions de viscosite,
due a Crandall et Lions et fondee sur I'espaceC?, dansles annees80. Elles permettert
de donner un sensa des solutions gereraliseeset de montrer le caractere bien pos des
equationscorrespndartes dans les espacesappropries (L* et C° respectivement). Il est
remarquable que les equations couvertes par cesdeux theoriesdecrivert des particules
sedeplacart en ligne droite, selonl'equation @X = 0, ou plus gereralemem selonune
dynamique de particules ponctuellessousl'action d'une force exterieure imposee. Les
equationsqui nous precccupert dans cet expose sort plus complexes. Typiquemen, le
systemeNCABI endimensionun et le systemereduit (3.2) decrivent descordesvibrantes
selonle systtme(2.15). Les singularitesapparaisset desqu'une solution (t;s) ! X (t; s)
de cesysteme(2.15) viole la condition de passagesulerienlagrangien,a savoir, dansle cas
unidimensionnel: @X > 0. Or, la theorie classiquedes operateurs maximaux montones
[7] permet de rendre les solutions globalesen imposart la cortrainte relachee@X 0. Il
sut pour cela,de consicerer I'espaceH = L?(R)? et d'y de nir un potertiel corvexe
par

(4.13) (X)=0, si @X 0; (X)=+1 sinon:
Au lieu de resoudre(2.15) on cherche plut®dt les solutions de:

(4.14) 02@X @U+ (@(X), @=@X;
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aveclesnotations del'analysecorvexe[7]. Lessolutionssort biende nies dansl'espacedes
fonctionscortinuesdu tempsa valeursdansH = L2(R)2, t ! (X (t; );U(t; )) et forment,
pourt 0, un semi-grouge de cortraction dansH. En particulier deux solutions (X ; U)
et (Y;V) veri ent toujours:

X)) Y e+ Ut ) V(G )iz 1iX(s; ) Y(s; )iz +ijU(s; ) V(s; iz ;
pourtoust s 0. Plusconcrtemen, lessolutionsde (4.13,4.14)peuvent tre obterues
par approximation, desdeux faconsdi erertes suivantes.

Approximation numerique. On introduit un reseaudiscret pour lesvariables(t; s), de pas
uniformes t > 0Oent et s> 0ens. Onimpose t = s de sorte que lesondesgenrerees
par (2.15) sepropagert exactemen sur le reseau.L'approximation numerique X ; dela
solution X (n t;i s) estde nie, pour chaquepasdetempsn = 0;1; , endeux etapes.
On utilise d'abord la formule de d'Alembert (2.16) et on pose:

1
Xn+1i = E(Xn;i+1 + Xni 1+ Unisa Unii 1);

(4.15) 1
Un+1i = Q(Xn;i+1 Xni 1+ Uni+r + Uy 1)

La suite obteruei ! X1, n'etant pasforcemen croissare, on la rerrangedans|'ordre
croissan, cequi fournit lesvaleursvaleursX ., desirees.On alors:

Theoreme 4.1. Lorsque t = s! O les solutions approcheesfournies par le schema
numerique et convenablementnitialis eesconvegent vers les solutions de (4.13,4.14).

La demonstration est essetiellement la mémeque celle utiliseedans|[5] pour la theorie
des cordesvibrantes \bien ordonnees". Cette theorie a d'ailleurs ete deweloppee pour
rendre globalesles solutions de (3.2), dans le cas particulier de solutions (b;v) de la
forme:

b= (bu(t; X1;%3); 0;1); v = (va(t; X1;X3); 0; 0):

Une simulation numerique. Lesdeux gures suivantesmontrent unesimulation numerique
du systeme dissipatif (4.13,4.14)qu'on approche par le schema (4.15), rearrangemen
compris,avec t= s= 0:005.
La premiere gure morntre lestrajectoirest 2 [0;2]! X(t;s), pour 1 s 3. (L'axe
vertical correspnd au temps et I'axe horizontal a I'espace.)On y voit lesconceltrations
de trajectoires se dewelopper rapidemer avec une intensite maximale entre t = 0:25 et
t = 0:5. Sur la secondegure on voit |'ewlution de I'energietotale
)’(00
100 (jxn;i Xn;i 1j2+ jUn;i Un;i 1j2)
i=2
et cellede I'energiecinetique:
)’(00
100 jUn;i Un;i 1j2:
i=2
On obsene la diminution rapide de I'energietotale dansla phasede concenration maxi-
male. Ensuite I'energietotale stationne peu aprest = 0:5: c'estla n desconcelrations
dissipativesd'energie.La solution deviert alors periodique en temps.



Approximation paralolique. Voici un secondprocede d'approximation du systeme dissi-

Ecrite en clair, I'equation resultarte deviert (au moins formellemert):
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ceque l'on peut interpréter commel equation d'un milieu visccelastique. Formellemen,
le pendant eulerien, au travers desformules (2.12), de cette equation dissipative est une
approximation de type \Navier-Stokes" du systeme(2.9), a savoir:

(@+ vi@)z = z@vs;
(4.17) (@+ Vl@)Vl = z@z + @( (1=Z)@V);

()= % ). (Par exemple () = log conduit a une \viscosite" constarte:
=let ()= log donne (1=2) = z.)

5. Ref ormula tion des lois de conser vation scalaires

La versiondissipative (4.13,4.14)de I'equation desondesavec vitessede propagation 1
(2.15) segereraliseaisemen au casou la vitessede propagation est une constarte > 0.
Ainsi

(5.18) @X = @QU; @ = *@X

a pour versiondissipative:

(5.19) 02@X @U+ (@(X);, @U= ?@X:
Le casdegerere = 0 estinstructif. On trouve:

(5.20) f2@X+ (@ X);

ouf = @U deviert une donnee,independarte du temps. La propriete de cortraction se
reduit alors, pour deux donneesdistinctesf et g, avecsolutionscorrespndartes X et Y:

(5.21) X)) Y e X (si)  Y(s))ii2+ (t s)iif - dije;

pourt s. Bien entendu, on peut approcher les solutions de (4.13,5.20)par le schema
numerique derive de (4.15) lorsque ! 0. Ce schemaconsistea rearranger,dansl'ordre
croissan, a chaguepasdetempsn, la suitei ! X, donneepar:

Xnsri = Xni + tf

Or cesdhema(introduit par I'auteur dans[3] sousle nom de \transp ort-collapsemethod")
est conru pour permettre I'approximation de la loi de consenation scalaire

(5.22) @+ @F(u)=0; x2R; t O0;

pour toute fonction F Lipschitz cortinue et toute donneeinitiale x ! ug(x) monotone
croissatte (avecvaleursO et 1 lorsquex tend respectivement vers 1 et +1 , pour xer
lesidees). (Pour plus de details sur la theoriedeslois de consenation hyperbollques Voir
[9],[1§].) Plus preciemen, on prend N > 0O ertier, on posepouri =1; ;N:

= NEGD PO

et on choisit X sur I'axe reelde sorte que
i 1=

Uo(x i O) = N
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Selon[3], pour tout t 0, l'unique solution (au sensde Kruzhkov) x ! u(t; x) de (5.22),
telle que u(0; ) = uo, estla limite (localemen dansL?') de I'approximation

1 X
un(n t;x) = N H(x Xnqni)
i=1
(ou H designela fonction d'Heaviside), lorsquen t! tetN ! +1 .
Il en decouleaisemert:

Th eoreme 5.1. Lessolutions de Kruzhkov u(t; x) de la loi salaire (5.22), avec donnee
initiale monotonevariant de 0 a 1 sur la droite reele, s'ecrivent exactement:
z 1
u(t; x) = H(x X(t;9))ds;
0

ou X estsolution de (4.13,5.20) avec f = F°

On adoncobtenu, dansle castr essimpledeslois de consenation scalairesavecdonnees
initiales monotoneset ux arbitraires, une formulation impliquant un semi-grouge con-
tractant dansL?2. Ainsi, on a une structure hilbertienne sous-jacete deslois de conser-
vation scalaires,ce qui senble n'avoir jamais ete obsene a cejour.

Remamue. Pour deux solutions a la Kruzhkov, u et v avec ux F et G, la propriete de
cortraction (5.21) peut sereecrire:

dw2(@u(t; );@V(E ) dwa(@U(S; ); @V(s; ) + (t S)iiF° Gz ;

pourt s, ou dw:» designela distancede \W asserstein“d'exposarn 2 ertre deux mesures
de probabilite (voir [20] par exemple). Souscette forme, le resultat etait deja conru de
[2] (dansle casF = G).
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