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Exercice 1
Soit K un corps commutatif, n ∈ N∗ et A une matrice de Mn(K) trigonalisable sur K. On
note pA et µA le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de A respectivement. A est
trigonalisable donc pA est scindé sur K.

D’après le théorème de Cayley-Hamilton pA est un polynôme annulateur de A. Donc µA
divise pA dans K[X]. Ainsi l’ensemble des racines de µA est inclus dans l’ensemble des racines
de pA.

Notons µA sous la forme µA(X) =
k∑
s=0

asX
s où k est le degré de µA, (a0, . . . , ak−1) ∈ K et

ak ∈ K∗. Soit λ ∈ K une racine de pA i.e. soit λ une valeur propre de A. Soit v un vecteur propre
associé à la valeur propre λ. Le vecteur v est donc non nul. On sait que µA est un polynôme
annulateur de A. On a donc:

0 = µA(A)v =
k∑
s=0

asA
sv =

k∑
s=0

asλ
sv = µA(λ)v.

Comme v est non nul, on a µA(λ) = 0. Ainsi λ est racine du polynôme µA. En conséquence
l’ensemble des racines de pA est inclus dans l’ensemble des racines de µA.

Ainsi le résultat est démontrer par double implication (même double inclusion).

Exercice 2
Soit m ∈ R. On considère la matrice Am deM3(R) définie par

Am =

3 m+ 1 −(m+ 5)
2 m −(m+ 3)
2 m+ 1 −(m+ 4)

 .

1. Soit pA le polynôme caractéristiques de A. On a:

pA(X) = det(A−XI3) =

∣∣∣∣∣∣
3−X m+ 1 −(m+ 5)

2 m−X −(m+ 3)
2 m+ 1 −(m+ 4 +X)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−1−X m+ 1 −(m+ 5)
−1−X m−X −(m+ 3)
−1−X m+ 1 −(m+ 4 +X)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−1−X m+ 1 −(m+ 5)

0 −1−X 2
0 0 1−X

∣∣∣∣∣∣
= −(X − 1)(X + 1)2.

Ainsi Am a deux valeurs propres distinctes −1 et 1. La matrice Am est donc diagonalisable
si et seulement rg(Am + I3) = 1. Déterminons le rang de la matrice Am + I3. On a

4x + (m+ 1)y − (m+ 5)z = 0
2x + (m+ 1)y − (m+ 3)z = 0
2x + (m+ 1)y − (m+ 3)z = 0

⇐⇒
{

4x + (m+ 1)y − (m+ 5)z = 0
2x + (m+ 1)y − (m+ 3)z = 0

⇐⇒
{

4x + (m+ 1)y − (m+ 5)z = 0
(m+ 1)y − (m+ 1)z = 0

Ainsi rg(Am + I3) = 1 si et seulement si m + 1 = 0. Ainsi Am est diagonalisable si et
seulement si m = −1.



2. µAm est le polynôme minimal de Am.

Cas m = −1 On a déjà vu que µAm = (X − 1)(X + 1).
Cas m 6= −1 La matrice Am n’est donc pas diagonalisable sur R donc

µAm = (X − 1)(X + 1)2

.

3. On suppose Am diagonalisable sur R donc m = −1. La matrice A−1 sera simplement

notée A. On a A =

3 0 −4
2 −1 −2
2 0 −3

 . On sait que le polynôme minimal de A est µA(X) =

(X − 1)(X + 1). Donc A2 = I3. Soit donc n ∈ N. Si n est pair alors An = I3 et si n est
impair alors An = A.

4. Si Am n’est pas diagonalisable sur R alors µAm = (X−1)(X+1)2 = X3+X2−X−1. On
sait que µAm est un polynôme annulateur de Am, donc (Am)3+(Am)

2−Am− I3 = 0, d’où
Am((Am)

2 + Am − I3) = I3. Ainsi (Am)−1 = (Am)
2 + Am − I3. Si Am est diagonalisable,

on a vu que (Am)
2 = I3. On a donc que (Am)

−1 = Am. On a (Am)
2 +Am − I3 = Am. La

formule reste donc valable.

Exercice 3

On considère la matrice A ∈M3(R) définie par A =

1 −1 1
1 4 −1
0 1 2

.

1. Soit pA le polynôme caractéristique de A. On a:

pA(X) = det(A−XI3) =

∣∣∣∣∣∣
1−X −1 1

1 4−X −1
0 1 2−X

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2−X −1 1

0 4−X −1
2−X 1 2−X

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
2−X −1 1

0 4−X −1
0 2 1−X

∣∣∣∣∣∣
= −(X − 2)

∣∣∣∣4−X −1
2 1−X

∣∣∣∣
= −(X − 2)

∣∣∣∣3−X −1
3−X 1−X

∣∣∣∣ = −(X − 2)

∣∣∣∣3−X −1
0 2−X

∣∣∣∣ = −(X − 3)(X − 2)2.

Les deux valeurs propres distinctes de A sont λ = 2 et µ = 3.

2. Soient Eλ et Eµ les espaces propres associés aux valeurs propres 2 et 3 respectivement. On
a: xy

z

 ∈ Eλ ⇐⇒ (A− 2I3)

xy
z

 =

0
0
0

 ⇐⇒ {
x − z = 0

y = 0
⇐⇒

xy
z

 ∈ R

1
0
1


et xy

z

 ∈ Eµ ⇐⇒ (A− 3I3)

xy
z

 =

0
0
0

 ⇐⇒ {
y − z = 0

x = 0
⇐⇒

xy
z

 ∈ R

0
1
1



On a donc Eλ = R

1
0
1

 et Eµ = R

0
1
1

. On a dim(Eλ) = 1 6= 2 = mult(2) donc A n’est

pas diagonalisable sur R.



3. Le polynôme caractéristique de A est scindé sur R donc A est trigonalisable sur R. Soit ϕA
le polynôme minimal de A. On sait que A n’est pas diagonalisable, que ϕA divise pA dans
R[X], que ϕA est unitaire et que pA et ϕA ont mêmes racines donc ϕA = (X − 3)(X − 2)2.

La valeur propre µ est de multiplicité 1 donc V (µ) = Eµ = R

0
1
1

. Déterminons l’espace

caractéristique V (λ) associé à la valeur propre 2. On sait que Eλ est un sous-espace
vectoriel de V (λ) et que dim(V (λ)) = 2. Complétons donc la base de Eλ déja trouvée en

une base de V (λ) sous la forme (u, v) avec u =

1
0
1

 et v tel que Av = λv + u = 2v + u.

Posons v sous la forme v =

xy
z

. Résolvons le système (S)


−x− y + z − 1 = 0

x+ 2y − z = 0

y − 1 = 0

. On a

(S) ⇐⇒

{
−x + z = 2

y = 1
⇐⇒

xy
z

 ∈
0
1
2

⊕ R

1
0
1

 .

Prenons par exemple v =

0
1
2

. On a alors V (λ) = R

1
0
1

⊕ R

0
1
2

.

4. Par construction,

(1
0
1

 ,

0
1
2

 ,

0
1
1

) est une base de Jordan. En posant P =

1 0 0
0 1 1
1 2 1

,

on a

P−1AP =

2 1 0
0 2 0
0 0 3

 = T.

On a det(P ) = −1 et Com(P ) =

−1 1 −1
0 1 −2
0 −1 1

 donc P−1 =

 1 0 0
−1 −1 1
1 2 −1


5. On sait que la décomposition de Dunford de T est donnée par T = DT +NT avec

DT =

2 0 0
0 2 0
0 0 3

 et NT =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

Ainsi la décomposition de Dunford de A est donnée par A = DA +NA avec

DA =PDTP
−1 =

1 0 0
0 1 1
1 2 1

2 0 0
0 2 0
0 0 3

 1 0 0
−1 −1 1
1 2 −1


=

2 0 0
0 2 3
2 4 3

 1 0 0
−1 −1 1
1 2 −1

 =

2 0 0
1 4 −1
1 2 1


et

NA = A−DA =

−1 −1 1
0 0 0
−1 −1 1

 .

La décomposition est unique car on écrit A comme somme d’une matrice diagonalisable
DA et d’une matrice nilpotante NA telles que DA et NA commutent entre elles.


