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1. Equations différentielles.

1.a. Donner l’ensemble des fonctions deux fois dérivables R → R : x 7→ y(x)
qui sont solutions de l’équation différentielle y′′(x) + y(x) = sin(x).

1.b. Donner l’ensemble des fonctions deux fois dérivables R → R : x 7→ y(x)
qui sont solutions de l’équation différentielle y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = (xex)2.

2. Séries formelles. On pose

s(X) =

∞∑
n=0

snX
n pour sn =

{
(−1)m si n = 2m;

(−1)m si n = 2m+ 1.

2.a. Montrer que s(X) s’identifie à une fraction rationnelle. Indication: écrire
s(X) = a(X) + b(X) avec a(X) =

∑
m≥0

(−1)mX2m et b(X) =
∑
m≥0

(−1)mX2m+1.

2.b. Déterminer la primitive de s(X) qui s’annule en X = 0, d’abord sous
forme de série formelle, ensuite sous forme de fonction de classe C∞.

En déduire la somme de la série formelle

∞∑
n=0

sn
n+ 1

= 1 +
1

2
− 1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
∓ · · · = 1 +

1

2 · 3
− 1

4 · 5
+

1

6 · 7
− 1

8 · 9
± · · · .

3. Matrices. Soit Am =

 0 m 0
m 0 1
1 1 m

 ∈M3(R).

3.a. Calculer les valeurs propres de Am. Pour quels m ∈ R, le matrice Am
est-elle diagonalisable ? Pour quels m ∈ R, la matrice Am est-elle inversible ?

3.b. On pose B = A1. Trouver une matrice inversible P telle que P−1BP soit
diagonale.En déduire exp(B).

4. Polynôme caractéristique et trace. On considère une matrice A ∈
Mn(R) qu’on suppose diagonalisable avec valeurs propres λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.
On pose pA(X) = det(A−X.Idn) ∈ R[X], et qA(X) = det(Idn −X.A) ∈ R[X],
et ζA(X) = 1

qA(X) ∈ R[[X]].

4.a Montrer que tr(Ak) = (λ1)k + · · ·+ (λn)k pour k ∈ N.

4.b. Montrer qA(X) = (−1)nXnpA( 1
X ) = (1− λ1.X)(1− λ2.X) · · · (1− λn.X).

4.c. Pour λ ∈ R, on pose fλ(X) =
∑
k≥1

(λX)k

k ∈ R[[X]]. Calculer la dérivée de
fλ(X). En déduire que fλ(X) s’identifie au développement de Taylor à l’origine
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de la fonction réelle t 7→ −ln(1− λt). Conclure que dans R[[X]] on a

ζA(X) = exp(fλ1
(X) + · · ·+ fλn

(X)) = exp(
∑
k≥1

tr(Ak)

k
Xk).

Barême indicatif : 5 + 5 + 5 + 5
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