
Examen du 4 mars 2014

1 heure 30

La correction tiendra compte de la clarté et de la concision de la rédaction.

L'utilisation de calculatrices et de téléphones portables est interdite.

* *
*

Exercice 1. Question de cours

Soit Fp le corps à p éléments. On note GLn(Fp) le groupe des matrices n × n inversibles à
coe�cients dans Fp. On note Un(Fp) le sous-groupe des matrices A = (ai,j) telles que ai,j = 0
si i > j et ai,i = 1 pour tout i.

a) Rappeler (sans démonstration) les ordres des groupes GLn(Fp) et Un(Fp).

b) Montrer que Un(Fp) est un p-Sylow de GLn(Fp).

c) Un(Fp) est-il distingué dans GLn(Fp) ?

* *
*

Exercice 2. a) Donner la décomposition en produit de cycles à supports disjoints de la per-
mutation σ ∈ S6 suivante :

i 1 2 3 4 5 6
σ(i) 5 3 6 4 1 2

b) Quel est l'ordre de la permutation σ ? Quelle est sa signature ?

c) Montrer que σ est conjugué dans S6 au produit de cycles suivants σ1 = (1, 2)(3, 4, 5) et
préciser un τ ∈ S6 tel que τσ1τ

−1 = σ.

d) Donner un élément σ2 ∈ S6 ayant le même ordre que σ mais qui n'est pas conjugué à σ.

* *
*

Exercice 3. SoitD8 le groupe diédral à 8 éléments, c'est-à-dire le sous-groupe de O(2) engendré
par la rotation ρ d'angle π

2
et la symétrie orthogonale σ qui envoie (x, y) sur (x,−y).

a) Décrire géométriquement l'élément σρσ−1.

b) Soit X l'ensemble des points {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)}.
Véri�er que pour tout x ∈ X, on a ρ(x) ∈ X et σ(x) ∈ X.
On en déduit une action D8 ×X → X.

c) En identi�ant X à l'ensemble {1, 2, 3, 4}, en déduire un morphisme de groupes ϕ : D8 →
S4. Expliciter ϕ(σ) et ϕ(ρ).

d) Montrer que ϕ est injectif.

e) En déduire que ϕ(D8) est un 2-Sylow de S4.


