UNS - Calcul intégral L3 2019-2020

Partiel du 4 novembre 2019

Baréme indicatif : exercice 1 : 4 points, exercice 2 : 4 point, exercice 3 : 5 points, exercice 4 : 2 point,
exercice b : 5 points.

Exercice 1. Question de cours.

1. Donner la définition d’une tribu sur un ensemble FE.
2. Donner la définition d’une mesure sur un espace mesurable (E,£).
3. Donner un exemple simple de tribu sur {1, 2, 3,4}.

4. Donner un exemple de mesure sur (N, P(N)).

Exercice 2. Soit f : [a,b] — R une fonction monotone. Pour tout n € N\{0} on définit

1
J(n) = {z €la,b] tel que |f(z+) — fla)| > - }.
1. Monter que I’ensemble des points de discontinuité de f, noté J est donné par J = Upend(n).
2. Montrer que I'ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable.

3. Est-ce le cas pour une fonction f: R — R quelconque?

Exercice 3. Soit T la tribu engendrée par les parties finies de R, et C 'ensemble des parties A C R telles
que A est dénombrable ou A€ est dénombrable.

1. Montrer que C est une tribu.
2. Montrer que C et T sont égales.
3. Comparer T a la tribu borélienne.

4. Soit f une application injective de R dans R. Montrer que f est mesurable lorsqu’on muni R de la
tribu 7 au départ et & Parrivée.

5. Montrer que 1jg ;) est mesurable de (]R, B(]R)) dans (]R,B(]R)) mais pas de (]R, T) dans (]R,'T).

Exercice 4. Soit A une partie mesurable de R telle que A(ANJa, b]) = A([a, b]) pour tout segment [a, b, ou A
désigne la mesure de Lebesgue sur R. Montrer que pour tout z € R, et pour tout € > 0, ANz —e, z +¢[# 0.

Exercice 5. Soient (E, &, u) un espace mesuré et F' un ensemble. Soit f : E — F une fonction.
On définit & C P(F) par

Be&f sietseulementsi f1(B)e€

1. Montrer que £y est une tribu sur F'.

2. Expliciter & lorsque f est constante.
On définit py sur (F, &) par
pnp(B) = u(fH(B))
3. Montrer que pf est une mesure sur (F,&y).

Exemple : E est I'ensemble R muni de la tribu des boréliens B et de la mesure de Lebesgue A, f : R -+ R

est I'application définie par f(z) = x2.

4. Montrer que [1,4[€ By.
5. Que vaut A¢([1,4[)?
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