M Plan , Introduction

6.1 Intégration des On va définir et étudier dans ce chapitre I’intégrale d’une application conti-
applications en nue par morceaux sur un segment, a partir de 'intégrale des applications en
escalier sur escalier sur ce segment, par un passage 2 la limite. La section 6.1 sert de
un segment 207 | préparation nécessaire aux sections suivantes.
intégration des .
applications continues '
par morceaux sur .
un segment 211 Le lien entre intégration et dérivation s’effectue dans la section 6.4, ou ’on
Exercices 220,222,226 ZoiF que la primitivation est en quelque sorte 1’opération réciproque de la

érivation.

Dans les sections 6.2 et 6.3, on étudie I’intégrale d’une application continue
par morceaux sur un segment.

Extension aux
fonctions a valeurs : X .
complexes 226 'Pvew‘eq uils

intégration et « Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle, chapitre 4.

dérivation 228 o Dérivation (chapitre 5) pour I’étude de la section 6.4.

Exercices 232,233 -
235237, Objectifs

« Définition « rigoureuse » de I’intégrale d’une application continue par

morceaux sur un segment. g

Etude de I’application f —— f (linéarité, croissance, ...).
a
Extension de la notion d’intégrale au cas des fonctions a valeurs

complexes.
Etude du lien entre intégration et dérivation.

Les deux outils du calcul intégral: le changement de variable et
I’intégration par parties.

Nous allons étudier l'intégration des applications continues par morceaux sur un seg-
ment.

= 6.1 Intégration des applications
en escalier sur un segment

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Dans tout ce paragraphe 6.1, (a,b) désigne un couple de réels tel que a < b.




Chapitre 6 - Intégration

6.1.1

Lintégrate d'une application continue
|par morceaux sur un segment sera définie
(§6.2.3 p.214) plus loin par « passage &
la limite » & partir d'intégrales
d'applications en escalier, d'otr I'étude
préalable de celles-ci.

¢ / On peut dire brigvement que :

/\ sV s s'obtient en ordonnant a liste
réunissant les points de s et de s’

s A 5" s'obtient en ordonnant fa liste
des points communs & s et s’

a=01 2 3 4 5 pb=6

208

Algebre des applications en escalier
sur un segment

Cette étude a été amorcée en 4.1.5 p. 128.

On appelle subdivision (ou partage) de [a; b] toute famille finie (ai)o<i<n telle que -
a=ay<dad)<...<g_1<a,=b (m=1).

On note ici S l'ensemble des subdivisions de [a; b]. Pour toute s = (@)oi<n €S, le
pas (ou module) de s est le réel p(s) défini par : p(s) = OMax (@iv1 —a).
<i

<n—1
Notons F l'ensemble des parties finies de [a; b] contenant {a,b}. Il est clair que l'ap-
plication 6 : S —> F qui, a chaque subdivision (a;)o<;<, de [a; b], associe l'ensemble
{ai; 0 < i < n} est une bijection. L'ensemble F est naturellement muni de la relation

d'ordre définie par l'inclusion ; et il est clair que JF est stable par réunion et intersec.
tion :

Y(F,G) e F?, (FUGeF, FNG e F).

La bijection 6 permet de transporter I'ordre (C) et les lois internes (U,N) de F dans
S. On définit ainsi dans S :

* une relation d'ordre, notée < :
V(s,s") € 8%, (s <" <= 0(s) C O(s))

(on dit alors que s’ est plus fine que s)
* une loi interne, notée Vv :

Y(s,s') € 82, (svs =6"10(s)UB()))
* une loi interme, notée A :

V(s,s) € 82, (s As =0"18(s) NOG)).

Exemple : Prenons a=0, b=6, 5s=(0,1,3,4,6), s’ =(0,2,3,6). On a alors
sVvs'=(0,1,2,3,4,6),5s A5’ = (0,3,6) ; s et s ne sont pas comparables pour <.

1) Une application e : [a; b] — R est dite en escalier si et seulement s'il existe
§ = (ao,...,an) € Set(rg,...,2,—1) € R” tels que :

Vi€ {0,...,n— 1}, Vx €la;; a;11[, e(x) = A,
On note ici E(a,b) l'ensemble des applications en escalier sur [a; b].

2) Etant donnés s = (ap,...,a,) € Sete € E(a,b), on dit que s est adaptée 2 e si et
seulement si, pour tout i € {0,...,n — 1}, la restriction de e 2 ]a;; a;1[ est constante.
——

Remarques :

1) Par définition, si e € E(a,b), alors il existe au moins une subdivision de [a; 5] adaptéeae
/

2) Sis est adaptée a ¢, alors toute subdivision s’ plus fine que s (c'est-3-dire telle que s < ')

est aussi adaptée a e.

3) Pour e € E(a,b), 'ensemble des subdivisions de [a; b] adaptées a ¢ admet un plus petit

élément (pour l'ardre < dans S), qui est la subdivision formée de a,b et des éventuels points
de discontinuité de e.

[AR

o\




lel : x > |e(x)]

Supl(el,ez) =
=(e;+ex+ley —e2))
Inf(e;,e2) =

5(81 +er—ler —e2])

LR\ @ . T —

6.1.2

fpriori, I (e,5) dépend de e et de s ;
#10Us allons montrer que I (e,s) ne
Bepend pas de s,

| E(a,b) est une algebre unitaire pour les lois usuelles, sous-algebre unitaire de Rl
| clest-a-dire :

{ Preuve: Sis) (resp. 52) est une subdivision de [a; b] adaptée a e; (resp. e»), alors e; + ea et e1ex

. Soiente € E(a,b),s = (a;)o<i<n € S adaptée a e, et, pour chaque i € {0,...,n — 1}, ¢ "

H n—1
! soit A; la valeur de e sur ]a;; a;41[. Le réel Z(ai+1 — a;)); ne dépend pas de la sub- |

i i=0 ? *_
; b
¢ division s adaptée a e ; ce réel est appelé lintégrale de e sur {a; b], et est noté / e,
L 4 a 1

b ,

ou/ e(x) dx. ; ;

a 3 i

6.1« Intégration des applications en escalier sur un segment

aib]

1 € E(a,b)

Y(ei,e2) € (E(a,b))?, {61 + ey € E(a,b)

e1e; € E(a,b)
VA € R, Ve € E(a,b), e € E(a,b). 5

sont constantes sur chaque intervalle ouvert joignant deux points consécutifs de sV s2.
Cf. aussi 4.1.5 p. 129.

La Proposition suivante est immédiate :

Ve € E(a,b), |e|l € E(a,b).
Remarque : Il en résulte (cf.4.1.2 p.125) que, si (e1,e2) € (E(a,b))? alors Sup(e;,e2) € E(a,b) il
etInf(e;,e2) € E(a,b). 4
&
g;;"‘,‘

Intégrale d'une application en escalier ‘i
sur un segment ;

TEOSLGICIE ] BRI ERIO] i i
U

n—1
Preuve : Notons / (e,s) = Z(am —ap)h;.

i=0
1) Soient 5 = (a;)ogi<n € S adaptée 2 e et, pour chaque 7 € {0,...,n — 1}, A; la valeur de e sur
Jai; aii[. Soit ¢ € [a; b] tel que ¢ € B(s) :ilexiste k € {0,...,n — 1} tel que @y < ¢ < @41

Notons s" = (ao.. .., Ap\Co it - - 0y), Cest-a-dire 5" = 87 (@ (s) U {c}).
y L'application en escalier e est constante égale & A,
sur Jag; ageql et |
(c—ap Ay (¢ — apyhy + (@ — Ohg = (Arg1 — Q) ht
A 7 (st = O Dot I(e,s") = I(e,s).

Ceci montre que [ (e.s) n'est pas modifi€ lors-
qu'on rajoufe un point & s.
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7y On passe de s a t en rajoutant un
A /‘ nombre fini de points.

l 2y Pour une application en escalier sur un
| ‘ull j segment, l'intégrale se raméne a un

i
| | == symbole 3

|
Ii
210

2) Soient s,¢ € S adaptées A e et telles que s < ¢. Par une récurrence immédiate utilisant le 1), on voit
que: I(e,s) = I(e,1).

3) Soient s;,5» € S adaptées a e. D'apres 2) :

I(e,s)) =1(e,s51 Vs
{ @) =Ie.n ), dot I(e,s;) = I(e,52).
1(e,s2) = I(e,5,V 52) n

Remarques :
1)

y Dans un plan euclidien orienté rapporté 3
un repére orthonormé direct, on interpre-

b
te géométriquement / e comme une
a

+ somme d'aires algébriques de rectangles,

o ay ay| _laz a3 a, .

2) I(e,s) ne dépend pas des valeurs de e en les points de discontinuité.
3) Soient e1,e9 € E(a,b) coincidant sur [a; b] sauf en un nombre fini de points. |l existe alors
s € S adaptée a la fois a ] et a e; et telie que, sur chaque intervalle ouvert joignant deux -

b b
points consécutifs de s, ¢1 et ep coincident ; on a donc / e = / ey.
a a

L'application E(a,b) — R est linéaire, c'est-a-dire :

ev——>fabe

b b b
Vo € R, Y(ei,e2) € (Ea,b))?, / (xe1 +e2) = Ol[ el +/ 7.
k a a a

Preuve : Il existe s = (ag,. . .,an) € S adaptée a la fois & ] et e (on peut prendre s = 51 V 53, 0l
51 est adaptée A e et s est adaptée A ep) ; puis, pour chaque i € {0,...,n — 1}, il existe (A;,i;) € R?2
tel que :

e1(x) =A;
Vx €lai; a; 410 {e;(x) iy .

Onaalors: Vx €lai; a;41[, (wey +ep)(x) = ad; + g, dou:

n—1

b
/ (wey +e2) = Y (@41 — @) (@hi + i)
a i=0

n—1 n—1

=« Z(ai+1 - aj)A;i + Z(ai+1 — 4 i
i i=0

=0
b b
=a/ e1+/ e.
a a - |
ey

b
1) Ye e E(a,b), (e20=>/ e>0)

b b
2) V(en,en) € (E@h)?, (o1 <ep = / e < / e2)

b b
/e </ le].
a a

3) Yee E(a,b),
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i Preuve :
:; 1) Avec les notations de la Proposition-Définition 1, p. 209, puisque ¢ > 0, ona: Vi € {0,...,n—1},
" A = 0,etdonc:

b n—1
/ e= Z(ai+1 —apri 2 0.
¢ i=0

WV

b b b
j2)e1<e2<=>e2—e1>0_—:>/(e2—61)>0<::>/ez—/ e1 20
I a a a

= e e

b b
— eléfez,
a

a

N

" 3) D'abord, le| € E(a,b) {cf. 6.1.1 Prop. 2 p. 209). Puis, comme —le| < e < le|, on déduit

b b
/ e </ lel.
a a

opel de notation :

! b b b
el x — le@)] ‘ _/ el gf egf lel, clest-a-dire
a a a

- et e‘[M,on note Soient (a,b,c) € R3 tel que a <b<c,etec E(a,c). Alors les restrictions deed !
ta; b] et & [b; ¢] sont en esc;c)llier, et: i

I:went encore e, eton a alors :
14 c B
/ el[a;b] + / el[b;c] = / €.
a b a

' ‘ileu de e

| Preuve : I existe une subdivision de [a; ¢] adaptée a e et contenant b. BEn notant § = (@, . - . ,an),

b p= ay, A la valeur de e sur Ja;; a4 | pour chaque i de {0,...,n—1},ona:
k— n—1

b (4 1
/a el[n;b] + /b el[b;c] = Z(GH—I —ap)hi + ;(G;H —ai)hi

i=0

i : n—1 e
=Zo(a,-+1—a.-)x.-=/a e.
| i=

m—— 6.2 Intégration des applications continues
par morceaux sur un segment

Dans les §§ 6.2.1 & 6.2.5, (a,b) désigne un couple de réels tel que a < b.

6.21 Algebre des applications continues
par morceaux sur un segment

p. 146.

fpt-Theluly

! L'ensemble CM des applications continues par morceaux sur [a; b] est une sous-
. algebre unitaire de RI«:4] pour les lois usuelles, c'est-a-dire :

1eCM
f+gelCM
2
V(f.g) € CM), {fgeCM

VA R, Vf € CM, Af e CM

R R TR e

i
@ appel de notation -

fl x| F ()]

La notion d'application continue par morceaux Sur un segment a été définie en 4.3.1 3)

g‘



g Chapitre 6 - Intégration
’ g “ - ~(
| Preuve : analogue 2 celle de la Prop. 1 de 6.1.1. p. 209. ]
! — Mg Ainsi,on pourra ramener I'étude d'une Proposition 2
I f\ application continue par morceaux sur
It [a; b] 2 deux études : celle d'une Soit f : [a; b] — R continue par morceaux. Il existe g : [a; b] —> R continue et
application continue et celle d'une e . .
[ application en escalier, 1 e :Ja; b] — R enescaliertellesque: f =g +e.
]
|
| Preuve : Récurrence sur le nombre v de points de discontinuité de
| p
[ * Siv =0, on peut prendre g = f,e = 0.
* Siv =1, notons c le point de discontinuité de f.
Pour obtenir g & partir de f;on garde f y Considérons g : [a; b] —> R définie par :
sur[a; cf etondécale f (parallélement =—f 3. .
" alaxe y'y)surle;bl defacona  f | aeee- " f(x)six € la; ¢f

raccorder les deux morceaux. i i ix=
e g(x) = lﬁl;n fsix=c

fx) - (li,} foms 11111 f) six €le; b,

o| a B

11 est clair que g est continue en tout point de [a; b] — {c} ;

lim g =1lim f
™ (e
deplus: { g(c) =1lim f
pes
lim g =1lim f — (lim f —lim f)=lm f
ct ct ct [ c~
ce qui montre que g est continue en c.

Ennotante = f —g,onabien: f=g+e et ec E(a,b).

« Supposons la propriété établie pour les applications continues par morceaux admettant v points de dis-
) continuité, et soit f : [a; b] — R continue par morceaux et admettant v + 1 points de discontinuité,
3 En procédant comme pour le cas v = 1, on construit g1 : [a; b] —> R continue par morceaux admet-
tant v points de discontinuit€ et e : [a; b] —> R en escalier telles que f = gy + e7. D'aprés I'iypo-
these de récurrence, il existe g : [a; b] —> R continue et ey : [a; ] —> R en escalier telles que
g1 = g + e>. Finalement f = g + (ey + ep) ot g est continue et e1 + e est en escalier |

6.2.2 Approximation d'une application continue
» par morceaux sur un segment
. par des applications en escalier

@ On confond ici le réel £ et l'application

constante € : [a; b] — R.
2= Soient f :[a;b] — R continue par morceaux, et &€ R*+. Il existe
_ i @, ¢ : [a; b] — R en escalier telles que :
’ p<f<Y et Yp—p<e.
N
G Z En Ut“is?m 6.2 Prop.2, on se ramene Preuve : D'aprés 6.2.1 Prop. 2, il existe g : [@; b] —> R continue et e] : [a; /] —> R en escalier
R CTECHT R I INhRTS telles que f = g + ey . Cherchons d'abord ¢1,%1 : [a; b] —> R en escalier telles que : 91 < g < ¥1
ety — @1 < & ;ilest clair qu'alors, en notant ¢ = ¢ + e, 9 = 91 + €1, le couple (p,9) convien-
! dra:
1) 2
il (0.9 € (E@b)’, o=@ +e<g+ei=f<P +e =1,
)
' Y—e=1 - e

I 212




6.2 - Intégration des applications continues par morceaux sur un segment

t Soit & > 0.
Puisque g est continue sur le segment {a; b], d'apres le théoréme de Heine (4.3.6 Th. p. 158), g est uni-
formément continue sur [a; b].

I Tlexiste n > O tel que:

Vi x"y € (a2, (% — x| < => 1g(x') — g < &)

b—a

b—
ompose lintervalle [a; b] en I Dexiste N € N* tel que < n (par exemple: N = E(———a) + 1). On remarquera que et N
j n

; llessuccessifsdelongueurg n. )
: i dépendent de €.

b—a . o .
Notons, pour k € {0,...,N}, ax =a+ k - et considérons la subdivision « réguliere »

s = (@) 0k de [a; b].
Pour chaque k de {0,...,N — 1}, g est continue sur le segment [ax; ag1], donc (cf. 4.3.4 Th. p. 152)

g'[ak' ags1] est bornée ; notons :

i.
| me= Inf gx), Mg= Sup g

xelagiap ] xelagiag 1]
Considérons les applications en escalier ¢1,%1 : [a; b} —> R définies par :

| & {Vke{O,...,N—l}, Vx € [ak; ap1l,  (0100) = my et 1 (x) = M)

f : o) =my_1, Y1) =My_1. -
L i y n
‘. 1
|
| o T l)Vl
fi — 8
| Vol ¢Noe oo 9
i
; dis- i
ité, |
Imet- F 0 a b x
1ypo-
§ que i
[ | ’ Tlestclairque: ¢ < g < ¥1.
' Soit k € {0,...,N — 1}. On a, pour tout (x',x") de [a; AL
I ' x") € [ag; an ) == X' —x"| S a1 — @ = N <7
i_:
t — |g(x) — gl < e = g(x) <& +g(").
' En fixant x” dans [ax; az,1] et en passant & la borne supérieure lorsque x” décrit [af; ax1], on déduit : [
4 ! |
ation de la définition de My | M, <e+g"), etdonc: My —¢ < g(x" i
€ borne supérieure de g sur  F i
ste ! Puis, en passant 4 la borne inférieure lorsque x” décrit [ag; ag41] 1 Mk — € S my, d'olt: 5
It i
E M, —myp < e. ].
1 11 en résulte : E
: ' Vk € {0,... N — 1}, ¥x € [ag: a1l $100) — 01(x) = Mg —my <&
calier -
< 3 Comme de plus : 41 (b) — @1(b) = My_1 —my_1 S €, 0n conclut: 1 — @1 < €.
vien- :

W 213
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6.2.3 Intégrale d'une application continue
par morceaux sur un segment

/ Autrement dit, on considére les Soit f : [a; bl—_; R C;Emr;;e par I;jcr}ceaux' 1 1
/. applications en escalier < f et les Notons ={p€Eab);, ¢s ui sont des parties de E(a,b !
B=(peE@b; f<w| P (@.b),

applications en escalier > f,puis les
intégrales de ces applications en ascalier.

II
A= { f @ @€ Al
a - .
» , qui sont des parties de R.
a={[ s ves]
a

1) » A # @, car, d'apres 6.2.2 Th. p. 212 (en prenant ¢ = 1, par exemple), il existe
¢p € A ;donc A# . 3
De méme, il existe 49 € B ; donc B + @, puis B # 2.
e Ona: VYpeA, ¢<f<do

b b
donc: Ve €A, /<p</¢0,
a a

et

SRS P el o5 SEAERPEREpA

e

b
ce qui montre que A est majorée (par f o). 2
a

b

P B De méme, B est minorée (par / ®g)-

e ¥ a
Ainsi, A et B sont deux parties non vides de R, respectivement majorée et minorée ;
donc (cf. 1.2.3 I) p. 52), A admet une borne supérieure et B admet une borne infé-

rieure dans R ; notons :

1 =Sup(A), po = Inf(B).

T T et

2) Montrons g1 = p2.
«Comme: VoeA,¥VpeB o<y, onaen fixant ¢ dans A et en passantala borne
inférieure lorsque 1 décrit B :

b
Vo € A, / @ < Uy,
a

puis, en passant 2 la borne supérieure lorsque ¢ décrit A 1 p1 < K2
o Soit & > 0. D'aprés 6.2.2 Th. p. 212, il existe (¢,¥) € (E(a,b))2 tel que :

p<f<Yy et Yp—e<e.

b b b b
Onaalorsp € A, e Bet: /w—f w:f(w—go)gf e = (b—a)e,

b b i
d'ou : uzéf wg(b—a)e—{—/(pé(b—a)e-l—ul.
a a
— Ainsi: Ve>0, pg—py <(b—ad, donc uy—pi <0, w2 < M-
/ Par exemple, on fait tendre & vers 0. Finalement : p1 = u2. !

Remarque : les parties A et B de R sont adjacentes.

Résumons l'étude :

SEdvs AT Tathalnls

| Soit f : [a; b] —> R continue par morceaux.

: b b
| Les parties {/ w;weE(a,b),qosf} et {/ w;weE(a,b),féd)} de R

a

© Dunod. La photocopie non autorisée est un déilit.

admettent respectivement une borne supérieure et une borne inférieure dans R, et ¢€$
deux bornes sont égales.
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{ On appelle intégrale de f (sur [a; b]), et on note / f (ou: f,ou: !
t a [a:b] 1

. 1)
Tea

by

|
I / f(x) dx) cette borne commune :
H a

U

ey

- b b b
e /a / weE(E,b) < a YeE@b) \Jq
b o<t <
Y4 b
/ f représente l'aire algébrique de la
a -

portion du plan comprise entre les
droites d'équation x =a, x = b, l'axe
des x, et la courbe représentative de f (le

b
Jﬂf y=f repére étant orthonormé).
0 a b_;
Remarque : La Définition précédente prolonge celle de 6.1.2 p.209 car, sie:[a;b] — Rest tyy
en escalier, alors "i:.i.‘
. b b ‘-:l;
: {/ ®; weE(a,b),fpée} et {/ Y, weE(a,b),e<w} v
a a ‘:;*
b o
ont en commun le réel/ e. 2
a ok
. "3
L4 7/ 14 . e
e 6.2.4 Propriétés algébriques 5
 Pioposition #
Bt im i L'application CM —> R est une forme linéaire, c'est-a-dire :
fiété importante, | b
: | = f
{ b b b
E V(f.g) € CM)?, VA ER, / W+ = K/ f +f g
\ a a a
| Preuve:

i b b .
: 1) Soient f,g € CM . Montrons : [(f+8)=f f+f 8. |

Soit & > 0. D'aprés 6.2.2 Th. p. 212, il existe @1, 2.0 € E(a.b) telles que

o < F <y p<egsth
et :
P =@ S

w2 ™

g

!

% En notant ¢ = @ + @2 et =1 + 1, ona:
! (@) € (E(ﬂ.b))z. o< fHe<y Y—pse

d'on: |

b b b b b
(f+g)éf-arétb—a)ﬁfxo:{b—a}ewt[@ﬁf«m

a a

b (] i
S (b—a)+ f+f3 i

TS T

b b b b b b b
[f+fg$f1.£r.+ Py = -q‘:g[b—a)s+f(pé(b—u)e+f(f+g).
215
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=

- / Onraméne le cas d'un coefficient < 0
#\ aucasd'un coefficient 2> 0 enutilisant

~f

6.2.5

\ e
Les propriétés de ce paragraphe sont
trés utiles en pratique..

216

e e L A L P L RS I i

=

et donc, en faisant tendre & vers 0% :

f(f+g)=/nbf+/“bg

Soit £ > 0. D'aprés 6.2.2 Th. p. 212, il existe ¢;,4) € E(a.b) telles que :
S fSY et Yp-eise

2) Soient f e CM, L e R.

* Supposons A € R,
En notant ¢ = A@y, % = A, ona:
(‘Pﬂ/)) € (E((l,b))_, 4 < )"f < wv d’ -
dol:
b

b b b
an< [ p<G-ane+ [ p=-ane+r [ o
a b a a

a

g(b—a)erm/ f

b b b b
A/ fgx/ 1/)1<A(b—a)e+Af (plzk(b—a)e+/ ¢
a a b a a

SAB—-a)e +/ ),

/nb()»f)=?»/ﬂbf~

et dong, en faisant tendre £ vers O :

i * En notant Ar={p € E@ab); ¢ < f}, By ={ € E(a,b); f <}, A_j, B_yde méme, il est
4 clair que les applications Ay —> B_get By —> A_sont des bijections, d'ob :

v y—,
[er=sm([e) =5 ([=) =g (-]

=g (f0) = [
fab(xf)=/ab(—x)(—f)=-x/ﬂb(_f):_A (_/n,, f) =)»/abf,

On déduit, pour A € R_:

| Finalement :

b b b b b
V(f,g>e(CM)2,vxeR,/(xf+g>=/<xf>+f g=A/ f+/ ¢

Remarque : Si deux applications f,g de CM ne différent qu'en un nombre fini de points,

alors/ / g.En effet, il existe e : [a; b] —> R en escalier et a « paliers » nuls, telle que
g=f+edou / g—/ f+/ e—/ f

Propriétés relatives a l'ordre

b
i Soit f : [a; b] —> R continue par morceaux. Si f > 0, alors / f =0,

2




Ence de lintégration.

il majorer la valeur absolue de
rale d'un produit, il pourra étre
fux de garder un des deux facteurs

¥z l-lrr absolue) dans Iintégrale, ici
teur g,

6.2 * Intégration des applications continues par morceaux sur un segment

4 b b b
E Preuve : Puisque 0 € E(a,b) et 0< f,ona f 0« / £, Cesta-die 0< / i
a a a

i Sif.g:la;b] — R sont continues par morceaux, alors :
b b
f<g =>/ f </ g.
a a

b b b
:f<g<=>g—f>0=>/(g—f)>04=>f fé/ g

ne

s

oient f : [a; b] —> R continue par morceaux, m = Inf f(x),M = Sup f ). )
x€[a;b] xela:b) |

{ Ona:
b
m(b—a)g/ f<Mb-a).

!t
l

|
|

Pour f : [a; b] — R continue par morceaux, on appelle valeur moyenne de fsur |
i

i 1 b
[a; b] le réel / I

! b—a
\

La valeur moyenne de f est la hauteur
d'un rectangle (2 cotés paralleles aux

b
axes et a base [a; b]) d'aire / f

Avec les notations du Corollaire 2, la
valeur moyenne de f sur [a; b] est com-
prise entre m et M.

[

b b
IPourtoutefdeC/\/I: ff S/ I 1.

b b
]“Hﬁm /abf sfﬂbm.

| Preuve : ' ==
= r

" <fab|f|

1) Soient f,g € CM, || flleo = Sup [f(x)].Ona:

xefa;b]

fab fa| < nfnoo/ﬂb 2l
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Exercice 6.2.2.

K Ce corollaire (qui se déduit de la Prop.3
en raisonnant par l'absurde) est d'une
grande importance (par exemple, dans
I'étude de produits scalaires définis par
des intégrales).

Rappelons qu'on suppose a < b.

Exercices 6.2.1,6.2.4,6.2.6,6.2.7.

2) Soientf € CM, || flloc = Sup |f(x)].Ona:

xela;b]

[

< =D flleo-

Preuve :

/abfg </ab|fg|<fab||f||oo|g|=||f||mf el.

2) Appliquer [)a g = 1. |

Soient f € CM telle que f > 0, et xg € [a; b] tel que f soit continue en xq et

I)

b
f(x0) > 0.0naalors/ f>0.

\.
)
Preuve :
yi Puisque f est continue en xp et que
f(xg) > 0, il existe > O tel que:
Vx € [a; b1 N{xg — a5 xg +al,
1
f (x0) y=f) f&) 2 5 /().
1
= X 1
5 f(xo) .
|
) !
(9] a X0 b X

Notons [u; v] = [a; b] N [xg — a; xg + ], et e : [a; b] —> R l'application en escalier définie par:

0 six € [a; ul
e(x) = % flxg) six e [u;v].
0 six €lv; b]
b b 1
On aalors f 2 e, donc / f>f ezz(v—u)f(xo)>0. |
Soit f : [a; b] — R. )
f est continue
Si ffo , alorsf = 0.
-
\ : _J

Remarque : D'aprés le Corollaire 4,on a:
b
1) Si f : [a; 6] — R est continue et si / f2=0 (ouf2=fp,alors f2=0,et donc
a
f=0.
b
2) Si f : [a; b] — R est continue et/ |fl =0,alors | f| =0,etdonc f =0.
a




Stroduit un paramétre réef .

| _r":‘- dmelenA)est 2> O pourtoute
ftréelle de A ,alors son discriminant
- A

Bilise le trinome en A introduit
fPreuve de linégalité de Cauchy-

6.2 - Intégration des applications continues par morceaux sur un segment

| - Thex ‘Egé:;;«w Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales

|
|

|
L

Pour toutes applications f,g : [a; b] —> R continues par morceaux, on a:

([#) <L)

2

Proposition 4

b
| Preuve : Pour tout A e R : / A+ g)2 > 0, d'ou en développant :
a

Vi eR, (fabf2>xz+2</abfg)x+fabg220.

' b
= Supposons/ f*=0.
i a

A——00

b b b
. Si / fg >0, alors 2 (/ fg) A+ / g2 — > — 00, contradiction.
! a a a

b b b
De méme, si / fg <0, alors 2 < / f g) A+ / g2 —» — o0, contradiction.
a a a

A—>4o00

b
Donc / fg =0, et 'inégalité voulue est triviale.
a

b
. Supposonsf f2>o.
a

' D'apres 1.2.3 3) p. 55, étude des trindmes réels, le discriminant est < 0, c'est-a-dire :

([ ) ([ ) ([ )=

) Etude du cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz
pour des intégrales d'applications continues

b 2 b b
Soient f,g : [a; b] — R continues. Pour que (/ fg) = (/ f2> (/ g2>,

il faut et il suffit que (f,g) soit lié, c'est-a-dire qu'il existe (a,B) € RZ — {(0,0)}

\

tel que af + g =0.
\

Preuve :

1) Supposons (f,g) Lié.

Si f = 0, la conclusion est évidente.

Sif s~ 0, alors il existe o € R tel que g = af; et on a donc
2

()=o) = = (L))
(A7)

2) Réciproquement, supposons quil y ait égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Si f = 0, alors (f,g) est Lié.

Supposons f # 0. Puisque f est continue, on a alors f f2 > 0 (cf. Prop. 3 p. 218), d'oit :

VA e R, /ﬂb(kf+g)2=</ 2) u-'f’,fg

]
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4 "‘-'-TF' z

: ! f f8 b

| ’ En particulier, en choisissant A = —*%—— , on obtient : / (A f +8)* =0,

i ! fZ a

!- :: Exercice 6.2.3. puis (cf. Remarque /) p. 218) Af 4+ g = 0 et donc (f,g) est lié. m

|

i i 5 z 4 oINS T gr » R 1 =l ~Re

I Les méthodes a retenir

i Propriétés relatives a I'ordre |

* Le Corollaire 4 p. 218 est tres utile: si a < b et si f : [a; b] —> R est continue, positive ou nulle, telle que |

b
/ f=0,alors f =0 (ex. 6.2.1, 6.2.5).

* Pour trouver une limite d’intégrale, on peut essayer de majorer, minorer ou encadrer cette intégrale (ex. 6.2.6). Le
lecteur verra, dans les chapitres suivants du cours d’analyse de premiére et de seconde années, de nombreuses
recherches de limites d’intégrales.

2
6.2.1 Soit f : [0; 1] —> [0; 1] continue telle que : f # 0 (/bf(X) cos x dx>2+ (/bf(x) sin x dx) I

1 1
= 2 U 2: =
et/(; f—./(; f“ (ot f= = ff). Montrer f = 1.

b
<(b—a) f (F ()Y,

! 6.2.2 Soient (a,b) € R? tel que a<b, neN* it-éiudaer le cas d’égalité
f1s-- . fn i la; 6] — R continues et non toutes nulles. 6.2.4 Soit f : [0; 7] —> R continue, > 0, telle que :

i . vn € {0,1,2,3,4},
Montrer qu'il existe uj,....u, :[a; 8] — R continues

b n i — (1
telles quef (Zf,-u,-) =1. /0 f(x) cosnx dx = (—=1)*(2n + 1) £ (0).
2 i=1

Démontrer: f = 0.
-- - 3
i; 6.2.3 Soient (a,b) € R? tel que a <b, f:la;b] — R 6.2.5 Déterminer ©  lim fx dr ]
x—>+00 f, (111 t)2

continue. Montrer :

6.2.6 Relation de Chasles

b ¢
)} Le remplacement de / f+ f f
a b

_ Proposition 1

Soient (a,b,¢) € R3 tel que a < b <c,etf :[a;c] — R continue par morceaux.
Alors les restrictions de fa [a; b] et & [b; ¢] sont continues par morceaux et on a :

/abf+/bcf=/:f-

¢
par / f permet de ne faire apparaitre
a

qu'une seule intégrale,

[
Le remplacement de / f par
a

b c
/ f+f f permet de faire
a b

b b
1 intervenir un point intermédiaire b. On a ici noté / f au lieu de / fl
| la;b]
| ; Les deux situations se rencontrent a e
|

220
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© Preuve :

.. Il est clair que f I[a; b et f |[b; ¢] sont continues par morceaux.
© Soite > 0. D'apres 6.2.2 Th. p. 212, il existe ¢y, ¥, € E(a,b), @2, s € E(bc) telles que::
< flia; b} S %1 92 < flip; ] S %2
= £ et .
‘ Y1 <3
. En notant ¢,v : [a; c] —> R les applications définies par :

{Vx ela;b], (px) = @1(x) et Y(x) = ¥ (x))
Vx € [bc), (p(x) = pa(x) et Y(x) = P2(x))

' Tlest clair que: (@) € (Efa, .:-))2 e f<, Pp—p<e, dou:

ff fﬂ, [1,{;]+fu’m lb—a)s+/fp1+[ (b—a)s+/f+/f
[f_,. f< f‘i’l [-,;;-, (b—ﬁ}£+[(p1+frp1—(b~a)6+/
T b

\_(b—u]£+ff.

I
i < -
Yy — 2 5

': b c c
% et donc, en faisant tendre ¢ vers 0% : / f+ / = / £
a b a

Hotation pour le cas ou les bornes sont
a5, notation pour le cas ol les bornes . b
g sont pas dans l'ordre », f sta =

= - f f sia>bet f:[b;a]l — Restcontinue par morceaux.

ans la pratique, on aura avantage & Les propriétés algébrlques (6 2.4 p. 215) sont inchangées, et les propriétés relatives a

T'e intervenir des intégrales l'ordre (6.2.5 p. 216) peuvent étre aisément modifiées suivant la position relative de a et b.
tbornes dans f'ordre », pour éviter les
itreurs dans fa manipulation d'inégalités.

eV ToTl E ot Relatlon de Chasles

t.a,b,¢ ne sont pas nécessairement So1ent a, b cE€ R et fune application & valeurs reelles continue par morceaux sur un

ins 'ordre, :
| segment contenant a,b,c. On a alors : / f= / f+ / I
3 a a b

Preuve :
1'_ + Si(a=boua=coub=c),laproprésé est évidente.

» Sia < b < c, voir Prop. 1 p. 220.

b c b
+S a<c<b, dapres Prop. 1 p.220, on a: / f= / f +f f, dou
a a ¢

/ ~[r-[r=fre ]

o Lesautrescas (b <a <c,b<c<a,c<a<bc<b< a) se traitent de maniére analogue.

On déduit facilement, par récurrence sur I’entier N, la proposition suivante :

¢ Soient N € N*, ag,....an € R, f une application & valeurs réelles continue par mor-
i ceaux sur le plus grand segment contenant ag,. - . ,dn- :
i N-l pagy

Onaalors / f= Z f.

© Dunod. La photocopie non autorisée eat un delit.
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Relation de Chasles

e La relation de Chasles permet de séparer une intégrale en une somme de plusieurs intégrales portant sur |y
méme fonction.

6.2.6 Soient (a,b) € R? tel quea<b,f:la;b] —R . vx €l0;cl, f(x) >0
[O —] tel que Y e]c; %I: Fo) <0°

b
continue par morceaux telle que : f > 0 et f f=0.
a

Montrer que f est nulle sauf en un nombre fini de points. Montrer :

4 2 z 2
6.2.7 Soit [ : [O; %] — R continue telle qu'il existe (/02 f(x) cosx dx) + (/(;2 f(x) sinx dx) >0.

6.2.7 Sommes de Riemann

Dans ce § 6.2.7, (a,b) désigne un couple de réels tel que a < b.

| { Soient f : [a b] — R continue par morceaux, s = (ap,. . . ,d,) une subdivision de

i la; b], et, pour chaque i € {0,. — 1}, & un élément de [a;; a;41]. On appelle
| n—1
i . W4 ~ Pl
7y Cette sommedeRiemanndépenddela | somme de Riemann associée a f,5,(&)ogi<n—1 le réel Z(ai+1 —a)f ).
3 /\ fonction f, de la subdivision s, et des | iz0
== points &, ...,En—1.
(
—=, Ainsi,la somme de Riemann considérée
/. est lintégrale d'une application en c
~ escalier e définie par .
Vief0,....n =1}, y=fx
Yx €la;; ainil, elx) = f(&). »

¥

a b
0 ag &y a1 S &y @38 ay x

Smt f [a b] — R continue.

Les sommes de Riemann relatives a f convergent toutes vers / f lorsque le pas de

; 1a subdivision tend vers 0, c'est-a-dire :

- pour tout ¢ > 0, il existe o > 0 tel que, pour toute subdivision s = (g, . - ,@n)

222




6.2 « Intégration des applications continues par morceaux sur un segment

| de [a; b} de pas < «a, et pour toute famille (§i)o<i<n—1

| telle que (Vi € {0,....n — 1}, & € lai; ai+1]), on ait :

b n—1
/ =3 (@ —a)fE)| <e.

i Preuve : Soit &£ > 0 fixé. Puisque f est continue sur le segment [a; b, f est uniformément continue
| sur [a; b] (théoréme de Heine, 4.3.6 Théoreme, p. 158). Il existe donc o > 0 tel que:

v(x',x") € [a; 12, (%' — x| Sa = |f(X) - FENI< bia)'

i Soits = (ag,. - . ,an) une subdivision de [a; b) de pas < o, c'est-a-dire telle que :
vie{0,...,n—1}, a1 —a <o

Soiti € {0,...,n— 1} ;ona: Vx € [a;; aiq1], Ix — &l < ajy1 —ai <o, donc:

I3

Vx € [ais a1, 1) = fEDN < 5

it i+ 3i+1
f fo (@1 — a»f(&-)( - f - f(s,-))l < / \f = £
i i a; -
. < (41 — ai) .
. On déduit :

b n—1 n—1 ai41
/ f=Y (@ —ai)f(Ei)l =D (f f—(ai41 —m)f(&)))
a i=0 =0 4
n—1
<X
i=0
n—1
< (@i+1 —ajp)
0

=

ides intégrales, et manipulation du

/ - a»f(&)l

£

e
b_az(an—ao) =&

b—a

Remarques :

1) On peut montrer, en tenant compte dans I'étude précédente d'éventuels points de dis-
continuité de f, que le résultat précédent reste valable lorsque, plus généralement, f est
continue par morceaux sur [a; b].

2) Une somme de Riemann ne dépend pas seulement du pas de la subdivision, mais dépend
de la subdivision elle-méme et des points ;.

3)Si fila;b] — R est k-lipschitzienne (k € Ry), alors, pour toute subdivision
s = (ag,. . .,ap) de [a; b] de pas noté p(s) et toute famille (§:)p<i<n—1 (telle que:

vie{0,....n—1}, & €la;; ai+1))

§ preuve plus simple du Théoreme b n=1 n=l nay
et sus ypothise que f o [ =Y @n-awse| <y [irw - e
N i=0 i=0 4

'.--.. LZe nne‘

n=l Git]
<Yk / Ix — &ldx
i=0 ai
n—1

<k Y [T dx =k~ @pe),

Dans ce cas (f lipschitzienne) le résultat du Théorame est établi sans faire intervenir la notion de conti-
nuijté uniforme.
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Un cas fréquent est celui ol la subdivision (ag,. .-

b—
Yiel0,....n—1}, a1 —@ =

D'ol le résultat suivant :

Soit f : [a; b] —> R continue. Ona:

,ay) est réguliére (c‘est-h-dire

) et ou & vaut a; (ou a;41, ou encore (a, +a'+l)l

n—=1 b
Résultat d'utilisation fréquente dans les —a
exercices. Z f( +i __> —E_) f
l
1 Hdl
En particulier, si f est continue sur [0; 1], alors : — Z ( >
n
i=
Exercices 6.2.8,6.2.9. T In—1 )
E le : dé 1 !
xemple : déterminons im n Z k2
k=n
SRE TN S MR, e
Ona:VneN*n —=n —_ = - S
’ 2 ; 2 27
k= ¥ i=0 (i +n) "0 (] + [_)
n
B Comme f : [0; 1] — R est continue, le corollaire précédent montre
5 3 X— ——
(14x)~
1
; 1 "i 1 1
niz0 ( ")2 nee Jo (L+x)
il B
n
LS| T L 1
~>; Pourle lien entre intégrales et dérivées, Puis f - dx = - —_——_ 4 l==.
/, voir § 6.4 p.228. 0 (1+x)? 1+x]g 2 2

Limite d'une suite dont le terme général ressemble 2 une somme de Riemann

2
a) Montrer: Yx € [0; 400, 0KLe"—1—x < %e".

b) En déduire la limite de la suite de terme général u, = Z e .

Solution

a) Considérons les applications f,g: [0; +oo[ — R définies, pour tout
x € [0; +ool, par: )
e

f(x)':e-‘__l—x et g(x)'__ex—l—x——i‘e"l.

224

Conseils

Pour établir des inégalités portant sur uné
variable réelle, on peut essayer d'étudier
des variations de fonctions.

0




6.2 » Intégration des applications continues par morceaux sur un segment

Conseils

Bolution

applications sont indéfiniment dérivables et, pour tout x € [0; +o0[ :
ffx)y=e*=120

x? 2
4 gl(X)zex_l— (?+x>ex’ g”(x)=—(3 +2x>e-\' <0
‘.plus . £(0)=0,g'(0) =0,g(0)=0.

Bn en déduit les variations de fetdeg,etonconclut: f 2= 0etg <0. On peut dresser les tableaux de variations

Feci montre l'encadrement : de fetdeg.
. x*
Vxel0;+o0f, 0<e" ~1-x< S 5¢ e’ Pour une autre méthode, utilisant l'inégali-
_ té de Taylor-Lagrange, voir aussi V'exercice
J Remarquons d’abord : VneN', u,= (e T — ) G5 [pFeaTs

9 n
: 1
Notons, pour tout n € N*: v, = E 3
Not p n k_1n+k o o .
- Utilisation de l'inégalité triangulaire.

' D'aprés a), on a, pour tout n € N*:

n | 1
l—vnl=2<e "H“l'—ﬁ)

k=1
1 1 \ On majore une somme de n termes par n
i n————m——¢ ntl .
~ .
2n + 1)? fois le plus grand terme.

< -
= ,Z:,: 2+ k)

Nk
2(n+ 1)?

omme 1 —> 0, on déduit : u, —v, — 0.
00

noo

est continue sur le segment

- D'autre part, comme l'application x —>

- -_i 13, on a, d'apres § 6.2.7 Corollaire p.224 :

n _ 1 1 B l—
n+k—;z — fo 1+xd.x_[ln(1+x)]0—ln2.

14+x e o
+ Utilisation du théoréme sur les sommes de

Riemann.

» Comme u, = (u, — v,) + v, et que u, — v, — O etv, —> In2, on conclut,
noo noo

u, — In2.

(Il‘?rsqu’on cherche la limite d’une suite dont le terme général i, est une somme indexée par k d’un terme

. dépendant de k et 1, on peut essayer de faire apparaitre une somme de Riemann.

Dans des cag simples, il s’agit exactement d’une somme de Riemann (ex. 6.2.8 a), b)).

Mais souvent, u, n’est pas exactement une somme de Riemann. Essayer alors de construire v, qui soit une

Z"mmc de Riemann et qui ressemble a uy,, de fagon que u, — v; —> 0 et qu’on puisse trouver la limite de v,,
Oll 'on déduira celle de u, (ex. 6.2.8 ¢) 2 e), 6.2.9). e

Si

uu]le terme général u, proposé contient un symbole de produit, on peut essayer de se ramener 2 une somme en

15ant un logarithme (ex. 6.2.8 f)).
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228

= 6.4 Intégration et dérivation

Résultat fondamental.

Dans tout ce § 6.4, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un poin.

Les fonctions envisagées sont 2 valeurs dans K, (K = R ou C).

Intégrale fonction de la borne d'en haut

Soient xg € I et f : I — K continue par morceaux sur I, c'est-3-dire continue par

morceaux sur chaque segment inclus dans . Pour chaque x de /, la restriction de f 5,
segment d'extrémités xg et x est continue par morceaux ; nous pouvons donc considg.

£z
rer I'application F : | — K définie par: Vx € I, F(x) = I

1 Ap

Ainsi [ est considéré comme étant fonction de x, figurant dans la borne d'en hayt
Xo
(on dit aussi : borne supérieure) de 'intégrale.

PF ] — K‘r est continue sur /.

X —> f
Xog

| Preuve:
Nous allons montrer que, sur tout segment [a; b] inclus dans /, F est lipschitzienne.
Soit (a,b) € 1 2 el que a < b. Puisque f est continue par morceaux sur [a; b], f est bornée sur [a; b] ;

¢ notons M = Sup |f(x)]|.Pour tout (x',x") € [a: b)? tel que, par exemple x’ < x”,ona:

xela;b]
o ¥ o
for=Lo=|L
X0 X0 x'

Ceci montre que F est M -lipschitzienne sur [a; b], donc continue sur [a; b].

”

(F") - F()| = s/, Il < MG = X,

Enfin, puisque F est continue sur tout segment [a; b] inclus dans 7, il est clair que F est continve |
1 osur [ | |
Brand e
B R Kx est de classe C! par morceaux,
x— [ f
Xo

i« F est dérivable en tout point x] de I en lequel f est continue, et F'(x1) = f(x1)-
| Preuve :
| 1) Soit x1 € I tel que f soit continue en x1.

+ Pourtoutx de / — {x1},ona:

F(x) — F(x 1 x 2
M—f@q)‘: ff—/ = =2 fGp)
¥ =) FEr
1 X
~ /(f—f(xl))’
Ix_x1| x|
1 X
< /If—f(n)l‘-
|x—X1| x|

Soit £ > 0 fixé. Puisque f est continue en x1, il existe n > 0 tel que :

Vieel, (t—xiI<n=|f)— fGDI<e).
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=
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6.4 « Intégration et dérivation

Soitx € I — {x1} tel que |x — x1| < n.Onaalors:
X

< / e
x]

Ve >0,3n>0,Vx € I — {x1}, (]x —x1| < 77=>’

=elx —xq1/|.

f f = F G
x|

On a ainsi montré :
F (A) F(xy)
— X1

- fx)| €8

F(x)— Fixy)

X — X1 X—>x]

c'est-a-dire :

FG.

Ceci montre que F' est dérivable en x1, et F'(x1) = f(x1).

2) Soit (a,b) € R2 tel que a < b et [a; b] C 1. Puisque f est continue par morceaux sur [a; b], il exis-
ten € N* et (ag,...,an) € R™1 tels que :
a=ayg<...<ay=b

pour tout i € {0,...,n — 1}, la restriction de f & Ja;; a; [ est prolongeable
par continuité sur [a;; a; 1]

Le résultat précédent montre que F est dérivable sur [a; b] — {ag,...,an} et que F l|]ai; aj41[ €St pro-
:_ longeable par continuité en g; et a; 1. Ainsi F est de classe C 1 par morceaux sur [a; b].

Puisque F est de classe C 1 par morceaux sur tout segment inclus dans I, F est de classe C 1 par mor-

ceaux sur I.
Exemple : -
Y4 Considérons la fonction signe, ! -
v=F) o
f :R — R définie par :
-1 six <0
14 y=f@x) ¥R, fx)=10 six=0.
1 six >0
0 x
-1
X X
V)CGR_, F(X):/ f:/ -
Alors F: R—> R est définie par: OX Ox .
X

X,_>/f Vx € Ry, F(x)=/ f=/1=x
0 0 0
clest-a-dire : Vx € R, F(x) = |x|.

On remarque que F est continue sur R, de classe c! sur 1 — o00; Of et sur 10; +oof, de
classe C* par morceaux sur IR, mais non dérivable en 0.

; Gsé;‘it_”f)e" pratiquesurtout . Pour tout p € NU{+oo}, si f est de classe CP sur [, alors!
4 e | F:I—>Kx est de classe CP*l sur I et F' = f. i

| X —> f
856.4.1, 6.4.2, 6.4.43 6.4.6. X0
Permet d'éudier les fonctions
- F@t)dr . Soient /,J deux intervalles de R, u,v : I —> R de classe C! telles que u(l) C Jet

‘v(I)c J,f : J — K continue.



Chapitre 6 - Intégration

6.4.2
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L'application ¢ : | — K est de classe C! sur / et :

v(x)

X—> wix) f

Veel, p'(x)= fG)v'x) — fu@x)u'(x).

e

Preuve : 11 suffit de remarquer qu'en notant F : J —> ]Ky (ol yg est fixé dans J), ona:

y— | f
Yo

Y(x) = F(w(x)) — F(u(x)). m

Vxel,

Exemple : L'application¥: R — R est de classe Cl surR et:

2x
xl—)f V1+tdr
X

VxeR, %'(x)=2v1+16x% -1+ x4,

Primitives

Soientf : I — K, ¢ : I —> K deux applications.

On dit que ¢ est une primitive de f sur I si et seulement si : ¢ est dérivable sur I et

=7

Théoréme

Soit f : I — K continue. Alors :

1) Pour tout xg de 1, l'application F: I — Kx est une primitive de f sur /

X —> f
X0

2) Pour toute primitive ¢ de f sur I, l'ensemble des primitives de f sur I est

{0+ ;A e K).
. -

Preuve :

1) D'aprés le Corollaire 1 du § 6.4.1 p. 229, l'application F : [ —> K est de classe CleaF =f

X+ f
xg
Donc F' est une primitive de f sur /. Ainsi f admet au moins une primitive sur I.

2} » Pour tout A de K, ¢ + A est une primitive de f sur I puisque ¢y + A est dérivable sur { et que
@o+1 =¢)=F

* Réciproquement, soit ¢ une primitive de f sur 1. Alors ¢ — ¢ est dérivable sur [ et:
@—¢0) =¢' ~¢y=f— f=0,donc (cf. 5.3.1 1) Rem. p. 185) ¢ — ¢ est constante ; cest-¥-

dire qu'il existe A € K tel que ¢ = ¢pg + A @
Le calcul automatique de certaines primitives fera l'objet du ch. 9 p. 309.

Pour f : I — K continue, on note / fioul —- K I'une quelconque des

x—> f f(x) dx
primitives de f sur /. Cette notation a l'avantage de la bri¢veté, mais l'inconvénient de
désigner non pas une fonction, mais en fait une infinité de fonctions différant entre
elles par des constantes additives.

A e
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&

' Soient (a,b) € I%.f : I —> K continue, ¢ : I —> K une primitive de fsur . Ona |

b
- alors; f f=¢®) — ¢(). Lélément ¢(b) — $(a) de K est noté [p(0)};=,, ou

xX=a

' plus simplement [¢ (x)]g, et appelé variation de ¢ dea a b.

Preuve : D'aprés le théoréme précédent, il existe A € K tel que ¢ = F + A, d'ob

b a b
¢(b)-¢(a)=F(b)—F(a)=/ f—/ f=/ f
Xp X0 a

Remarque:
La Proposition précédente revient a dire que,si f : I — K est de classe ¢! sur 1 alors :

b
/ £ dx = F(B) ~ F(@).

Exel _

'.inégaiité portant sur des intégrales

(a,b) e R2 telque a < b, f,g : [a; b] — R de classe C! telles que f(a) = g(a) = 0.

b b b
f|(fg)'(x>|dx<(/ 1f’<x>1dx)(f |g’(x>|dx).

-'dérons l'application ¢ : [a; b] — R définie, pour tout x € [a; b}, par: L'application ¢ est obtenue en faisant tout
x x x passer dans un membre et en remplagant b
o(x) = (/ |f'|) (/ |g'|) — / 1(fg). par une variable x.
a a a

"5'“ [£'1,1g'], I(fg)’| sont continues sur [a; b],

Utilisation du Corollaire 1 du § 6.4.1.
le Cours, ¢ est de classe C! sur [a; b] et, pour tout x € [a; ] :

0 =17 [ lg’|+( / |f’l)|g’(x)|—|(fg)’(x)|
a |f'(x)|/ lg’l+lg’(X)I/' LF = | f)gx) + f)g )|

2| (x0)] / Ig'l + 1g’ )| / Ll = 1f )] g — 1 F )] 1g'(x) Utilisation de I'inégalité triangulaire.

= |f’(x)|(/' gl — |g<x>|) +|g’(x)|(/' If) - If(X)|>-

.&prés le Cours, puisque g est de classe C' sur [a; b], on a, pour tout x € [a: b] :

g(x)=g(a)+/' g’=f'g',

£x x X
/ lg'l — 1g(x)] =/ lg'l = / g" =0,
[ a a
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Solution Conseils

et de méme : / £ 1=1f@) = 0.

Onconclut: Vx € {a;b], ¢'(x) > 0.

1 en résulte que ¢ est croissante.

D'autre part : ¢(a) = 0.

On déduit: Vx €[a;b], ¢(x) > 0.

En particulier, ¢ (b) > 0, ce qui est le résultat voulu.

On a étudié les variations de ¢.

Primitives

* Le théoréme p. 230 (intégrale dépendant de la borne d’en haut) est souvent la clé d’une résolution (ex.6.4.2,6.44,
6.4.5).

® On peut souvent étudier le sens de variations a 1’aide d’une dérivée (ex. 6.4.1, 6.4.2).

6.4.1 Soit f : [0; 1] — R continue telle que : 6.4.4 Soit f : [0; +0o[— R continue telle qu'il existe '
k e R tel que: |

Vxe[O;l],ng(x)él. x
Vxe[o;+oo[,o<f(x)<k/ £
0

X
Montrer que I’équation / f=2x—1, d’inconnue x }
0 Montrer f =0 (étudier x ——> e~ / . :
0

x € [0; 1], admet une solution et une seule.

= 6.4.5 Trouver toutes les applications f : R — R conti-
6.4.2 Soient f : R — R continue, nues telles que :
1R Ve R f) - foy = [ 7 |
xy) R fx)— f(y) = / 5 |
X —> f(x)‘/0 f e 2y I

6.4.6 Lemme de Gronwall

Montrer que, si g décroit sur R, alors f = 0, ’ )
Soient f,g : [0; +0o[—> R continues, £ >0, g >0, et

* .
6.4.3 Soient (a,b) € R? tel que a < b, f : [a; b] —> R C e RY tels que :

X
de classe C!. Montrer : Vx € [0; +oo[, f(x) <C +/0 fs. i

1 b X
Vx € [a; b], | f(®)] < 2 (lf(ﬂ) + f(b)] +/ |f’|)- Montrer:  Vx € [0; +oof, f(x) < C eﬁ) o8

6.45 Changement de variable

Rappelons que, sig : J — Ret g : I — K sont de classe C! sur les intervalles J

et I, et si o(J)C I, alors gogp: J — K est de classe C! sur J et
x—>g(p(x))

(§09) = (g op)¢’ (cf. 5.1.5Th. 2 p. 176 et 5.1.3 Th.3 p. 169).

On obtient ainsi : / g (p(x)¢'(x) dx = g(p(x)), d'od la Proposition suivante :

A AR T st g S b b g

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délir.
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d=unchangementdevariabledans _
B bl de-sasurer : e r—————— R
B nacterelicitechangerlesbomes,  Soient (&, B) € R?, ¢ : [o; B] —> R de classe C* sur [o; B], f une application a

e rélément différentiel. valeurs réelles ou complexes continues sur un segment contenant ([« BY). Alors .

B o(B)
/ Floyem d= [ fa) du.

o)

On dit qu'on a effectué le changement de variable u = o(x).

/2 1 M3 1 1 _ -
Exemple:/ sin?x cosxdx:/ u? du:[—] s K= mm X
0 0 3o 3
En pratique, le facteur ¢’(x) n'est pas toujours en évidence dans l'intégrale étudiée, et
il faut alors 1'y intercaler, en divisant aussi par ¢'(x). Cela suppose que ¢’ ne s'annule
pas dans l'intervalle considéré. Comme ¢ est de classe C ! gur un intervalle, le théore-

me des valeurs intermédiaires montre que cette condition revient 2 ¢’ > 0 ou ¢" < 0.

Changement de variable

o Dutilisation d’un changement de variable est souvent apparente dans 1’énoncé lui-méme des exercices (ex. 6.4.7 :

y= % — x :ex. 6.4.8:y =a — x), ou moins évidente (ex. 6.4.9).

£ 6.4.7 a) Montrer :
S /4 /4 -
] In(cos x)dx = ln<cos(— = x))d.x.
0 0 4

1 n
b) Déterminer lim — E f ).
nec n k:O

6.4.11 Soit f : [0; 1] — R continue telle que :

n/4

i b) En déduire la valeur de f In(1 + tanx) dx. 1
- 0 VkeN,/ 2 () dx = 0.

E 4.8 Soient a € R et f:[0;a] — R continue telle g

Sque : Vx e [0; a] {f(x) # -1 a) Soit («,pB) € R2 tel que 0 <& < B < 1. Montrer qu'il
3 Y f&x)fla—x)= 1 existe un polynéme P 2 coefficients réels, de degré 2, tel

:_ aleuler /a LS que: {VX © Il BG = :
0 1+ f(x) Vx e[0;a]U[B; 1, 0 < P(x) <1

1
% b) Montrer: Vn € N, j(; (PO f(x)dx =0,

n de
g T
: 1 Vn24x3 no
" 6.4.10 Soit f : [0; 1) — R continue telle que f > 0.
$9) Montrer que, pour tout n de N¥, il existe
X0, .. .x,) € [0; 17" unique tel que :
Z O=xp<x;<...<x_1<xp=1

¢) En déduire f = 0.

1 Ce résultat apparaitra encore en Seconde année, par une
Xr+l 1 . - . L .
Vk e {0,...,n—1}, f f== f f. autre méthode utilisant le premier théoreme de Weierstrass
x nJo (Analyse MP, 5.2.2 Corollaire).

k
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6.4.4

Ainsi, pour utlliser une intégration par
parties afin d’exprimer une intégrale

b
/ F(x)g(x)dx, dans laquelle fest

continue et g de classe C?, on pourra
{ W' (x) = f(x)

poser .

v(x) = g(x)

[ ulx)=F(x)
douy | s
v'(x) = g'(x)
ol F est une primitive de ¥, de sorte
que:

f FR)gx) dr

=[F(x)g®)1

b
—f F(x)g' (x)dx.

Exemple important.

Intégration par parties, pour amenerun
facteur n au dénominateur.

Ao
Chapitre 6 + !ntégratlon 5 F( )‘) ( X) ofx =

Intégration par parties

Proposition 1

FILY6(LY - Fla) 6 () rex

- j’ﬂ*)é()‘)y{)(

Primitivation par parties

Proposition 2

Intégration par parties

Soient u,v : [a; b] — K de cll;clsse C!sur [a; b]. On a alors :

b
/ w'v = [uv)} —/ uv'.
a a

lea $uan [a(k’_? avec F':ﬁ e R
/

Soient u,v : I —> K de classe C! sur I. On a alors * /uv—uv—/uv ‘

I Preuve : (uv)’ = u'v 4 uv’ (cf. 5.1.3 Théoreme 1, 3) p. 171) d'on uv —/u v+/uv

| Preuve : se déduit aisément de Ia Prop. 1.

L'intégration par parties est I'un des outils fondamentaux de l'analyse classique.
permet souvent d'obtenir une relation sur des intégrales dépendant d'un entier.

Exemples :
1) Intégrales de Wallis
/2
Nous allons calculer, pour tout n de N, la valeur de dy = / sin”x dx.
0

Pour tout # > 2, par une intégration par parties :

/2 2 w/2 2
I, = / sin"Lx sinx dx = [—sin"lx cosx]”/ / —(n — Dsin™%x cos®x dx
0 0

/2
=(n— 1)/ sin"2x(1 — sin?x) dx = (n — )(I,_5 — 1),
0
d'ou la relation de récurrence : nl, = (n — DI, _»

Séparons en deux cas suivant la parité de » ; pourtoutp € N,ona:

L,=2P"1l, _  _2-12-3 1,
2p* 2p 21’—2—'-'— 2P 2p—2'”2 0
L 2p 2p—2 2

2p+l = 2P+1 2p—1 = 2p+1 2p—1'”3 1

/2 - /2 p
Comme [y = dx—Eet11=/ sinxd_x:[_cosx]g =1, on conclut :
0

_Cp-D@p-3...1x _ 2p! =

P @ep@p-2)...2 2 @rpn2 2
VpeN, )
T 2+ D@ —D..3 @pt Dl

2) Lemme de Lebesgue pour une application de classe C L

Soient (a,b) € ]Rz, tel que a < b, f : [a; b] — K de classe Cl, et, pour tout n de N ;

b .
I, =/ f(x)exnx dx

Soit n € N* ; 4 I'aide d'une intégration par parties :

Inz[

ln <f(b)einb ) eina)

~

:l f(X)—dx

Il

_ _/ f/(x)einx d,
n Ja

[ ]
Elle

L S o S

e

i
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1 b
diod II,,|<;(If(b)I+|f(a)I+/ |f’|).

etdonc: I, —— 0.
noo

(On peut montrer que ce résultat, [, —— 0, reste valable lorsque f est seulement suppo-
sée continue par morceaux.) oo

En passant aux parties réelle et imaginaire, il s'ensuit que, si f : [a; b] — R est de classe
C*, alors :

b b
/ f(x)ycosnxdx —— 0 et f(x)sinnx dx —— 0
a noo

a noo

(et il est clair que ces deux derniers résultats sont encore vrais pour f a valeurs complexes).

Intégration par parties

o Penser a I’intégration par parties lorsqu’apparait une intégrale d’un produit, ou lorsqu’intervient une fonction

fdont la dérivée f est « plus simple » que f (par exemple : f(x) = Inx, Arctanx, ...), ou lorsqu’il s’agit d’obtenir une
relation de récurrence & propos d’intégrales.

; X
©6.412  Soient (a,b,c) € R3 tel que a<c<b, F= f e'lnt dr
- .

" u: [a; b] — R de classe Clsur[a:b],v:[a:b] — R 6.4.13 Montrer
telle que Vl[a:f et V|je;p] admettent respectivement des -

% TIPS 1
“prolongements de classe C! sur{a; c] et [c; b]. 6.4.14 Soit f : [0:1] > R de classe C'.
" Montrer : a) Montrer : Vx € [0; 1],

— 1.
e‘lnx x-o+

_ b b 1 x 1
f W' = uvlt — / ww — u (@) - v(e)), = [ o+ [Cerwu+ [Ca=nraa.

w est n'importe quelle application prolongeant v’ sur b) En déduire : |1 (l)‘ /‘ Fodr 1 /1 Ol

Formule de Taylor avec reste intégral
Nous avons déja vu (cf. 6.4.2 p. 230) que, si f est de classe C! sur [a; b], alors

Eo: b
'forrnule est quelquefois qualifice l f/(x) dx = f(b) - f(a)

« théoreme fondamental de

Ainsi, si f est de classe C 1 sur un intervalle I de R et si (a,b) € 12, alors:

b
f) = fla)+ / f(x) dx, ce qui permet d'exprimer f a l'aide d'une intégrale, por-

tant sur f.
Nous nous proposons maintenant de généraliser cette formule en faisant intervenir les

dérivées successives de f.
_ Formule de Taylor avec reste intégral

SOIent I un 1nterva11e deR,neN,f: ] — Kune apphcatlon de classe C w1 sur I
| (a,b) € I2. On aalors :

-.‘?' tlle“"e‘rayloravec reste intégral, (b k (b 1
rim Ieen analyse, nécessite un e?fon { f) = Z f( @ +./ f("+ ) dx.

Orisation, k=0
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Preuve : Récurrence sur .

La formule de Taylor avec reste intégral permet, en considérant b comme variable,

i » La propriété a été déja vue pour n = 0 : si fest de classe C! sur [a; b], alors
b
® = f@+ [ 7o ax
a
* Supposons-la vraie pour un entier n, et soit f : I —» R de classe C"+2 sur 1. A l'aide d'une in _-.
gration par parties :
b |
/ M f(n+1)(x) dx
N n!
(b — 1:)u+] R B bo(h— x)ﬂ+| (n42)
— | X en _ O AN 1 (1 dx
arnr L@ /a TES AR
a
| n+1 b A+l
i (b —a) (n+1) (b—x) (n+2)
= —— dx,
| arnr L @r | o @ :
% ce qui établit la propriété au rang n + 1. | | '";
|
|
|

(b —a)t |
d'exprimer f sous forme de la somme d'un polynéme (Z % f® (a)) etdun: |
k=0 ’ :

b (b s X)" ] '
reste, qui est l'intégrale / —_— FOD () dx. '
N n!

On pourra assez souvent étudier cette derniére intégrale (surtout majorer son module)
et apprécier ainsi I'écart qu'il peut y avoir entre f(b) et le polyndme

"L (b —a) "
Z —— f®(a). Comme (pour a < b par exemple) :

ror I

B (b — X}" (n+1) (n+1) b (b =t .x)"
., | = revm ad < e [ =
i a n. a n.
} n+l
g _ gty b—a)
) =1f oo n+ D!
g " b-a) (b — ay"+! "
1 ona: |f() =) ——— fP@)| < —— Sup [f" D).
; ’ g k! (n+ 1)! xefa;b] \

Cette derniere inégalité est appelée inégalité de Taylor-Lagrange.

‘Les méthodes a retenir

* L’étude d’une fonction définie par une intégrale est un type d’exercice fréquent et important

(ex. 6.4.17) ; le lecteur en verra de nombreux exemples dans la suite du cours d’analyse en premidre et seconde
années.

* Pour établir une égalité du type A(x) = 0 pour tout x d’un intervalle (ex. 6.4.19 a )), on peut essayer de mon-
trer que A’ = 0 et que A s’annule en au moins un point de Iintervalle (ex. 6.4.19).
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