i -(:4.15 Montrer, pour tout (r7,x) € N x R :

6.4 - Intégration et dérivation

On note abusivement £~ ; [0; f(@1 — R l'application

nok n+1,x] réciproque de f.
c*'*z);‘g = = fl : a) Montrer :

té- { k=0 "" tn+ 1! ’

| mem X fx)

| 6.4.16 Déterminer des réels a,a,b,c pour que, pour tout ¥x € [0; al, / f +/ f_1 =xf(x).

! polynbéme P de RIX] de degré < 5, on ait : 0 0

1 b) En déduire :

} f P(cosf)df = a(P(a) + P(b) + P(c)). x y

T Ve eaxiof@l, [ f+ [T s,

{ 6.4.17 Etudier la fonction suivante (ensemble de départ et 0 L

| parivée : R) -

¥ daivée : R) > ) 6.4.20 Soient a € R%, f:[0;a] — R de classe cl

| f;foxq_"_th telle que f(0)=0 et f'>0, et g:[0; f(@)] — R
i E e x =+ sin7t continue telle que :  Vx € [0; a], g(f(x)) > x.

6.4.18 a) Montrer que, pour tout n € N¥, il existe un Montrer :
le, t- polynéme unique P, € R[X] tel que : x y
. V() € 05al x [0; @), [ 1+ [ gz

un _ XM =X = (1 4+ X2) P, (X) + (~1)"4", 0 0

; (-1 )n—l 1 (utiliser l'exercice 6.4.19 b)).

' b) On note a, = prem) / P, (x) dx. Montrer : —

= 0
1 6.4.21 Soit o € RY. Trouver toutes les applications

le) I VneN*, |m—an| < 251" f 1 10; +00[—> [0; 400 de classe C! sur [0; 400,

‘f telle que ; {
it

fO)=0

6.4.6

) P
__ Paraison de f f(x)dx avec
o

e d'unrectangle de base B—aet
e hauteur £ (x) .

6.4.19 Inégalité de Young
- Soient a €R%, f:[0; a] —> R une application de classe C 1
' Vxe[0;al, fl(x)>0

telles que f' > 0, £(0) =0 et :
fx) ) x
N A ¥,
0 0

(utiliser l'exercice 6.4.19 a)).

Approximation d'une intégrale,
méthode des rectangles,
méthode des trapezes

Soient (a,b) € Rz, tel que a < b, et f : [a; b] —> R de classe suffisante. Notre propos

b
ici est d'obtenir une valeur approchée de / fen faisant intervenir les valeurs de f en
a

b—a

les points a; d'un partage régulier de [a;b] (n € N*, a; =a +i ).
1) Méthode des rectangles

a) Soient (a,8) € R2, tel que o < 8, et f : [a; 81 —> R une application de classe C!.

V4
Considérons I'application — Y=/
constante | /S | a---- y=e(x)
e:fo; Bl — R.
x— f(a) Fil(3 | = e —
0 I B x

237
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—= b
\ % On approche / f(x) dx par une
£ a

238

somme d'aires de rectangles.

Ainsi, on approche l'intégrale de f sur
fa; b] par une somme de Riemann.

8
— e(x) dx| =
o

8
— f(a)) dX’ < / [f ) — Fe)] dx,
Puisque f est de classe C! sur [«; 8], d'aprés le théoréme des accroissements finig
(5.2.2p. 181):
Vel Bl 1f(x) — fl@)] < (x —a)M(f),

ot on anot€ Mi(f) =I|f'llec= Sup |f'().
tefa; 8]

. B p (ﬁ
Do : flf(x)—f(a)ldxéMl(f)/ b =l

Ml(f)

b) Soient (a,b) € R2, tel que a <b, f:{a;b] — R une apphcatlon de classe cl
n € N*, (ag,...,an) le partage régulier de [a; b] défini par :

b —
Vie{0...n—1),q=a+i —2
n
Y4
\ y=,)
En appliquant le résultat de a) sur
chaque intervalle  [a;; a;,1]
O0O<i<n—-1) et en sommant,
pour i de 0 an — 1, on obtient : .
0] ag=a a ay, a3 a=>b X
b n—1 n—1 i1
| 78 = Y @ —ansan)| < £0) dx — @iy1 — a) flar)
a i=0 i=0 'V ai
ol O e o)
<Y Wil Z el g )
. 2 .
i=0 IE[a,,a,+1]

1 (b—a\? )2
<§n< n") Mi(f) = 2}“ M),

otonanott Mi(f)=Ilfllo= Sup |f ().
tefa;b]

n- b—a '~
D'autre part : Z(a,-.H —ai)fla;) =

i=0
Résumons 1'étude :

. _Méthode des rectangles

?Sment (a b)eR2 tel que a<b, f:la; b]—>]R de classe C', neN,

a,~=a+ib (0<i<n—-—1).0naalors:
f()dx—b—f @) < ) M),
/ x o f 1
oonanoté  My(f) = |1/ ]le = Sup | (0)].

ORI

=TT
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narquer la présence de a;41aulieu

évalue g (x) dedeuxfagons, utilisant

| i ou B, puis on combine ces deux

emressions,

6.4 + Intégration et dérivation

Remarques :
1) Le résultat précédent s'appelle quelquefois « méthode des rectangles a gauches», la

b b—a n—1
« méthode des rectangles a droites » consistant approcher / f{x) dxpar Z flai+1).
a =
2) Si f est continue et monotone, par exemple croissante (non nécessairement de classe C1),
on dispose alors de |'encadrement :

n—1

nl b b—a
Zf((li) < f flx)ydx € — Zf(a"ﬂ)’
i=0 a 6 i=0

b—a
n

dont l'amplitude est :

b— n—1 b— n—1 b— n—1
CN Flag)) — =2 Y fla) = = 3 (f @) = f@)
20 20 noi20
b—a
= (fb) — fla).

n

2) Méthode des trapezes
a) Soient (¢,B8) € RZ, tel que o < B, et f:[o; Bl — R une application de classe c2.

Considérons l'application affine Y4
¢ : [a; b] — R coincidant avec fen
a et B (cest-a-dire : p() = f() et —y=f
@(B) = f(B)), et notons g = f —¢.
11 est clair que g est de classe C? et
que :

g'=r" gl)=¢gp)=0.

Soit x € [o; B1. On a, & T'aide d'inté- 0 B
grations par parties :

g(X)=/ g'(t)dt=[(t—0!)g’(t)]§—f (t —a)g"(t) dt

= (x —a)g'(x) — / (- g dr,
et de méme : ; P
g0 = = PE@ = | (- BYg" (1) dt = —(B —x)g'(x) — / (B —ng" () dr.
D'ou :
(B —w)g(x) = (B — X)glx) + (x — )g(x)

x B
=—-(B- x)f (t—a)g'(dr—(x —a) f (B—1ng'@) dr,
et donc, en notant My (f) = 1" lloo = 118" loo
x B
(B - )lgl0)] < ((ﬁ —x) f ¢ —adr + (& — ) f 6 - r)dr) Mo (f)

_ -0 =0@ -
2

My (f).
On a ainsi montré :

Vx ela; 8], 1f(x)—e@|<

(x —a)(B —x)
) Ma(f)-

On en déduit :

5 8 s 1 8
f f(x)dx—f <p(x)dX)</ |f(x)—qa(x>|dx<5M2(f)/ (r—a)(B —x)dx.
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et ( “] On peut aussi calculer cette intégrale Une intégration par parties fournit :
[

\ /| endéveloppant (x — a)(8 — x). p i
Lt B 2 B —_
/ (x—a)(ﬂ—X)dx=[ =2 (ﬁ—x)] + [

- B
: _ |6 —w? -3 " (B-)?
1 _[ v Jah 2

6
B
(x)dx—/

B 1
| D'autre part : / P(x) dx = 7B = (fl@)+ f(B)). l

LB - a)?
12

i On conclut :

My(f).

b) Soient (a,b) € R? tel que a<b, f:[a;b] — R une application de classe c2
n € N%, (ag,...,ay) le partage régulier de [a: b] défini par :

. b—a
Vie(0,....n—1}, a=a-+i
n
Yy &

$i /f:} y=f@)

X oy ’

e b % On approche / Sx)dx par une

weedy L2 @ : <

‘ . somme d"aires de trapézes, En appliquant le r.esultat de
() a) sur chaque intervalle

lai;ai 1] O<i<n-—1)et

I. en sommant, pour i de 0 a i | .
i n — 1, on obtient : o) ®m=a a  ay ay a=b x

@)+ fla)
/ O dx — Z(a,+1—a, L+ S

n—1
‘ <

ai+1 1
/ P A= Syt —a)(f @)+ flags)

i=0

n—1 1 1 b — 3 b
<L plmi—a) S 1f0l< g (T") Mz(f)—(12 M),

te[ai§ai+l]

ouonanoté My(f)= Sup |f”(1)].

tela;b]

; Drautre part :

i

| n—1 n—1

| + f( b—
|':: Z(a,+1 f(ﬁ:) zf (-i'r-]-” > a Z (f(al) +f(lli+1)).
I’!- i=0 n i=0

[]
}5 Résumons I'étude :
i
!' 1| Méthode des trapézes
I: Soient (a,b) € R?, tel que a<b, f:la;b] — R de classe C2, neN*,
i

|

b—
a,_a-l-t—(O i<n—1).
n

I
!
{ | 240




Sl

i ?ius loin, § 8.1.1, Définition 2.

i les notations O (l>,0 (-1—
n n?

)

On a alors : |
1 3 il |

b —ayg (b—a) !.

[ e =25t e+ san)| < T ¥ |

ottonanoté Ma(f)=I|f"llc= Sup |F7 ).

Remarque :

6.4+ Intégration et dérivation |

refa;b]

Pour n € N*, notons :

b— n-1 b — n—1
Ry = ———3_f@),  Ram= 2N f@s,
i=0 i=0

b—a n—1
T = N Z (f(ai) + f(ai+1))
i=0

b
les valeurs approchées de f f(x) dx obtenues respectivernent par les méthodes des rec-

a
s a gauche, des rectangles a droite, des trapezes.

T(n) =

tangle
1) lest clairque: Vn & N*,
1 Y4 fyp
T(n) = E(Rg(n) + Rg(m)). e
2) On a, pour tout n de N* : § W;
b-a"S fa) + flais) y=f® Lok
4 B

X

i=0
donc T'(n) est la somme des aires i
(algébriques) des rectangles de
bases [a;; a;4+1] €t de hauteur

flai) + flaiq1)
—_— %

0 ay=a a a, a; a;=b x

Autrement dit, T (n) est obtenu en remplagant, sur chaque lai;a 1] O<Lisn— 1), f par

la demi-somme des valeurs de fen a; et &;41.

3) Lorsque n tend vers 400 :

b 1 b 1
Ry = [ f(x)x+0(;>, R = [ f(x)x+0(;>,

b 1
T(n)=/ f(x)x+0<ﬁ>.

a méthode des trapézes donne, en général, une meilleure

Ainsi, lorsque n est grand, |

b
approximation de / f(x) dx quela méthode des rectangles.
a
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1 g
. . . . ——— : ”
6.2.8 Déterminer la limite de la suite définie par son ':‘f_]

terme général : ) ZHZ_ 1 g | %]

L] e Illl'
2n k = 2k +1 . E .

a) Z ) . |

o ke +n ) ) ;

B kN\*# g

- - n h 1—[ 1+ |
1 1.1 1 - ¥
b Zk“(”a ¥ +E7®), o €]0; +oo[—{1} = F‘
4 . - &
- k=1 6.2.9 Soient  f,g:[0; 1] — R, continues : 5
g montrer : ¥

c) Z sin -~ s

k=n = |
"ok - fl-)+gl— ) — / \/m £

d) Z: n =0 n n noo 0 :
i+ i

= 6.5 Extension aux fonctions
a valeurs complexes

“wi (7Y Cettedéfinition prolonge cellede 623 | Soit S :la; b] — C continue par morceaux. On appelle intégrale de f (sur [a; b)),
: ' / p.214 puisque, si fest 3 valeurs réelles, |

| _ _ b b
[ ' Réf = fetlmf =0. | et on note / f(ou: / f,ou: / Sf(x) dx) le complexe défini par :
a [a;b] a

[5=['res+i [ ims

Remarquer que Ré fet Im f sont continues par morceaux sur [a; 4] et 4 valeurs réelles.

J

| continues par morceaux sur [a; b].

7/ Onseramene 3 des nombres réels ets | Preuve : Si A € C et f,g : {a; b] —> C sont continues par morceaux, alors, en notant o = Ré(A), 2
/- desfonctions de valeurs réelles. | B=ImA),r =Réf,s=Imf,u=Rég,v= Img: =
b b : ?
4 / (Af+g)=/ ((ar — Bs +u) +ias + Br +v)) ‘g
1 a a W H
b b oy :
i =/(ar—ﬂs+u)+i/ (as + Br +v) i E
- b ab b b b ¥ §
4 =<a/r—ﬂ/s+/ u)—l—i(a/s—l—ﬂ/ r+/ v) g
! a a a a a a .
b b b b b b 3
j =(0!+i/3)(/r+i/ s)—i—(/ u+i/ v):)\/ f-l-/ 8- 3
a a a a a a S
]
226




6.3 « Extension aux fonctions a valeurs complexes

o2
— B e s e
ﬂ ferpe - Pour toute f : [a; b] —> C continue par morceaux : :
if] :[a; b] —
x — | f(0)] / fl < | fl.
2 , se ramene 3 des fonctions & valeurs " Preuve : Remarquer d'abord que | f| est continue par morceaux. Notons u = Ré f, v =Im f. On a:
ghelles.

; /ﬂbf‘sfablfH:»/abuH/abus/abm
; = ([ = ([ < ([ =)
I | (=>(/ﬂbu>2<</ab(x/m—v))(/ab(\/uz+—v2+v)>.

_" ' Mestclairque: vuZ4+v2—v>0etvuZ+v2+v

|
'
|
!
|
|
i_
[.
;

> 0. Les applications g,h : [a; ] — R i
1 1 1
i définies par g = (v u2 402 —v)2, h = (Vu? + v2 4 v) 2 sont continues par morceaux sur [a; b], ;
y et: gh=lul.
i ‘_- {| D'apres linégalité de Cauchy-Schwarz (6.2.5 Th. p. 219) :
3 i boo\2 b b
(o) <([2)([ ) |
b a a a 1
E i d'ot le résultat voulu, en remarquant : l
- : b \2 b2 b2 !
4 | () < (L) = (L)
Y '_ a a a
i 1) Soientf,g : [a; b] — C continues par morceaux. On a : i
: b b
# | [ rel<uisiee [t ,
_: a a :
1 s de [y s . . : . i . 1
1 "hégaltes sonk trés utlesen ) Soitf : [a; b] — C continue par morceaux. On a : _ I
i : | .
/ <O -a)llflle-
a
7 TSN RelationdeChasles .
1 " Soient a,b,c € R, et fune application a valeurs complexes continue par morceaux
i ¢ sur un segment contenant a,b,c. On a alors : ;
. c b c : : |
i [r=[r+[+ | !
1 a a b i i
) Preuve : ‘

; 3 [r=res+i[ms

o

§ -J , =(/abRéf+/bCRéf>+i(/ablmf+/bclmf) !

=([bRéf+i_/bImf>+</:Réf+i/bclmf) '

i | a a

:/abf+/bcf_ l
: 227 ‘




