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FEUILLE No 2
Les exercices marqués d’une # sont plus difficiles.

Exercice 1 5ot (un)nen une suile numérigue.
1. Ruppeler la définition de limy_ o0 tp = £ (ol £ désigne un nombre réel).

2. On suppose que un, = 5= pour toutn > 1. En utilisant la définition, montrer que 1My, poe Uy =

8. On suppose que uy, = “%-71' En utilisant lo définition, montrer que limy, oooo ty = 0.

T

Bxercice 2 50it (un)nen lo suite définie par u, = £+ ﬁ En utilisant lo définition, montrer que
Himp gt = £,

Exercice 3 (¥} 80il (un)nen une suile numérigue comvergeant vers une limile {. Monirer que
(un) est nécessairement de Cauchy.

Exercice 4 (*) Soit (un)nen une suite numérique. On suppose que (un) est de Couchy. Montrer
que (un) est bornée.

Exercice 5 Soil (uy,)nen une suile numérigue.

1. Rappeler la définition de litn, ;oo tn = +20.

2. On suppose que un, = 2n -+ 3, Bn utilisant lo définition, montrer que limp_s.po tty, = +00.

3. Méme question avec up, = n® — n (on pourre commencer par montrer que pour tout n > 2,
n? > 2n).

=
n-—1
n4+2

4. Méme gquestivon avec u, = puis Uy = 1+ cos(n).

n°+an

Exercice 6 Soil (tn}nen la suile définie por u, = 23 =% Cetle suile est elle convergeante ?

ni4nsin{n®)

Exercice 7 Celeuler lim, . o,

Exercice 8 S50il (un)nen la suile définie par u, = (—1)". Celle suile est elle bornse ? Celle suile
est elle convergeante ? Soit (vq)nen la suite définie par v, = uon. Montrer que cette suite converge.

Exercice 9 (**) Soit u = (un)new une suite numérigue ef o € R, On dit que o est voleur
d'adhérence de v si

Ve>0VNeN, In> N, jup — o] <e.
1. Monlrer que si u, converge vers une cerigine limite { alors £ est veleur d’adhérence de uy,.
2. La réciprogue est elle yraje ¢
3. Monirer que les deur assertions suivantes sont équivalentes.
i) a est valeur d'adhérence de {un).

ii) Il existe une fonetion » : N — N striciement croissanie telle que lo suite v, = Ua(n)
COTVETGE VETS a.



4. Soit u = {uy)nen une sutte numérigue. On suppose que u,, posséde une valeur d’adhérence
a et gu’elle est de Cauchy. Monirer gue u,, converge vers a.

Exercice 10 (**) Soten! u = (un)nen el v = (Vn)nen deus suile numérigues
1. On suppose que u el v possédeni chacune une valeur d'adhérence. La suive w = w4+ v
posséde-t-elle une valeur d adhérence.
2. On suppose maintenant que u conwverge vers une limite ell et que v possde une valeur
dadh'erence a € R. Montrer a -+ { est valewr d'adhérence de la sutte w = u +v.

Exercice 11 (#%%)
Montrer que toute suite numérique bornée posséde av. moins une valeur d’adhérence (Théoréme
de Bolzano- Weirstrass). '

Exercice 12 Soit g un nombre réal. Soit {uy Jnen lo suite définie par u, = Z?::o g
1. On suppose que ig| < 1. Monirer gue lo suite (u,), converge et calculer sa limite.
2. On suppose que ¢ = 1. Montrer que v, tend vers +oo.
3. Que peut on dire quend g < —1 2

Exercice 13 5ot (un}nen une sutte numérigue. On suppose que {u, ), converge ef que pour tout
n & N, u, € N. Montrer qu'il existe ng € N tel que

YN 2= g, Un = Ung.

Exercice 14 Soit (un)new une suite convergeant vers un réel £. On suppose que £ £ 0. Montrer
qu’il existe un entier N € N tel que
Yn> N, u, £0

Exercice 15 S50it (un)nen lo suite définie por u, = nsin(n}). Monirer que ceite suite n'est pas
bornde. Montrer gu'elle ne tend ni vers +20, nt vers —cc.

Exercice 16 50it (un)nen, une suite numérigue. On suppose gue (u,) n'est pas majorée et que
{un) est croissante. Montrer que imy, oo Upn = +00.

Exercice 17 Soil b > 1 el {uninen la svile définie per vy, = 0™, Monirer que {un) esl croissante
et tend vers ['infini quand n tend vers Linfini.

Exercice 18 Soienta > 1 et k € N fizés et 301t (Un)nen lo suite définie par u, = i—:

1. Montrer qu'il existe ng tel que pour tout n > ng, ”;—:’ > &gl

2. En déduire que pour tout n > ng, Un 2 Un, (2FL) 7m0
3. Déduire de lezercice précédent que limy,caoo tn = +00.

Exercice 19 (*) Soit f: R — R une fonction. On suppose qu’il existe une consionte k €]0, 1]
telle gue

(1 Ve eR,Vy e R, |f(z) — f(y)| < klz -yl
Soit uy lo suite définie par up € R ef w1 = flun).

1. Montrer que
¥ € N, Juns1 — tal € KMy — uol.

2. En dédutre que pour tout n,p €N, on a

ATt

k
1-k

|un+p - 'U'nl < |u1 - '“Ol-

3. Monlrer que la suile {uy ), est de Cauchy.
4. En déduire gu’elle converge.



