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FEUILLE No 3

Exercice 1 Soit f : [-1,1] — R lapplication définie par f(z) = 2z'. En utilisant la
définition, monirer que limg_g f{z) = 0.
On suppose maintenant que f{z) = 2% + 1, montrer que limg_ f(z) = 2.

Exercice 2 Soit f: [0,2] = R définie par f(z) = 1siz < 1 et f(z) =a? siz > 1. En
wtilisant lo définition, montrer que limz— f{z) = 1.

Exercice 3 Soit f :|a,b[— R une fonction. Soit zp €]a. b et £ € R. Montrer que les deux
assertions suivanies sont equivalentes :

i) imy_q, fz) = £
i) Pour toute suite (up) convergeant vers mg, on a limpoyeo flun) = £.

Exercice 4 Soit f:]0,+0o0|— R la fonction définie par f(z) = sin(i-).

1. Tracer le graphe de la fonction f.
2. Construire deuz suites de réels positifs (un)nen et (Vn)nen qui tendent vers O et telles
que
Y € N, flu,) =0 et flv,) = 1.

3. Montrer que f n'a pas de limite quand z tend vers 0.

Exercice 5 1. Soient f : I — R et g : I — R deus fonctions et xg € 1. On suppose
que liMz—a, f(2) = 0 et que g est bornée sur I. Monirer que & laide de la définition
1ty s (f9) () = 0.

2. Caleuler (en justifiant) lim,_,g .’rsin(%).
Exercice 6 Soit f :]0,1] — R définie par f(z) = %}ﬁs—sj% Calculer limg_g f(z). Méme
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question avec g(x) = puis avec h(z} =
Exercice 7 Soit f: R = R, la fonction définie par

N :csin(%) siz >0
f($)~{ 22+ z iz <0

Montrer gue f a une limite en 0.

Exercice 8 Soit f: R — R, lo fonction définie par

A 9.2 .
) = %szm>0
1-—cos(z) siz<O

Cette fonction a-t-elle une limite en 0 %



Exercice 9 Soit f:]0,1[— R définie par f(z) = (xil). Montrer i Uaide de lo définition que
limg 4y f(z) = —co.

Exercice 10 Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = EL_I Montrer que f n'a pas
de lirnite en 1. Comparer 4 Uexercice précédend.

Exercice 11 Soit [ définie par f{z) = ;_lﬁ Montrer que f est bornée sur RT. Montrer que
f n’est pas bornée sur ] — 1, +oof.

Exercice 12 Soit f :J0 + oc|— R définie par f(z) = \/_1’5 Montrer ¢ Uaide de la définition

que limg_ . flz) = 0.

Exercice 13 Soient P c¢f QQ deut polynomes. On note r = deg(P), s = deg(Q) et Pz} =
Soheo @™, Q) = S5 o bez®. On suppose que Q w'est pas le polynome nul.
1. Montrer qu’il existe a € R tel que Yz > a, Q(z) # 0.
2. Soit f : [a,+00]—= R la fonction définie par f(z) = SE;)
- 7> 8 = limg 100 f(2) = sgn(§)oo.
- == limg o fla) = 5.
-r<s=lim; ., flx) =0.

. Montrer que :

—~——

Exercice 14 Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = xsin(z). Cette fonction a-t-clle
une limite en +o0o0. Quid de la fonction g{x) = ﬁsin(m) ¢

Exercice 15 Soit f : R — R une fonction périodique (i.e. 3T > 0, Yz € R, f(z+T) = f(z)).
On suppose que [ admet une limite finie en +oo. Montrer gue f est nécessairement constante.

Exercice 16 Soit f : R — R et {ug)nen une suite définie par ug € R et uppr = f(un). On
suppose que liMps 400 Un =1 et lim,_y; f(z) eviste. Montrer que f(I) = L.

Exercice 17 Svil f : I — R une fonction croissante. On suppose gue pour tout g € I,
limg_yy, f(2) = f(zo) et qu'il existe un unigue £ € R tel que f(£) = £. On se donne une suite
(un)nen définie par up € R et uny: = f(un) et on suppose dans tout ezercice que ug > £.

1. Montrer que pour toutn € N, u,, > £.

2. On suppose que u1 < ug. Montrer que (un)nen est décroissante et minorée. En déduire
gu'elle tend vers £ quand n tend vers Uinfind.

3. On suppose maintenant que u1 > ug. On veut montrer que (uy)nen tend vers linfini,
(a) Montrer que (un)nen est croissante.
(b) Montrer que (up)nenm n'est pas majorée {on pourra procéder par Uabsurde.
(c) En déduire qu’elle tend vers +oo.

Exercice 18 Soit (un)nen lo suite définie par ug € Q, ug > V2 et up) = %(un + %)
1. Tracer le graphe de la fonction f.

Montrer que v, € Q pour tout n € N,

Montrer que uy > /2 pour tout n € N,

En déduire que (uy) est décroissante.
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Montrer que la suite (uy,) converge vers /2.



