CHAPITRE 1

Introduction

43 Le cours d’analyse des classes préparatoires aux grandes écoles scienti-
fiques (étude de limites, continuité, dérivation, intégration, équations diffé-

“ rentielles,...) est fondé sur la notion de nombre réel, sur I’idée de nombre

Nombres réels 44! variant « de fagon_continue ». Cette notion s’est dégagée au x1x° siecle et

' des constructions rigoureuses de I’ensemble R des nombres réels sont appa-

Bxercices 51,53,56,57 1 1yeg il y a environ cent ans.
' 58,59,60

Nous admettrons ’existence et I’unicité, a 1a notation pres, de cet ensemble
'3 Droites numérique _ des nombres réels et nous allons étudier principalement le calcul sur les
:E achevée R 60 nombres réels : manipulation des opérations usuelles, obtention d'égalités
3 _-_;'_-E- ou d'inégalités, résolution d'équations, de systémes d'équations, d'inéqua- k":’
: -:P. ) tions. g‘
5 ._‘_Irob/emes 61 | ' ‘ ' ) 0;
i La notion demandant le plus d'attention est sans doute celle de borne supe- a8
4 i rieure, borne inférieure. p
r. £ "

Prévequis
| e Propriétés élémentaires de N (ensemble des nombres entiers naturels),
'- 7, (anneau des entiers relatifs), @ (corps des nombres rationnels)

_ SN SSDONIIOS

° Principe de récurrence

] ' Objecﬁfs

: e Mise en place de R (en partie admise)

e Manipulation pratique, dans R, des opérations, inégalités, valeurs
absolues, bornes supérieures, bornes inférieures, racines n°™, parties
entieres, nombres irrationnels.

mmse | ] Préambule

L'ensemble N = {0,1,2,3,...} des entiers naturels est a la base du dénombrement.
L'absence d'éléments de N dont la somme avec 1, ou avec 2, ... donne 0 conduit a la
construction de l'ensemble Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} des entiers relatifs. Ensuite,
I'absence d'éléments de Z dont le produit avec 2, ou avec 3,... donne 1 ameéne a la
construction de l'ensemble @ des nombres rationnels, qui est muni d'une structure de
corps commutatif totalement ordonné, c'est-a-dire de deux lois internes +, - , et d'une
relation d'ordre total < telles que :

© Dunod. La photocopie non autorisée est un detit.
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Chapitre 1- Les nombres réels
'.'_,..‘-____,_,_._.—-—‘—

111 alité de +/2 P

Irration

e ===

On suppose quil exi
on se propose d'aboutir 4 une coO

N

a) Montrer qu'il existe p €

1.2.1

Tt

> Rappel d'algébre générale : structure
/ de corps commutatif.

e

e

On voit alors, par
: 2 3
tajt (m,n) € N tel que 2 = (-—)

n

maires de m
D'autres « nombres »,
D'oit 1a nécessité de lac
le corps des nombres réels.

ste (m,n) € N*2 tel que m? = 2n?, et

geN telquen=p+qien déduire g* = 2p°, puis
une contradiction en réitérant la construction.

s 1.2 NOmbres réels

(Q,+,-) est un corps commutatif
a<h=a+c<btc

Y(a,b,c) € Q*3 a

<b
— gc < be.
<c

exemple, qu'il n'existe aucun rationnel de carré 2. En effet, s'il exis-

132 . .
. les exposants de 2 dans les décompositions pri-
2 ot 2n? seraient de parités contraires.
utiles dans I'Analyse classique,
onstruction d'un corps de nombres p

comme e, 7, ne sont pas rationnels.
lus vaste que @ : ce sera

se m, puis que 2 divise n, d'ol une
contradiction si on suppose pged(m,n) = 1.

c) Supposons pged(m.n) = 1. Montrer n}(m — m)(m =+ ny,
et d'autre part pged(n,m — n) = pged(n,m + n)=1,
d'od une contradiction.

ar quatre méthodes b) Montret que 2 divi

ntradiction.

tel que m=n+ P, puis )
et 1 premiers entre eux, montrer

m? % 2n% (3].

d) En supposant 1

Existence et unicité de R

Brmiton

d'un ensemble R muni de

nce et l'unicité, a la notation pres,
,tel que :

Nous admettons l'existe
deux lois internes +,-» et d'une relation <
1) (R,+,)estun corps commutatif
2) < estune relation d’ordre total dans R
a<bh ==a+c <b+4c
3) V(a,b,c) € R3! (axh
0<c
4) Toute partie non vide et major
une borne supérieure.

—3 gc < be

ée de R admet dans R

| Les éléments de R sont appelés (nombres) réels

Rappelons que :
(R,+,) estun ¢

|

orps commutatif signifie :
V(a,b,c) eR3, (a+b)+e=a+ (b+0)

V(a,b) e R} a+b=b+a

+ esl commutative :
R admet un neutre pour +, noté 0: Va eR, a+0=0+a=24a
5 noté —a :

tout €lément a de R admet un oppos€

+ est associative :

a+(—a)=(—a)+a=0

VYa € R,




Rappel d'algebre générale : relation

= dordretotal.

Exemples :
pge([0; 1) =1

[0; +00[ n'a pas de plus grand
élément

[0; 1[ n'a pas de plus grand élément.

Exemples :

& est majoré (dans R)

[0; 1 et[0; 1] sontmajorés (dans R)
N n'est pas majoré (dans R).

Exemples :
Sup([0; 1) =1,
R

Sup([0; 11) = 1,
R

Sup([0; +o0[) nexiste pas.
R

» on dit que x est un majorant de A dans R si et seulement si :

|

—

| *on dit que x est un minorant de A dans R si et seulement si :

1.2 - Nombres réels

- est associative 1 Y(a,b,c) € R?, (ab)c = a(bc)
. est commutative : V(a,b) € R?, ab = ba
R admet un neutre pour -, noté 1 : VaeR, al=1la=a

tout élément a de R — {0} admet un inverse, noté at:

VaeR—{0},aa '=ala=1
a(b+c)=ab+ac
(b+c)a=ba+ca

- est distributive sur l'addition : V(a,b,c) € R3,{

< est une relation d'ordre total dans R signifie :

< estréflexive: VaeR,a<a

a<b
b<a

N

est antisymétrique :  Y(a,b) € R2, <{ = a= b)

a<b
b<c

N

est transitive :  V(a,b,c) € ]R3, ({ =—=a < c)

est totale : V(a,b) € R2, (ag<boub<a).

N

Etant donné une partic A de R et un élément x de R : '

Vae A, a<x

Yace A, x<a

» on dit que x est un plus grand élément de A si et seulement si x € A et x estun
majorant de A dans R

« on dit que x est un plus petit élément de A si et seulement si x € A et X est un
minorant de A dans R . |

4

Si A admet un plus grand €lément x, alors A admet un et un seul plus grand élément
(puisque < est antisymétrique) ; on note alors x = pge (A), ou x = Max (A).

De méme, si A admet un plus petit élément x, on note x = ppe (4), ou x = Min (4).
Lorsque A est un ensemble fini non vide, d'éléments ay,...,a,, on note souvent

Max (ai,...,a,) ou 1Max a; au lieu de Max {aq,..., a,} ; notation analogue pour le plus
<ign

petit élément.

Une partie A de R est dite majorée (resp. minorée) (dans R) si et’seulement s'il
existe au moins un majorant (resp. minorant) de A dans R. On dit que A est bornée
si et seulement si A est majorée et minorée. |

Etant donné une partic A de R :

* on appelle borne supérieure de A dans R le plus petit des majorants de A
dans R, s'il existe ; cet élément est alors noté Sup(A), ou Supg(A)

» on appelle borne inférieure de A dans R le plus grand des minorants de A

dans R, s'il existe ; cet élément est alors noté Inf(A), ou Infr(A).

Pour (a,b) € ]RZ, a < b signifie:a<beta#b.
On peut noter b > a (resp. b > a) aulieude a < b (resp. a < b).

45
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Chapitre 1« Les nombres réels

/ Ainsi:Q Cc R

Ry = [0; +oof,

/1 R_=]-00;0],

R* =] — o0; 0[U]0; +o0[,
RY =]0; +o0f,
R* =] — o0; 0[.

Exercices 1.2.1 a 1.2.6.

46
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Notons 1 le neutre de la multiplication dans R. Pour toutn € Z, onnote n - 1 le réel

défini par :

1+1+...+1 (n fois) sin € N*
n-l:[ 0 sin=0
D+ (D+...+(=1) (—nfois) sineZ’

€Q, il existe (m,n) € ZxZ* tel que g = ﬂ, et on note ¢ -1 =
(" n

. !
- cette définition est cohérente car, si g = — = — ol (m,n),
n n

(m',n') sont Qan. % x Z*, alors mn’ =m'n, dott (m - D)(n' - 1) =@m' - D{n-1) et
donc (m - D(n -t =" D@ - DL
On peut, pour tout g € Q, identifier g et g - 1, et identifier Q et {g - 1;¢ € Q}. On
considere ainsi que Q est une partie de R .

1 .
Pour tout x € R*, on note souvent — au lieu de x 1,
x

On note Ry ={xeR;x >0}, R_o={xeR;x <0}, R* =R — {0},
RY =Ry - {0}, R* =R_—{0}.

On définit dans R neuf types d'intervalles, pour (a,b) € R? tel que a < b :

[a;b] = {x € R;a < x < b}, dit intervalle fermé borné, ou encore : segment

[a;b[={x e R;a<x <b} la; bl ={x e R;a < x < b}
la;b[={x e R;a < x < b} 1—o0jal={x e R; x < a}
l—oc0;al={x e R;x <a} la; +oo[={x e R; a < x}
[a; +oo[={x e R;a < x} 1 — oo; +oc0o[=R.

Les intervalles [a; b], ] — oo; a], [a; +oo[, ] — 00; +0o0o[ sont appelés intervalles
fermeés.

Les intervalles Ja; b[, 1 — o0; al, la; +oo[, ] — 00; +oo[ sont appelés intervalles
ouverts.

Les intervalles [a; b[, ]a; b] sont appelés intervalles semi-ouverts, ou intervalles
semi-fermés.

Avec les notations précédentes, les réels a et (ou b) sont appelés les extrémités de 1'in-
tervalle.

Soit I un intervalle de R. On appelle adhérence de /, et on note I, lintervalle de
mémes extrémités que 7 et contenant les éventuelles extrémités réelles de 1.

o]
On appelle intérieur de /, et on note I , I'intervalle obtenu en supprimant de [ ses éven-
tuelles extrémités.

Ainsi, pour tout (a,b) de R? tel que a < b :

la;b]l=la;b[=1la; bl =Ta; b[ =[a; b], ]—o00;al=]—00;a[=]—00;a],

[a; +oo[ = Ja; +oo[ = [a; +oof, | —o00; +oo[ =]~ co; +00[,

[2: b = [@: bi=la: Bi=Ia; Bl=la; b, 1= oo;a)=]— oo;al=] — co; al,

[a; +oo[=]a; +oo[=]a; +oo[, |— c0; +oo[=] — o0; +o0[.

Le lecteur trouvera une étude complete de I'existence et de l'unicité de R dans J.-M.
Arnaudies et H. Fraysse, Cours de mathématiques, Tome 2, pp. 14-23, Dunod.
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1.2 * Nombres réels

122  Propriétés élémentaires des nombres réels

1) Relation d'ordre usuel < dans R

Addition d’un méme réel aux deux IVx,y,zeR, (x<y<=x+z<y+1).
membres d'une inégalité.

x <
Addition membre 3 membre d'inégalités 2)Vx,y,u,v € R, ({ : 2 i = x+u<y+ v) )
de méme sens. . ; S
D'ol, par récurrence immédiate, pourtousn € N*, x1,...,%n,¥1,-+»Yn € R:
n n
i € {L...n}, 5 < y) == Y% < > i
i=1 i=1
. 1
Z/ Passage a linverse. IV eR, O<x=0< ;) :

" *
Muttiplication des deux membres d‘une 4HVx,ye R, VzeRl,(x <y &= xz < yz).

inégalité par un méme réel > 0.

>y Multiplication membre 4 membre 5)vx,y.u,v €R, <{
/ d'inégalités de méme sens portant sur

0<x<y ‘
<
0<u<v——->xu\yv>.

s it x <y u<v
des nombres réels tous positifs ou nuls. En effet, XY = xu <yu, et SU yu < yv.
0<u 0<y
D'od, par récurrence immédiate, pour tous 1 € N*, X[,e v s XpaYlse -2 90 ERE

n n
Vie(l,...nho<x<y)=]][x<[]n
i=1 i=1
En particulier : Vn € N*, V(x,y) € R2, 0O<x<y=x"<y").
% , 9 1 1
./ Passage aux inverses. 6) V(x,y) c (Rj_) ,(x<yeEe= - < _).
z vy x

) <
=4 Addition membre & membre de deux 7)Vx,y,u,v € R, ({ sy —=xtu<y+ v) .
/- inégalités de méme sens et dont 'une u<v

est stricte. v—Uu

Eneffet:(y+v)——(x—|—u)=(y-x)+(v—u)>(y—x)—I— 2

=20.
On en déduit, pour tous n € N*, X1,...,Xp, Y15+ -5¥n € R:
vie{l,...,n}, xi <Y s -
. = X< .
{3106{1,...,11}, Xip < Yig 21: ‘ 21:)7,
1= 1=
¢ Cette propriété est plus commodément exploitée sous la forme suivante :

Résultat important souvent utilisé :

*en algébre linéaire dans un contexte oU
fes x; et les y; sont des dimensions de

_ Vie{l,....,n}, x <y
Sous-espaces VECtOrIelS

i
{
|
| n n . x
»enalgeébre bilinéaire, pour montrerque | § :x~ _ § :y. = (Vi e{1,... MY X = vi).
certaines applications sont des produits L T L

scalaires. i=1 i=1

| SETgE———

Exzercices 1.27,1.28a)de), 1292 On déduit aussi : Vn € N*, V(x,y) € (R+)2, x<ye=x"<yh.
217,

2) Valeur absolue d'un réel

x six>=0
[x| =

—x six<O0’

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.
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Chapitre 1« Les nombres réels

A

Linégalité triangulaire est un outil
fondamental de I'analyse. Nous la
retrouverons pour les nombres
complexes (ch. 2, p. 67) et plus
généralement dans la définition d'une
norme sur un K-espace vectoriel
(Analyse MP, ch. 1),

Résultat commode pour la résolution de
certains exercices (cf.ex.3.1.3).

Cette inégalité est souvent appelée :
inégalité triangulaire renversée.

On dispose des propriétés suivantes :
I)Vx e R, |x| = Max(x,—x).
2)Vx e R, |x| 0.

)V eR, (x| =0+= x =0).
4V (x,y) € R?, [xy| = |x||y].

On déduit: Vn € N*, Yx1,...,x, € R,

En particulier: VneN, Vx eR, [x"| = [x]™.

5) Vx € R*,

6) V(x,y) € R2, |x + Y| < |x|+ ||, inégalité triangulaire
(se ramener a 4), en élevant au carré).

On déduit : Vn € N*, Vx1,...,x, € R,

1
Max(x,y) = S(x + y + |x = y])
7)V(x,y) € R?,

. 1 ’
Min(x,y) = FEFY—lx—yD
Ce dernier résultat se voit en séparant en deux cas : x < Y,y <x.
8) V(x,y) € R?, [lx| — |yl| < |x — |
car |x| = |x — y 4+ y| < lx — y| +|yl, donc |x| — |y| < |x — y|, et de méme
= lxl <y —x| = |x —yl.

3) Distance usuelle dans R

_ Définition

On appelle distance usuelle dans R l'applicationd : R x R — R.
() |x—y|

Pour (x,y) € R?, le réel d(x,y) est appel€ la distance de x 2 y.

Ceci correspond 2 I'idée intuitive de distance de deux points d'une droite.
On dispose des propriétés suivantes, immédiatement déduites des propriétés de la
valeur absolue :

1) Y(x,y) e R, [(x,y) = 0 = x = y)

2) Y(x,y) € R?, d(y,x) = d(x,y)
(on dit que d est symétrique)

3) ¥(x,y,2) € R, d(x,2) < d(x,y) + d(y.2)
(on dit que d vérifie I'inégalité triangulaire)

4) V(x,y,2) € R?, |d(x,y) — d(x,2)] < d(y,2)
(inégalité triangulaire renversée).

4) Inégalité de Cauchy-Schwarz
I .:I ‘;.i”{.} il < (T

n 2
Vn € N*, Vxi,..., %, y1,...,9, € R, (Zx,-y,—)
i=1

Inégalité de Cauchy-Schwarz

(%)




1.2 - Nombres réels

Preuve :

' Nous donnons, de cette importante inégalité, trois preuves :
_ / Ces preuves servent aussi d'exemples de

manipulation du symbole 3. - " n " 2
0 (L0)(2) - (=)
i i=1 i=1 i=1
Z xiz)’,-z - Z Xi YiXjYj

1<ij<n i<i,j<n

— 2.2 21 =) _ 2

. § GGy x5y — 25y yp) = E (i, —xy)° 2 0.
I<i<jsn I<i<j<n

|
n n
I (i) L'inégalité étant évidente lorsque 2 = 0, on peut supposer y2 £ 0.
g q Yi p pp i
i=1

i=1

n n " 2
Alors : 0< Z (( yi2>xj — (Zx,y,-)_v,-)
i=1 i=1 i=1

- EUEAEAE @wfﬂ

=1

(
-(B)(39) (%)
=(§yf>2(j}xf>-(; )
-(%7)

(if) Remarquons: YA € R, » (Axi +y)® > 0, clest-a-dire (YA € R,T (%) = 0),
Méthode intéressante qui sera || N . it
généralisée dans Analyse MP,1.6.2. | ot T : R — R est définie par:

YieR, TQ)= (ix?)ﬂ +2<ix.-y.->k+ <Zy2)
i=1 i=1 i=1

1]
* Si Zx,z > 0, le trindme réel T, étant 2 valeurs 2> O sur R, est de discriminant < 0,

i=1

I' d'ou (i:xiy,>——<ix?>(iy;7‘> <0.
| i=1 =1 i=1

n

| e Si > xF =0, alors (¥i € {1,...,n}, x; = 0), et linégalité voulue est riviale.

1

[

i=l

4) ttude du cas d'égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1) Soient (x1,...,%1) s (V1,---,¥a) deux éléments de R" tels qu'il y ait égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, c'est-a-dire tels que :

(éw):(ix?)(;y?)-

En reprenant le calcul de (i), on obtient V3G, ) e {1, }2, Xiyj = Xji-
Supposons (x1,...,%,) # (0,. ; il existe ig € {1 .,n} tel que x;, # 0.
) On déduit : Vje{l,...,n},yjzy—"xj.
[ Xio
- Yi
Hsuffit de prendre: o = ;l% Ainsi, il existe « € R tel que: (y1,- ... ¥n) = €(X1,. -+, %n) -
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50

2) Réciproquement, supposons qu'il existe « € R tel que: Vj € {1,..
On a alors :

() -5) (5.4

i=]

(EAE7) - (B 5) =(5:4).

=]

d'ou (gxz'y:)z: <i:x‘2><§yl2>

nt, Y= o)

i=1
. Finalement : il y a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement Si:
(x1,-..,x0) = (0,...,0)
ou

Jua eR, Oty 5yn) =a(xy,...,x;)

Exercice 1.2.8f). c'est-a-dire: si et seulement si ((xl,. X)), (O, yn)) est 1i€ dans R”,

Inégalités de Weierstrass

n n
Montrer que, pour tous n e N*, ay,....a, € [0; 1], en notant S, = Zak, ona;: H(l —a) z 1 -5, et que, si de plus
k=1 k=1

1
1—-5,°

S, <1, alors : H(l +a) <
k=1

Solution Conseils

* Montrons la premiére inégalité par récurrence sur n.

* L'inégalité est triviale lorsque n = 1, puisqu'alors S, = §) = q;.

* Supposons l'inégalité vraie pour un n € N* et tous ay,...,a, € [0; 1].
Soient ay,...,a,4, €[0; 1].

n+1 n
Ona: H(l —a) = (H(l - flk))(l — 1)
k=1

k=1
> (1 e Sn)(l - [Z,,+1)=1 - (Sn + an+1) + Snan-H > 1-— (Su + an+l)=1 - Sn+1,
ce qui montre I'inégalité pour n + 1. Multiplication de I'inégalité de I'hypothese
On a ainsi établi, par récurrence sur n, la premiere inégalité demandée. de récurrence par 1 — 1.1, qui est > 0.

* Puisque S, < 1, on a, pour toutk € {1,...,n}, ap < 1, et:

)

| —a; 1
i

L+a = X s
— £l l—ﬂk

d'ot, en utilisant le résultat précédent :

W n Multiplication membre & membre d'inéga-

H(I +a) < H ! - ! < 1 - lités de méme sens portant sur des

) k=1 1 — - 1-35, nombres tous > 0 et passage aux inverses
ﬂ( L=a) dans I'inégalité obtenue précédemment.




Chapitre 1 - Les nombres réels

___j:._.:.r
| 1.2.8 Etablir les inégalités sutvantes, et étudier les cas 1212 Soient n e N*, q,,. @y € [1; 4ol ; mor-
1 d'égalité : - :
| R trer: n + a =1+ a;, et étudier le cas d'
a)¥@,b) € Ry)?, @®+b*+23>2ab+a+b H ;, Cealite.5
b) Y(a, by e (R )2 Vi e N*, (n — a* +b" > na"p (Utlhserlexercme 1.2.11).
! c)¥ia,b.c) eR?, a2+ p2 12> 2 ab +ac + be 1.2.13 Soient n € N*, q|,....q, € [1; +oof ; montrer :
d)V¥(a.b,c) € (R,)?,
abc)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) H(1+(‘) <1+Za,>
e)V(a,b.c) e (R,)3, @+ B+ > ah 1 b+ 2
)¥(@b.c) € R, - . (Utiliser 'exercice [.2.11).
HVa,b,.c) e R, o
abela+b+c) <a’0’ +a* + b7 < at + b4 4+ 1.2.14 Montrer : Vn € N*, Vx € [0; 1[U]1; +o0],
: a?_ bl C b c 1 —; 2n+1
gVabe)e ®Y, —+2 452,64 > n+ D, .
¥ 2 a7 g b e 1—x
S : .., | 4
h)¥a,b.c) € (R 1.2.15 Soientn € N*, q,.... ., € [1; +oo[. Montrer ! ’
B JOPR Py " i B
a(l+b)  b(l4+c¢) cl+a) 1+abe H(1+ai)<2"’]<l+na,>, !
=1 = |
PR RY )3 1 1 1 aS+pd et ;
i¥(ab.c) e RL), @ v b °F ¢ T abEs 1.2.16 Montrer, pour tout n € N :
125 Soit (x,7,0) € B tel {xﬂﬂ:s . B
2.9 Soit (x,y,z) € R? tel que : : ‘
f : ! Xy+yr+zx =3 (g<1+2i+1>> i
; 13 = ~.
! montrer : —1 < z < —, - !
3 1.2.17 Montrer : Vx e R, Vn e N~,
== 1 1
1.2.10 Sment(abc)e(R) a:a+g,ﬁ=b+~, a ] 1 1
c

E — < — — b
i (x-+1) X X +n
S

1.218 Soientn e N*, q.... 1@y €]0; +o0f . Montrer :

1
Y =c¢+ —;montrer: Max(e,8,y) = 2.
a

1211 Soient »n e N7, ay.....a, € R, ; montrer:
n n i 5 4 1 N
[T0+a) 21+ a. et étudier le cas degalite, [1(1+ Z—‘) [l <1 + Z) = (n+ 1%
i=] i=1 k=I T k=1 )
1.2.3  Propriétés fondamentales de R
1) Borne supérieure
Rappelons l'axiome de la borne supérieure dans R :
/ Cf.1.2.1,4)p.44, Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R, )

it

En considérant l'ensemble des opposés des éléments de la partie envisagée, on
obtient aussi :

, Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure dans R, J
J Exercices 1.2.19 et 1.2,20. \
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Chapitre 1 - Les nombres réels

=4 Le lecteur retrouvera I'existence des 2) Existence de racines nt™mes
/ racines nMes des réels positifs ou nuls
plus lofn, dans I'étude des fonctions Soient a €]1; +oo[ et n € N*; nous allons montrer qu'il existe un élément b de R, tel que
puissances (7.4). La méthode b = a.

élémentaire proposée ici permet , . . .
d’introduiretréitétp les racineserémes ot Notons E = {x € Ry; x" < a}; E n'est pas vide (car 1 € E), inclus dans R, et majorée par a,

donc de pouvoir aborder dés puisque, si x € E, alors x" < a < a". D'apres 'axiome de la borne supérieure dans R, £ admet

maintenant de nombreux exercices sur un borne supérieure b dans R.
les nombres réels (cf.ex.1.221412.33). eb>21>0 puisque le E

: * Supposons b" < a ; montrons qu'il existe & € R} tel que (b + )" < a.

Soit & €]0; 1[ quelconque ; en développant par la formule du bindme de Newton :
" i
G+ay - =3 Cpr*at,
k=1

Pourtoutk € {1,...,n} : " *a* <b"la,carb > let0<a <1.Dod:

n «
(b + Ol)" —_p" < (Z C“>bu—la . (2n _ 1)1?“_1(1.
k=1

a—b"

I.m—l),etonaalors:
—— _J”_

11 existe un réel o tel que 0 < o < Min <

(b + )" g b+ (2/1 _ l)b"_lot <b"+ (a . bn) =a.

Alorsb+a € Eetb + a > b, ce qui contredit la définition de b comme borne supérieure dE
dans R.

e Supposons " > a ; montrons qu'il existe 8 €]0; [ tel que (b — B)" > a.

Soit B €]0; b[ quelconque; en développant par la formule du bindme de Newton :

= ore b

B — (b — ﬂ)” —p" — Z C:(—'l)kb”_kﬂk — Z Cf(—l)lﬁ—lb”_kﬁk.
k=0 k=1

k
Pour tout k € {1,...,n} 1 (=D)!p* gk = (— 1)k (g) < b”g =p"1B8, carb>1 et
n k
g €]0; 1[. D'ou d" — (b — B)" < (Z Cn>b"“,3 =" - Dy 8.
k=1
. . . " —a
11 existe un réel B tel que 0 < B < Min { b, W , et on a alors :

(b . ,3)” > bn _ (211 . 1)b"_1ﬂ > bn e (b” _ ﬂ) =a.

Alors b — B est un majorant de E dans R, ce qui contredit la définition de b comme borne supé-
rieure de E dans R. |
Ceci prouve : b" = a.

D'autre part, {x € Ry;x" =a} admet au plus un élément car, si x" =a=y", alors

n—1

(x — y)iny"_l_i =0,avecx =0,y >0,doltx = y.
i=0

1

Le cas 0 < a < 1 peut étre ramené au précédent en considérant — ; les cas @ = 0, a = 1 sont
a

d'étude immédiate.

En résumé :

s pu o =g
BEIFICION

j
Pour tout (a,n) € Ry x N*, il existe b € R, unique tel que " = a ; cet élément b

, 1 . g
| estnoté /a,ou af, et appelé racine n®™ de a. Pour n = 2, on note \/a pour Ja.
N S

Nous verrons, dans un chapitre ultérieur, I'étude plus générale de x”, pour x € R} et y € R.
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1.2 - Nombres réels

Nous verrons dans Analyse MP, 1.6.2 et roONSHTeT Inégalité de Minkowski
dans Algebre MPS, 1012 queinégalite [ e e Bl e et e e s i i
de Minkowskiestfinégalitétriangulaire | Pour tous n € N*, X1,..., Xy, Y1, .. Y0 € R :

pour une norme euclidienne.

Do

R T
(A5
i=1 =1

(Z(xi + )’i)2>
i=1

Preuve : En élevant au carré les deux membres de cette inégalité, on se raméne a linégalité de Cauchy-
Schwarz.

/ Rappels de résultats élémentaires vus en 3) Trindme du second degré

classe de Seconde. L .
Pour (a,b,c) € R* x R x R, considérons le trinéme T : R — R , et son

| x — ax? +bx+c
discriminant A = b? — 4ac.
*Si A <0,alors, pourtoutx e R: aT(x) > 0.

b
¢ Si A =0, T admet un zéro et un seul, qui est 5 et,pourtoutx € R : al(x) > 0.
a

— i

eSi A>0, alors T admet deux zéros réels exactement x' =

2a

, —b-+ JA X {Vx €] — oo; x'[U]x"; +oof, aT(x) >0 |
x'=————et: I
2a Vx €lx’; x"[, aT(x) <O. ﬁ;’ -
b c 39
| Onaaussi: x' +x"=——, x'x"=-. g
a a B

m L

Cette étude est obtenue en mettant T'(x) sous forme canonique : O

b\* A 5

Exercices 1.2.21 3 1.2.37. T(x)=al | x+ ) "2
N

|

|'

{

i

f

Existence de racines n®mes
il

* Pour résoudre une équation ou une inéquation portant sur une ou ou des racines n®™eS on peut it
essayer de « chasser » les radicaux (ex. 1.2.23, 1.2.24). ||

*  Pour résoudre un systéme d’équations symétriques a deux inconnues (c’est-a-dire un systéme d’équations qui i

reste « le méme » en permutant les inconnues x, y), on peut essayer de faire intervenir la somme et le produit de ..

x et y,ennotant S = x +y et P = xy et en considérant S et P comme de nouvelles inconnues (ex. 1.2.24). Le

lecteur trouvera aussi des exemples de résolution de systémes symétriques & plusieurs inconnues dans Algebre i

MPSL. i
* Dans des calculs portant sur des radicaux, on peut faire intervenir la notion de « quantité conjuguée »

(ex. 1.2.29, 1.2.39 a)). |
* L’inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de n réels xy,...,%, positifs ou nuls i

(cf. P 1.1etaussi §5.4.3,1)): I

1 1
(X1, x)n € ;(xl + ot X)

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

permet d’établir de nombreuses autres inégalités (ex. 1.2.34 b), 1.2.35, 1.2.36, 1.2.37).
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oh g al { oo
h % 18 § W, feds,

1.2.21 Simplifier :
A)V5V2+T 527

by duﬁ J \/9+——5‘

- = 1
1.2.22 Résoudre dans R : /3 — x — VJx+1> 7

1.2.23 Résoudre dans R: /313 + x + V313 —x = 6.

-1.-2.24 Résoudre dans R? :
) ¥+xy+yr=1 ) x+y+./xFy=56
a .
(x—y)?=x+y X—~y+./x—y=30

1.2.25 Résoudre dans R3:
x4yt 422 =49

1 1 1
@) -+ -+==0

Xy z

x—y+z=1

If

b) /X +2y=143/7 — =§(X+y+z+11).
1.2.26 Résoudre dans R* :

X<y

<t
al

B4y =241
x+y+z+r=0
b)x+yzt=y+ztx=z+txy=t+xyz=2.

= 2
1.2.27 Montrer: Vn € N*, ¢/ < 1 + \/;

1.2.28 Montrer, pour tout n € N* :

PICE

1.2.29 Soientn € N — {0,1}, (a:)1<i<n une suite arithmé-
tique & termes dans R (c'est-a-dire: I eR,
Viell,....n=1}, ajy, = a; + r). Montrer :

n(2” - 1.

L]

1.2.30 Montrer :

a)V¥n € N*, V(xy,... x,) € (Ry)", EMS

b)V(a,b) e R, Vla =b] > |/la] ~ /TB]].

1.2.31 On considere la suite de Fibonacci, (¢,),>0 défi-
nie par: =0, ¢y =1, (VneN, ¢,12 = ¢,,, + ).

On note w = 5(1—1-\/5:).

a) Montrer : Vn € N*, "2 < ¢, < 0",

b) Vérifier : Vn € N, (n 2 4 = n’ow > (n + 1)?).
c) Vérifier:Yn e N, (n > 13 = "2 > n?).

d) En déduire l'ensemble des n € N tels que ¢, = n?

1232 Soientn € N*, (ay,...,a,) € R" ; montrer :

2

) Yot > A(5e)

1.2.33 Soientn € N*, (ay,... ,ay) € (Ry)" ; montrer :

La résolution des exercices 1.2.34 &4 1.2.37 peut utiliser la
comparaison entre les moyennes arithmétique et géomé-
trique (voir Probléme P1.1 p. 61)

1.2.54 Montrer, pour tout (x,y,2) € (Ry)? :
a) xy(x +y) + yz(y + 2) + zx(z + x) > 6xyz
b)x* + 3 +2° > 3xyz.

1.2.35 Montrer : ¥n € N*, V(al,. ..

a) € (RL)",
a a
R e R +—
[47] as a,
1.2.36 On considére la suite harmonique (H,),>,

n 1
définie par : VYn € N* H, = Z =

Démontrer : Vn € N — {0,1},

1
n(n—}-l)% —n<H, <n—0©-Dn T,

1.2.37 Montrer, pour tout n € N* :
a)(n+ 1" = 2'n! b)(n+1D)"Q2n+ 1" > 6" (nhH?2.

3) Propriété d'Archiméde, partie entiere d'un réel

ii 1 _ n-1
o Nt A a+ Jar
—+— >
0 ¢ 2¢ ANE R

Ve € R,

- R estun corps archimédien, c'est--dire un corps vérifiant la propriété d' Archimede :

VAeRY, IneN* ne> A.
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1.2 - Nombres réels

Preuve : Soient ¢ € Rj_, A ¢ R* ; raisonnons par l'absurde, clest-a-dire supposons v e N*,
ne < A.Lensemble E = {ne;n € F*} est alors une partie de B non vide et majorée, donc admet une
borne supérieure b dans R (axiome de la borne supérieure dans IR ). Puisque b—¢e<b,b—enestpas
un majorant de E dans R ; il existe donc n € N* tel que ne > b — ¢, dou (n 4+ 1)e > b, contradic-

AT A

tion avec la définition de b
Pour tout x € R, en appliquant le théoréme précédent avec & = 1, on voit que {n € Z; n < x} est
une partie majorée et non vide de 7., donc admet un plus grand élément.

On obtient ainsi :

Exemples :
F(3,14) = 3,EQ) =2, P o] &L - i -
E(—4,273) = =3, | Pour tout x € R, il existe n € Z unique tel que n < x <n+1;m est appelé la par- |
E(—Z) - ‘\ tie entiere de x, et noté E(x), ou Ent(x), ou [x], ou 1x]. |
2 ) —

B(-2) = —2 Ainsi :

EGx)eZ
Exercices 1.2.38 2 1.2.46. Vx eR,

E(x) < x <Ex)+ 1

Partie entiere d'un réel
» Utiliser essentiellement I’encadrement de définition de E(x) :
E(x) <x <EMx)+1,

Fle g =0~

DS IO

ou encore :
x—1<EXx)<x,

532

et ne pas perdre de vue que E(x) estun nombre entier (ex. 1.2.38 a), b), c), d), 1.2.45).
¢ Une propriété triviale des entiers, mais souvent utile, est la suivante :

V(a,b) € 72, (a<be=a<b-1)

SOl

57

|

i
|

_ _ i

- e l
1.2.38 M . e 1 i
S 1.2.41 Déterminer Inf (E(x) + E<~>> ; |
a)Vix.y) € B2, (x < y = E() <EQ) ap xek) i |
b)Vx e R—Z, B(—x) = —B(x) — 1 1.2.42 Montrer : %
c)Y(x,y) ERZ.E(xﬁ—y)—E(x)—E(y) € {0,1} e e E<<§>”> _ <§>n ry 1 | !_
d)Vx e R, Vo € Z.E@x + ) =E@x) +a. = ’ 2 2 gntl il
"]'.'2":‘3 9 a) Montrer 1.2.43 Calculer, pour tout 1 € N*, : i

1 n(k+3k ,

VYn e N*, («/n+1—«/ﬁ')<———<(\/'ﬁ—\/n—1). Sn:ZE % . i
2/n k=1 it

1 10 000 1 -- n* ‘l

b) En déduire la valeur de E(E ; ﬁ) ' 1.2.44 Calculer, pour tout n € N*, ;E(«/E). i

na= 1.2.45 Montrer :

1.2.40 Montrer : Vn € Z. onae 1

v N, E 1)) =4 1., '

e 2 R |
3 6 6 1.2.46 Résoudre I’équation d’inconnue x € R i.

n n+3 x i

ofp)o(52) cn == 1

l




Chapitre 1 < Les nombres réels

4) Densité

! e
| Une partie D de R est dite dense dans R si et seulement i :

V@) eR%, (x<y= @deDx <d<y)).

Soient D une partie de R dense dans R et (x, y) € R? tel que x < y. Il existe une gyjpg
(dn)nen d'éléments de D, deux i deux distincts, telle que : Va e N, x < dy <y.
En effet :
*ilexistedy € D tel que x < dy < y ;
* s'il existe 4, € D tel que x < d,, < y, alors il existe dyy1 €D tel que d, <d, | < y
Onmonire ci-contre quune partie dense Les éléments d, (n € N) ainsi définis sont deux 3 deux distincts, puisque la suite
i/ dans R estnécessairement infinie. (dn)nen est strictement croissante. Ceci montre que I'ensemble Jx; y[ND est infini.

Avecle vocabulaire des suites {voir plus (e

| loinch.3),tout réel est limite d’au moins !

" une suite de rationnels. i Q estdense dans R. 3
s | !
N

,3 Preuve : Soient (x,y) € R2, tel que x < y,ete=y—x>0.Puisque R est archimédien, il existe
|
|
|

i 1 m
| neN* tel que ne > 1, cest-d-dire — < ¢. En notant m =E(mx)+1 et r = —, on obtient
n n

EXCRgICeSHERIFE T22iaD: l m—1<nx <m,dollx < e <x+ l <x+e=y. b
E n n
N
Bl
']'3.47 Onnote £E=1{g%,geQ} et D=FEU (—E) : ?3749 On appelle nombre dyadique tout rationnel de la
montrer que D est dense dans R. forme %, meZ, neN ; montrer que l'ensemble des

1.2.48 Soient D,E deux parties de R telles que: D est nombres dyadiques est dense dans R.

dense dans R et D C E ; montrer que E est dense dans 72,50 Soient D une partie de R dense dans R, et F' une
R. partie finie de D ; montrer que D — F est dense dans R.

5) Nombres irrationnels

Un nombre réel est dit irrationnel si et seulement s'il n'est pas rationnel ; ainsi l'en-
~ semble des nombres irrationnels est R — Q.
'f_ - Adtention: les lois usuelles ne sont pas Cet ensemble n'est stable ni pour l'addition V2eR-Q, —/2eR— Q,
intemesdansR = Q. V2 +(=+/2) ¢ R — @), ni pour la multiplication (v/2 € R — Qw22 ¢ R — Q).
On notera cependant les propriétés suivantes :
VxeR-Q,VyeQ, x+yeR-Q

VxeR-Q,Vye@Q* xyeR-Q
1

VxeR-Q, —cR-Q
x

|’—-1 ‘__-I‘!{ID"-_.

| Ii R — Q est dense dans R. ]
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1.2 - Nombres réels

Preuve : Soit (x,y) e R? tel que x < y. Il existe g € Q tel que % <g < 2 s q=0,

N
[ il existe encore ¢’ € Q el que g < q < % Ceci prouve que Q+/2 — {0} est dense dans R
(ol Q2 = {qﬁ; g € Q}); comme R —Q contient Q/2 — {0}, il s'ensuit que R — Q est dense

ices 1.2.51a1.2.53.
Exercices dans R .

‘.:' A ..'.-i..!-;!;

Nombres irrationnels

o Pour montrer qu’un réel o est un irrationnel, raisonner par I’absurde : supposer o € @ et déduire une contra-
diction (ex. 1.2.51 a), b), 1.2.52).

 Rappels de mises en garde :
_ La somme de deux irrationnels peut étre un rationnel ou un irrationnel
— Le produit de deux irrationnels peut étre un rationnel ou un irrationnel

— Le produit d’un rationnel & et d’un irrationnel B peut étre (exceptionnellement) un rationnel (lorsque o = 0).

e el
SRRy

-.-- : == 2x +5
1=k Tenter 1.2.53 Montrer que, pour tout x € Ry, a +2 est plus
@) VA+3+62Q b I5-V3EQ & ¥
e pres de +/5 que x ne l'est
1.2.52 Soientx € R, (a,b,c,d) € Q4 tels que : x € Q et I
ax +b 5 A7 2x +5
— . ‘est-a-dire : — /5| < |x —+/5]).
ad — bc # 0. Montrer : it._1__!_{11&’(@_ (c'est-a-dire Iix_‘_2 V3| < 1x —/50)
6) Caractérisation des intervalles deR
‘I Une partie I de R est un intervalle si et seulement si : 1
. Vix,y)e I, (x <y=[x;y1CD. J

¢ Preuve : (i) Si I est un intervaile de R et six,y e I sonttels que x <y, alors [x,y] C I comme on
le voit en séparant en plusieurs cas suivant le type de lintervalle I (il y a neuf cas).

(if) Réciproquement, soit 7 une partie de R telle que :

| Vo el?, x<y=Ixylch.

[ Puisque @ est un intervalle, on peut supposer ] # @ . Considérons un élément fixé a de I, et notons
i

i Ga={xel;x<a} =]l—oo;alNletD,={xel;x > a} = [a; +oolN].

| ¢ Si D, n'est pas majorée, pour tout b e [a; +oo[ il existe ¢ € Dqtel que b<c, doy,
. puisque a < b < c,b e I.Donc Dy = [a; +oo[.

I *Si D, est majorée, Dg admet une borne supérieure B dans R, et donc D, C [a; B]. Pour tout
| belaBl,ilexiste ¢ € Dg tel que b < ¢ (définition de B), d'ot, puisque @ < b < ¢, b€l Dol:
' [a; BIC D4 C la; B, etdonc Dg = [a; Bl ou Dg = [a; B.
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- ]
R ‘
13 Ainsi, D, est I'un des trois intervalles [a; +o00[, [a; B[, [a; B]. On obtient un résultat analogue poyy
! Ga @ Gq estl'un des intervalles ] — co; al, Ja; a] , [o; a] ot @ = Inf(G,) si G, est minorée.
| Exercice 1.2.54. Comme I = G, U D, on voit alors que / est un intervalle de R . ] .
|
|
4 1.2.54 Soient /,J deux intervalles de R, non vides et non réduits & un point; montrer qu'il existe une bijection de 7 sur J,
mmmms 1.5 Droite numérique achevée R
\]\\\
=~ L'ensemble R peut étre un cadre On adjoint 2 R deux éléments distincts et qui n'appartiennent pas 2 R , notés —oco et
commode pour énoncer des hypothéses N . .
e AT B v Py 400, et on prolonge & R = RU {—co,+c0} les lois internes + , - et la relation
veutenvisager le cas d'un réel et celui de d'ordre < par:
+00 ou —00 . Cependant, on évitera
d'effectuer des calculs dans R, ceux-ci _ —
, X x0) = (o] X =+
étant risqués, puisque I'addition et la Vx € R, + (+00) (+00) + -
multiplication ne sont pas partout x4+ (—00) =(—0) +x = —00
définies dans R . (400) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —00
Vx € RY, x(+00) = (+00)x = 400, x(—00) = (—00)x = —00
E Vx € R¥, x(-+00) = (400)x = —00, x(—00) = (—00)x = +00
t (+00)(+00) = (—00)(—00) = +00, (400)(—00) = (—00)(+00) = —00
' Vx e R, —00 < x < 400; —00 < —00,+00 < +00.

R s'appelle la droite numérique achevée.

On remarquera que les lois + , - dans R ne sont pas partout définies ;
(400) 4 (=00), (—00) + (+00), 0(+00), (+00)0, (—00)0, 0(—00) ne sont pas
définis. Ils correspondent, en Analyse, 4 des formes indéterminées.

Il'y a, dans R, exactement quatre types d'intervalles : [a; b], [@; b[, 1a@; b], 1a@; B[,
pour (@,b) € (R)? tel que 7 < b .

£ o “'.',-‘ J ‘m
"Proposition ||

Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure
dans R. .

OnaSupg(R) = +oc Exemples :

Dee SR Q)R Sup () = +00, Sup 5(R) = +00,, Sup F([—00; 0) = 0 = Sup p(] — 00; O))
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