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#n)nen: et son termie générai i,

Junhroduction

La considération d’objets successifs, cette succession se poursuivant indé-
finiment, appelle 1a notion de suite. Une suite numérique est la donnée de
nombres réels ou complexes, indexés par les entiers naturels ; plus précisé-
ment, une suite numérique est une application de N dans R ou C. On s’at-
tache essentiellement & 1’évolution a long terme, c’est-a-dire a la conver-
gence ou la divergence d’une suite, ou, de facon plus approfondie, au com-
portement asymptotique de la suite considérée (cf. ch. 8). Plusieurs notions
fondamentales en analyse, qui seront vues en seconde année (séries, suites
de fonctions, ...) s’appuient sur ce chapitre.

Prévequis

o Les nombres réels (ch. 1) et les nombres complexes (ch. 2), en
particulier : valeur absolue d’un nombre réel, module d’un nombre
complexe.

°  Propriétés €lémentaires des fonctions d’une variable réelle, continuité,
dérivabilité, sens de variation, en vue de ’étude des suites récurrentes du
type upp1 = fun) (§3.4.3).

Objectifs
e Définition « rigoureuse » des notions de convergence et divergence pour
une suite numérique.

e Manipulation des suites numériques convergentes et des suites réelles de
limite infinie.

o Etude des suites réelles monotones.

e Examen de certaines suites usuelles: suites arithmétiques, suites
géométriques, ...

» FErtude des suites définies par une relation de récurrence.

—_— B

N 5 A gt S o o = Pt e

Une suite (numérigue) est une application de N dans K (o0 K =R ou C) ; au lieu
de la noter u: N — K, on la note souvent (i,)yen, OU (4,),50, OU MEme encore

n—>1(n)
(ull)ll'
Une suite réelle (resp. complexe) est une suite (numérique) telle que :

VYneN, u, €eR (resp.C).

Pour chaque n € N, u,, est appelé le n®me terme de la suite.
On appelle aussi suite (numérique) toute application de {n € N ; n = ng} dans K, ou
ng € N est fixé; la plupart des notions étudiées ne feront intervenir les u,
qu'« a partir d'un certain rang ».
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Chapitre 3 « Suites numériques

= 5.1 Convergence, divergence
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' Méthode : pour montrer qu'une suite

(n)nen converge vers [, on peut
essayer de montrer que la suite

(tty — 1)nen converge vers 0,

~

/ Raisonnement par I'absurde.
/)

X / Utilisation de I'inégalité triangulaire.

\

86

Définitions

1) On dit qu'une suite numérique (it,),en converge vers [ € K si et seulement sj :
Ve >0,INeN,VneN, (n> N = |u, — 1| < ¢).

2) On dit qu'une suite numérique (4,)ney converge si et seulement s'l existe [ € K
tel que (u,)nen converge vers [, c'est-a-dire :

AeK Ve>0,INeN,VneN, (n>N = |u, —I| <e).

' 3) On dit qu'une suite numérique (1,,) ey diverge si et seulement si elle ne converge
pas, c'est-a-dire :

VieK,3>0,YNeN IneN, (n>Net|u, —I| > ¢).

On remarque que (4,),en converge vers [ si et seulement si la suite Up — Dpey
converge vers 0.

Unicité de la limite, si elle existe

! Si une suite numérique (i, ), converge vers /) et converge vers Ip, alors [; = /.

|
h

|| Preuve : Raisonnons par I’absurde : supposons que (1), converge vers [ 1 et converge vers Iy, et que
| Iy # 1. Notons & = 5112 —I].

|
| Puisque (up,),, converge vers [ 1 et converge vers [, il existe N1, No € N tels que :
|
|

nzN = |u, — 1| <¢

¥n e N, { - ' o

nzNy=lu, ~ly| <e¢
. luv =511 < e
| En notant N = Max(N1,N3), on a alors ,
: luy —h| <e

i 2
[ dov |lp =) <l —uwl|+ juy = 1;]| € 2e = 3 |l — 111, contradiction.

La proposition précédente montre qu'on peut utiliser un symbole fonctionnel :
si (u,), converge vers /, on dit que [ est la limite de (1,),, et on note

I'=limu, (ou:l= lim wu,) ouu, —> [ (ou:u, — 1.
neo n—+c0 neo n——+co

Exemples :

1) Tout suite stationnaire (¢'est-d-dire constante 2 partir d'un certain rang) conver e.
p g g

. 1
2) La suite | — converge vers 0 car

nJ pehr

1
Ve>0,ANeN,VneN, n> N = ~ <¢),
n

1
en prenant N = E<—> + 1.
e

Remarque : si deux suites numériques coincident & partir d'un certain rang, alors elles sont
de méme nature, c'est-a-dire que la convergence de I'une entraine la convergence de ['autre.

Autrement dit, on ne change pas la nature d'une suite (convergence, divergence) si on modi-
fie ses termes jusqu'a un indice fixé.

™




Ainsi,A est un majorant d'une suite réelle
(Un)neN Si et seulement si A est un

=~ majorant, dans R, de |'ensemble
{un: n € N},

1\, Biennoterque Anedoit pas dépendre

y
.
[ 2~ den.

{ ’1;: ™, Cette définition n'a de sens que pour une

Y . z
% suite réelle,

{1 ) * On dit qu'un réel A est un majorant d'une suite réelle (i, )nen si et seulement si :

3.1 - Convergence, divergence

vnelN, u, <A.
* On dit qu'un réel A est un minorant d'une suite réelle (u,),en Si et seulement si : |
VneN, u,>=A. i

2) Une suite réelle (i,),en est dite majorée (resp. minorée) si et seulement s'il existe

un réel A tel que A soit un majorant (resp. minorant) de (i4,),enN.

3 ) Une suite complexe (i,)nen est dite bornée si et seulement s'il existe M € R tel |
que: YneN, |u,| <M. |

Remarque : Une suite réelle (1), est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

i
¢ Soit (1), une suite réelle.

:l 1) Ondit que (u,), tend vers +0co (ou : adimet +oco pour limite) si et seulement si :
VA>0,3NeN,¥neN, (n>N= u, > A).

On note alors : u, —— + 00, ou hm U, = +00.
noo

| 2 ) On dit que (u,,), tend vers —co (ou : admet —oo pour limite) si et seulement Si:

VB<0,3NeN,VneN, (n>N=— u, <B).

1

I

]

|

i

L On note alors : u, —> — 00, ou hmbtn = —00.
noo

Remarques :

up —— — 00 <= —uy —— +00.
noo neo

2) Toute suite réelle de limite 400 ou —oo est divergente.

1) Toute suite complexe convergente est bornée.

2) Toute suite réelle tendant vers 400 est minorée.

e e e

i Preuve :

. 1) Supposons u,, — [ ;ilexiste N € N tel que:
noo
VvneN, m>2N=lu, —IlI<D.

! On adonc, pour toutn € N tel que n > N :
[l < lup — 1+ 11 < 141

| En notant M = Max(jug|,...,lunl, 1+ |I]),onconclut:¥n € N,  Ju,| <M
| 2) Supposons u, — + 00 ; ilexiste N € N tel que :

| noo

| VvneN, m=2N=—=u,=1).

| Ennotant m = Inf(uq,...,un,1),onconclut: Vo e N, u, = m.

| 3) Se ramene 4 2) en considérant (—uy),.
|

3) Toute suite réelle tendant vers —oo est majorée. J
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Chapitre 3 - Suites numériguas

g‘:_:::._-,-a'_'.'.,- . (/‘Lf_,{,b( l,) L1 Al sy .
| Remarque :
1 . ;
i; X 1) Il existe des suites bornées non convergentes ; par exemple ((—1)"),¢cn. _
/| La Remarque 2) revient & ; si une suite 2) Siune suite réelle tend vers +co, alors elle n'est pas majorée, mais la réciproque est fayged
/| nestpas majorée on ne peut pas déduire comme le montre l'exemple ((—1)"n),cn. i
+- attkndevers oo x 3) Toute suite non bornée est divergente.
Exercice 3.1.1.
. /7 Ve ' . 7
5.1.2  Propriétés d'ordre des suites réelles
convergentes
/4. Biennoter que,dans cette Proposition 1, Soient (1,), une suite réelle convergente, [ sa limite, (a,b) € R2,
L“) ainsi que dans la Proposition 2 ci-dessous, . . )
on suppose que la suite (1, )nen 1) Si a < [, alors il existe fy‘ € N tel que :

converge vers /.

VneN, (>N = a<u,).
\ 2)8il < b, alors il existe Ny € N tel que :

| VneN, (n>Ny=u, <b).
3)Sia <l <b,alorsil existe N € N tel que :

VneN, (n>2N=a<u,<b).

o
Preuve :

1) En appliquant la définition de la convergence de (ity)pery vers [, on voit quil existe Ny e N
tel que : H

1
VYn e N, (n>N1=>fu,,—l|gi(l—a)<l—a).

Mais: Ju, | <l-a=—=u, - > —-(l—-a)y=u, > a.
| 2) Analogue a 1).
3) Prendre N = Max(N7,N>). |

‘\‘T.:""_"'?e‘__‘—‘_'ﬁ'::}_'ha a P . s sz
4 &ﬁiﬁj@,g__‘ Passage a la limite dans des inégalités

[1\\ Ainsi,en passant 3 alimite, on obtient des Soient (uy), une suite réelle convergente, / sa limite, (a,b) € R?,
.2~ inégalités au sens large (méme si les . .
inégalités suru, sont strictes), 1) S'il existe N1 € N tel que (Vn eEN 2N =u,> a)), alors [ > a.
X 2) S'il existe Ny € N tel que (Vn eEN,(n>Ny = u, < b)) ,alors [ < b.
3)Silexiste Ne Ntelque (Yn e N, (n > N = a < u, < b)), alors a <1 < b.

\

| Preuve : Se déduit de la Proposition 1 en raisonnant par 'absurde.

*| Théoréme d'encadrement

(=N, Le théoréme d’encadrement, s'il Soient (uy),, (Vy)u, (w,), trois suites réelles telles que :

:__,,' s'applique, permet d'abord de conclure
qu'une suite est convergente (et il donne ANeN,VneN, (n>N= Un S U < W)
aussi sa limite). (un)n et (wy,), convergent vers une méme limite / *

o

I Alors (v,), converge aussi vers /.
] -

| Preuve: i

| 1 Soit e > O ; puisque (1), et (W), convergent vers 1, il existe N1,No € N tels que : |’
YneM, (2N = |u,—1|<e) i

{VJ!EN. m=2Ny= |w, =1|<e)’ "




3.1 « Convergence, divergence

| En notant No = Max(N,Ni,N;), on a donc pour tout . € N:

Yy W

/i I ; ' [}; ! Uy g Un < Wy

et I-¢€ ] |

> S > Ny= |l -1 <e s e <up—l < v—l Swy—l Le=>v,—l|<e.
]I |w, — 1] <e

Donc (v,), converge vers L,

Remarques :

1) Le théoréme d'encadrement, contrairement aux Propositions 1 et 2, permet de conclure a
rexistence d'une limite, et se révéle ainsi trés utile.
2) On peut schématiser le théoreme d'encadrement sous la forme:

iy L Vp < Wy

noo\ /HOO — Uy — L.
I neo
n

. n
Exemple : soit, pour n € N, u,, = E
Dans cet exemple, leterme général t de

= k=1
4\ 13 suite ast défini par un symbole . " 2
A < Z n n
U, = ————
1\k=1n2+1 n?+1
On a:Vn € N¥, B
n n
U > =
"/;7124—11 n+1
n? n E?, {
Comme 1et 1, on conclut : u, — 1. ¢
n2+1 oo n+1l s noo :}
% Méthode : pour montrer qu'une suite (4n)nen converge vers un €lément lde K, il
\' Méthode pratique, souvent utilisable. peut &tre commode de faire apparaitre une suite (en)nen de limite O et telle que :

Vn e N, lu, — 1} < én.

N SEONSIDS P

i

A

il

B

Soient (un)n, (vn)n deux suites réelles. ﬁf

4 Propriété analogue au théaréme i
) d'encadrement,+o0 jouantlerolede I. INeN,vneN, (n> N = u, <v,) il
Si , alors v, —> + 09. {

Up —> + 00 " noo i

X noo 1

i

i

Preuve : 4

Soit A € RY} fixé ; puisque 1, ——> + 00, il existe N1 € N tel que:
neo

VneN, (> Ny = u, 2 A).
En notant No = Max(¥,Ny),ona:

VneN,(n>N2:>{ = v, = A),

etdonc vy —> + 9.
noo
Remarque : en passant aux Opposeés, on obtient la proposition suivante :

‘ |3N el YneN, (n=2N=>uy 2

si ,alors v, — — 0.
Uy —— — 00 Heo
noo
2t n*

Exemple : soit, pour n € N*u, = Z - [

Dans cet exernple, le terme général u, de P P " = n? -+ k2
'\ lasuite est défini par un symbole 3. " 2 .
Ona:VneNiu, > = i —
"z Z n4nt 2

k=1

n
Comme — —— + o0, on conclut : 4, ——> —+00.
2 noo noo

89
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IR
a" (@) \* (“ “ )
Enfin : — = (—) = | =——— | , d'ou le résultat :
n n n

n

- o pour tout (a,a) €]1; +oo[xN* fixé, a—a — + 00
n noo

Nous verrons (7.5 Prop. 4) que ce résultat reste valable lorsque o € R.
On dit que l'exponentielle (¢”) I'emporte sur les puissances (n*).
2" (1,01)" n?

Exemples: — + o0, 400, — ——0
n3 neo pn 100 neo 3n noo

n

a
5) Suites (—') ,a € K fixé
neN

n
Nous allons étudier, pour a € K fixé, la convergence de la suite de terme général — i
n!

Notons N = E(Jal) + 1 ; on a, pour toutn € N tel que n > N :

_(lel lal lal\(_lal I
1 2 N N+1""n
c(lal el Y lal o
1 2 N n neo

a
d'otl le résultat : pour tout a € K fixé, o s 0.
n. noo

an

n!

On dit que la factorielle (n!) I'emporte sur I'exponentielle (a”).

"

Exemple : - 0
n:

1neo

Exemples de détermination de limites de suites

Pour les suites dont on donne ci-dessous le terme général, étudier la convergence et déterminer la limite si elle existe :

cosn

2
n I n 1
b —_— c —_—
n );wﬂ-mk ),Z:l:\/nz-uk

| & n k
d)n—3;kE(kx), xeR e)kljl(u;).

Solution Conseils
. cosn 1
a)Ona: YneN, 0K " < ok On majore la valeur absolue du terme
général par un terme tendant vers 0.

1 .
Comme — —> 0, on déduit par le théoréme d'encadrement :

n  noo
cosn
— 0.
n noo X
b) On a, pour tout n € N*; On va encadrer le terme général par deux
1 1 1 termes ayant la méme limite.
Yk e {l,..n},

< < }
Jn242n 242k nt42
*

96
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Convergence, divergence

* De maniere générale, pour étudier la convergence d’une suite, privilégier I'application des énoncés de

S théq.
remes du cours. Ne revenir aux méthodes de démonstration utilisées pour €tablir ces théorémes, et en Particulie,

ne revenir aux «epsilon », que dans le cas ot les énoncés des théorémes ne s’appliquent pas directemen
(ex. 3.1.13).

* Pour montrer qu’une suite (x,), converge et trouver sa limite, essayer d’exprimer le terme général i, de fagon
a pouvoir appliquer les théordmes généraux (théoréme d’encadrement, opérations algébriques sur leg Suiteg
convergentes) (ex. 3.1.1 2 3.1.8, 3.1.10 4 3.1.13).

On verra d’autres idées et d’autres méthodes plus loin {pp. 101, 104, 107, 113, 118).

1

- , ! ' AT
311 Trouverlim [ 1+ ~sin n} . a) lim Z A = Max «;

oo 2 ieo i—1 I<i<p
- 1
312 Soient (a,b) € ]RQ, (Undns (Un)n deux suites . 2 a7 .
P . b) lim Zkia. = Min q;.
reelles telles que : noo \ t I<i<p

VneN, u,<a =

VneN, v, <b 318 Sotent (a,b,c) € R3, tel que b? —dac < 0, et

Up + Uy —> a +b. (un)n, (Un)n deux suites réelles telles que :

neo
Montrer: uy, —> a et v, —> b. 2 2
L - aiy, + bupvy, + cvy ——>“CO 0.
3.1.3  Soient (uy)n, (vn), deux suites réelles conver- Montrer:  uy, oo 0 et w, — 0.
gentes. Montrer que les suites (x,,),, (Y1), définies par: -
Xn = Sup(uy, vy) 3.1.9 Soient (iy)n, (Vu)u, (w,), trois suites réelles,
Vn €N, a € R. On suppose :
Yo = Inf (i, 00)
i, + Uy + w, — 3a

convergent, et exprimer leur limites en fonction de celles =
de (up)n et (Vg)n. ”% +u,+w, 3 3a®.

== . . Montrer :
3.1.4  Pour les suites suivantes, dont on donne le terme

général, montrer la convergence et déterminer la limite:
n

Z(3k +1) -

Uy — a, v, — a, w, —> a.
neo neo HnoO

e il i 110 En utilisant
G)Zk(k+1) b)s.un o) AT, 31 n utilisant ,
k=l Z(2k+3) VeeRy, x-— %— <In(l +x) < x,
. P - n 1 k
315 La suite (un)nen définie par : montrer l'existence de lim (1 + -+ —2>, et calculer
neco )
ug e C k=1 men
1 cette limite.
Vi €N, u, ) = ‘5‘(3”)1 + 2up) = =
3111 Etudier (convergence, limite éventuelle) les suites
o= 9 4 3i) 4 —i)\" définies par :
3.1.6 Trouver lim s ,U“ + )
neo n4+n41 2%} eC
1 1
= .9 @ YneN, u,q= *<m(” — —)
3.1.7  Soient peN*, (ay,....ap, i, hp) € (RE)=P, n+3 n+1
Montrer : (on pourra considérer n(n + 1)(n + Din)




