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Jntroduction

Pout traduire quun réel ou un complexe y dépend d’une variable x on
introduit la notion d’application f : x —> y. A chaque €lément x d’un
ensemble X, on associe, par f, un élément et un seul y de R ouC.

Dans ce chapitre, les fonctions envisagées sont & valeurs réelles ou com-
plexes, et Pensemble de départ X peut étre, suivant le sujet abordé, un
ensgmble quelconque non vide (dans 4.1.1 et 4.1.2), ou, ce qui est le cas le
plus fréquent en pratique, un intervalle de R.

Les notions essentielles de ce chapitre sont celles de limites et de continuité.

Prérequis

« Nombres réels, en particulier les notions de valeurs absolue (p. 51) et
de borne inférieure et borne supérieure (p. 49)

«  Nombres complexes (2.2 p. 64)

« Convergence d’une suite numérique;

Objectifs
P
= Manipulation des fonctions en tant qu’objets élémentaires ; opérations

| sur les fonctions, ordre partiel sur les fonctions, ensembles structurés de
fonctions

o« Observation de fonctions ayant des propriétés particulieres : paires,
impaires, périodiques, en escalier, polynomiales, rationnelles, mono-
lones, majorées, minorées, bornées

» | Définition’ « rigoureuse » des notions de limite et de continuité

e Manipulation des fonctions ayant une limite

«  Manipulation des fonctions continues

o Btude de ’existence de limites pour les fonctions monotones

e Tnoncé des théoremes fondamentaux sur les fonctions continues sur un
intervalle (p. 150) ou continues sur un segment (p. 152)

« Introduction et étude de la notion d’application réciproque

e Introduction de la notion, plus difficile, de continuité uniforme, et de la
notion d’application lipschitzienne.

121



.

Chapitre 4 < Fonctions réelles ou complexes d‘}une variable re’ellle { i i
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411  Algpbre K* | 1P e

Soit X un ensemble non vide (X sera souvent un intervalle de R). On munit I'ensemble
KX des applications de X dans K de deux lois internes notées + et - (ou absence de
symbole) et d'une loi externe définies par :

=

K désigne R ou C.

X -
Définition des opérations usuelles sur les Vf’g e K% Vx e X, f+8 () = f(x) + g(x)
foncions Vf.g €KX, Vx € X, (@) = fWg) 1
vieK VfeKX, VxeX, (A)x)=Arf(x)
—. %y Onrema
| ,/ toute fd
K¥ est une algdbre associative, commutalive, unitaire (pour les loi§ ci-dessus {

s LI R 1T | il

| | | [ | y
/ On obtient les formules sulvantes I Preave : Dans les caleuls suivants (d'ailleurs lri\*i;m.\;i. x, A, ;) f 8. h dl.‘.!‘-‘igiil:lll du!I: l‘ﬂ(':lll %luﬂﬁicl
Lt conqués, reX, apek, fg.heKX :' !  S——
| o Lo f I| -'-."y s'annular
|+ estassociative: ((f+&) +ME) =(f+g&)+hx)| : Il ”M
= (f() +g() 4 h(x) = f(x) + (g(x) + (x)) . 11 | I r
=[f )+ (g 4+ M) = (f + (g +M)x)

F+e)+h=Ff+@E+h

frg=g+f [+ est commutative : (f + g)(x) = f(x) + g(x) = gx) + f|(x) = (g + /I e y Définitior
: i\ parunefc
point.

-+ admel un neutre, lapplication nulle 0: X — K :
x—0

fHO=0+f=F (f +00) = f(0) +0=f(x).
| Définitior
| I X L B , ; o fonction.
i Tout élément f de K* admel un symétrique pour =+, appelé opposé de f, noté — f, défini

[ ipar:—fiX K
P Tf x r:: —f(x)

.. }
fHEN=6EN+=0 ; F+HEMD =fO+EHE =P+ f6) =0 ; B
(fe)h = fgh) + esl associative | ! [ . Al

| : , | T et|f| #
fe=gf i - est commutative ' |5i

J - est distributive par rapport i -+ : i | Hi‘

!' ‘ (f(g +m)E) = FOE + M @) = £ (e0) +hx)) il
flg+h) = fg+rh i = f(0)gx) + FOR) = (fe) () + () = (& "'r f’1)1- 5

E. | :l. RN

f R |

i+ ndmet un neutre, 'application constante 1@ X — & : ' i [

i- I X —> l ! l ‘
fl=1-f=Ff _(f-l)(.\')zf(x)lzf(al)
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nsemble
sence de

jessus J

nts quel-

défini

(Al = i+ jof

Mf+8)=Xxf+2Ag

On mmarquem gependant que, pour

tot_H .F ona:

=0 |Lra —‘0
I 1£I (Ehn\rb}!ed une fonction ne
'. { B auyin point \

|
e

Définition du quotient d’une fonction

| parunefonction ne s'annulanten aucun

»

point.

Définition de la valeur abolue d'une
fonction.

'1"—4! i
i

mar mraqi IngenérT L fl £ f

fetf sont a valburs complexes.
Ré fetIm fsontavaleurs réelles.

Tefinitlon'is

= A x)gk) = (f (x))g(x) = A(f (x)g(x))
=M(fe) ) = (A (fe)(x).

(AN )

A ) ) = O ) S0 = A () = pf () = () () -+ (e f) ()
= (AS + 1f)(x)

A +)x) = + ) ) =A(f(x) +gx) = Af (x) + Ag(v)
= AN+ ) x) = O f + Ag)(x).

4.1 - Algébre des fonctions

Si X a au moins deux éléments distincts a,b, alors KX contient des diviseurs de zéro, c'est-a-

dire qu'il existe (f,g) € (KX)? tel que :

f#0, g#0, fg=0.
En effet, on peut prendre f: X — K et g: X —K .
1 six=a . 1 six=b
V0 sixsa * 0 six#b

l . . |
\utrement dit, pour des fonctions :

la relation fg = 0 n'entraine pas (f = 0 ou g = 0).

n dit qile 'anneau (K¥,+,-) n'est pas inteégre.

X — K,

\ |
) Soit g € K* ; si (Vx € X, g(x) # 0), on note —: I
g
' X — —
i g(x)

b
qui est alors le symétrique de g pour la multiplication.

‘ 1
2) Soient f,g € KX telles que (¥x € X,g(x) # 0) ; on note I =ifu—,
8

8

Définition 2 H_—_—
Pour f € K*, onnote | f| : X —>
X If(x)l

v=Ifl o)

G M
y=f®

DEfnitlon3s

'[Pt)l.tl' f € C¥ onnote:

f:X—C, REf: X —R ;
x— f(x) x—RE(f(x))

Imf: X —NR ;
xn——)Im(f(x))
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d'une variable réelle

On aiainsi, pour toute f de CX ettout x de X : '

T =), ®RENE) =REF(), (ImfHx) =Im(fx)),

{ © ) Ne pas oublier le i du dénominateur dans

i | CREF4il
I'expression de Im f, et, pour toute f de Cr ‘ { f ¢f+ilm f

7:Ré{—ilm_}'

lRé'f': %(f+7)

[ 4, Bxem
il 7 lesqu

1
Exercices 4,1.1 et 4.1.2, Im|f = Z(f -0

LES IMEetNoues d FEteiiin || e
| il

|
it

e — e - o4
—

Algebre KX \ |

|1
! i
*  Pour résoudre une équation fonctionnelle (¢x. 4.1.2), raisonner par condilion|nécessaire, en appl f_.quzilli 'I| W.pu—
these de différentes fagons, puis par condition suffisante (réciproque). Le lecteur|verra plus tard d’autres exemples, |
faisant intervenir une hypothése de continuité (ex. 4.3.2 a 4.3.4), ou de dérivabilité (ex. 5.3.4). !

4.1.1 Trouver toutes les f € RE telles que : Z;Vx eR, xf()+ fl —x)=x3+1
R — ' =
VgGR ,gof—f;og. C)V()C,_)’)GRZ. f(x—l— '2)=f(x2)+f(y)
4.1.2 Trouver toutes les application;s R — R ielles :j)-V(x_ y) € ]RZJ" f+p)— flx =y = 2_‘.(3“.2 3 sz
que : ‘ 1 i I I.i i . |

I
e)V(x,y,z) € ’B J e .!‘l.r:i-Z.I“-l‘l,rﬂh‘;}'zi'a" :

Vl

e ﬂil . a\
41.2 Relation d'ordre dans RX\ | ii ‘ } o
1‘ [ A { I

W VxR, FOOfG2—1) =sinx |

—\ Y]
—
==

SDRTHtION

i i b i i
; / Dans 'exemple illustré par le schéma Soit X un ensemble ; on définit dans R une relation, notée <, par :
\"| Al suivantonaf < g j 1
, Vig eRY, (f<g= (Vxe X f(x)<g®). |
|
y=gx) )
PEoposition
. 1) < est une relation d'ordre sur R¥ ; cet ordre n'est pas total si X a au moins deux : @ipans oot
”‘ x éléments. L2 F £ get
= fix y=1tx) :
ity 2) < est compatible avee + :
. ‘ ) ?‘ En partic
Vighe R, (f<eg= f+h | |h| | & 2\ Honctions,
_ | X | " I {Exercice 4,
3)Ona: ¥ feh e R, I j ‘ I
e A i o0 L W [ |V, S . |1 1 1L
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Uhypo-
mples,

B\ Bemple de deux fonctions 1, g pour
lsquellesonnapasf < gnig < f

% Ces formules peuvent étre commodes
{cf. plus loin 4.3.2 1) Remarque p. 148).

‘ Hi
M |

(f “, Dans cm axemplejlon a f £ g et
' f +# g.etcependantonn'apasif < g.

En particulier, f* et f~ sont des

fonctions a valeurs 2> 0.

Exercice 4.1,3.

4.1 - Algébre des fonctions

Préave ;
| | . L ([f<se
1) La véflexivité (f <), lantisymétie = f=gl.
g<f
<g

f .
la transitivité ({ Tt = f < k) sonl immédiates.
<h

+ |Supposons que X contienne au moins deux éléments distincts a,b. Considérons

& X—>]R et g:X—R -
e six =a e 1 six=b
* six#a * 0 six#b .
\ Onnapasf g (car f(a) > g(a)) nig < f(carg(b) > f(b)? : on dit aussi que f et g ne sont

j pas comparables pour <

I 2)et 3): Inmédiat.

|
Hor: mglm; Bl

Polir f,g € R¥, on note :

Sup(f.g) i X — t
S S @)

Inf(f.8) :

v—> Inf(f (1),8(x))

jog O

N o b o

Far iz

f €3

g
—— (Inf(f 2)) ()
- —— y=Sup (g™

-

=

TR ST R

e

En utilisant la propriété 7) de 1.2.2 p. 48, on obtiépt :

1
o Sup(f.g) = EU' +g+If—8D
Y(f.8) € (RY)7, _ l | '
Inf(f,g) = 5(_1‘ +e- lf—gD

E VS eRY, | f]=Sup(f,—f).
O1f remarquera qu'en général, Sup(f,8) # fet Sup(f.g) # g.
Sup(f,g) =g = f<¢g

Pour (f,g). € (RX)2, on note f < g si et seulement si :

)| particulier :

Pluis précisément :
Vxe X, [fx)<gx).

Bign noter que {ff; n'entraine pas f < g|(si X a au moins deux €léments
digtincts) {exemple : ;f R—R|g:R— R,
: XX X —> 1\'

I‘ U" 1“.1‘14'31‘ .: .. - - -
Pour f e RX on notefJr = Sup(f 0) f‘ = f:,up( fO)

]
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‘ il
‘ i |
|
|
‘ ‘
I

4.1.3 Soit X un ensemble. Vérifier les formules suivantes, [a e
pour toutes f,g de RX 3) fg= {gh e
0 ISup(f,g> =f+E-N? suotrt oy
u! s —=
Inf(f,8) =g — (g — O 4) { P i
Inf(f+,f7)=0
2 { f=ft=f
fl=Ff"+f 5 (fHat< sttt

413 Parite

Dans ftout ce § 4.1.3, X désigne u1:16 parﬁe_nlc & symétrique par rapport a (), c'est-a-
dire telle que : Vx € X, —x € X. | '

e —-

Eatinition s

Soit f € KX. | b Ml | ‘ w

1) On dit que fest i)ail'e sietseulementsi: Vx e X, [f(—

2) On dit que f est impaire si et seulement 8@ Vx & X, fl=a)= —',ni'(,.r}. lm

Remarques : l
1) Toute application constante sur X est paire.

%y Par  exemple, [I'application
o £ R* — R définie par ! 2) Si f est impaire et 0 € X, alors f(0) =0; mais f peut étre impaire et ne pas étre définie
) 1 six >0 en 0. |
fo= —1 six<O 3) Une application peut n'étre ni paire, ni impaire ; exemple : f:R — R
xh— x+1

est impaire et n'est pas définie en 0.
Noto‘;ns Py (resp. Ix) l'ensemble des applications paires (resp. impaires) de X dans K.

f ?'lrr;»jal :i*mr

Px el I x sont dcm sous- espaces vectonels de K Ipplénmnlnircs dans K¥, ]
o | I
| Preuye: 11 fit ‘ Il
! 1) Les assertions suivantes sont évidentes : | 1 [r! L
«0e Pyet0ely YA€ ’;,v(f,g)e(,i)x)2 ;f:r,; :
VA €K, V(f,g) € Ux)% Af +g € Ix * Px Nilx = {0}. :
? \ On dit que g est la partie paire de fet 2) Soit f € KX ; en notant g : X —> ]IK eth: X — K ' |
\ ) queh estla partie impaire de f. P E(f(x) + f(=x)) X ] (.fﬁj\‘) _}_ i( -1!1' |
! I A |
| onaif=g+h gePx, hely. i ; ki
' . i |l l““
Pout toute f € K% notonsf X —K .Ondit que f est la symétrisée de f.
x — f(—x)

La représentation graphique de f se déduit de celle de f par la symétrie par rapport a
(y )J) de direction (x'x) 51 K=R),

On montre facilement les propriétés suivantes, pour tous A € K, f,g € KX

Exercices 4.1.4 et 4,15, Fef (Frer=7+8 O=Af (fo=f&
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4,1« Algébre des fonctions

41.5 Etudier la pariié ou I'imparité éventuelles de g o f en fonction de celles (éventuelles) de f: X > Retg: Y — R, H

oll ¥ est une partie de R symétrique par rapport 2 0, f(X) C Y, etoligo f: X —> R , par abus de langage.
x t—> g(f(x)

il bt | e | il ae s !5
el 4 1. 4 Périodicité ||
| |
i I Al ,-|.::[[:.1;. |
‘jg' i LDafihiion’ - I 1
St W Soieht X € P(R) et f € KX,
_a_ [
_ / D'aprs|gatfe dnmtiom I'application 1) Spit T € kY ; on dit que f est T-périodique si et seulement si: ]!i
S0 | est r-périodigue.
ﬁﬁf@. (i x+TeX | |
_ Vx € X, ‘ . |
Fx+T) = f(x) ;_
' On dit alors que T est une période de f. ‘
2) On dit que f est périodique si et seulement s'il existe T € R% tel que f soit 'L',,iﬁ“
T-périodique. ‘ Si.y
S ul g
Exemples : ':;|
&
1) Toute application constante d'un intervalle [a; +oo[ ou Ja; +oo[ (a € R) dans K est t“:
L ¥ T-périodique pour tout T € R¥ . ﬂ_!
inie M
' Ces deux exemples de fonctions sont 2) ‘]‘
souvent utilisés dans 'étude des séries de y ol
Fourier. :[gl
0
K- /{' £ 1 ' ' L. ra i
(il || i | / //‘ L =F) |
(1 I > = i L !
uj i . ‘ 0O I x |
I
| f()=x-E)
l 7.\ Rappel dell otat on ; l,t ¢) désigne la Vapplication R — R est 1-périodique.
& () partie antlire (lé v. ‘I' x — x — E(x)
o p
| : | l‘l %
1 .|
| s
: /\/ ki /\/\ |
3 s “ = |
E \\ - |
% o 1 1 X 1
3 2 ‘ i
: flxy=d (i 2) |
§ L'application R — R est 1-périodigue, olt E
N ° x — d(x,Z)
a &
i [+ |
': £ d(x,Z) = Inf{|x — n]; n € Z} = Min(x — E(x),BE(x) + 1 — x). :
=
1 [N
S 4) Les applications sin et cos sont 2m-périodiques sur R ; l'application tan est 7-
B | |
E | périodique sur R - {5 +nm;n e‘ Z}, |
© | |




Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d‘uine variable réelle '
Remarques : l |
U H‘ Tout multipte d'une période de festune 1) Si f est T-périodique, alors, pour tout n € N*'fc.st n1'-périodique. Par exemplq* sml(s't-1 tar-
\:#) periodedef. périodigue. ‘, il i ik
{ I e
7y Lasommededeux périodes de festune 2) Si f est périodique etsi T} et T sont des périodes de f, lors Ty + Ty est auL,l unelpg ’[ - .
\ J/‘L période de f. de de fpuisque : | [ Autrem
i \f| dedisco
VxeX, fx+TM+DT)=f(x+1)+1 —-f(\+T1)—-f(‘l. | 1 Y deuxdi
| ' 3
7 } [0 A
Solcnl T'eR et X € PR) tels que: Vx e X, x+{ € X. L Lnxunblell les _H N .i_a-,
cauons T-peuudulut,s de X dans K est une sous- ﬂl}nbb © umtme dL KX ! il
Preuve : Les vérilications sont immédiates :
. Opératio
! 1: )§ : K est T-périodique e escall
| . Sif,gth ‘ X — K sont T-périodiques et si A € K, alors f + g, Af, fg sont T-périodiques.
On remarquera aussi que, si g : X — K est T-périodique et ne s'annule en aucun point
: 1 o
de X, dlors = est T-périodique.
1 1' 8
\/\ Autrementdit:g o fest T-périodique Soient T e R} et X € iB(R) tels que: Yx e X, x4+ 1 € X, Soienl [ € X,
A dés que fest T-périodigue. Y € ‘D{}R) tel quef{X} CY,ge Y. | . ’ |
| | Ity | (S Ll
Si fest T-périodique; alors go f: X — K esl jaussi !-pcrlqdu|uc.’| {[o
x> gl )| i
—— ‘ ! i
| |
Preuve : évidente : g(f(x + T)) = g(f(x)). [
On remarquera qu'une hypothése de périodicilé sur g esl ici silpcrl’lnc B e
i
m
Groupe de périodes | i ! ' it
801tf R —> R une application. L'ensemble Py = {r € ;| Vx € R, V(n + 1) =1 f(x)] elt un
I 0e Pj | | | |lu‘“
sous-groupe de (R,+) : { V(t,u) € (P2, 1 +u e Py, | r
Vie Py, —te by -
i i 6ri - : . L. sagitde
¥y Généralisation dela notion de période L'application f est périodique si et seulement si Py 7 {0} ; dans ce cas, on appelle période de f (ao?. B
%\ au cas d'une période négative, ; ol ) . |
tout élément de Py — (0}. Ainsi, f peut admettre des périodes < 0.
Exemples :
r ""} Lareprésentation graphique de xq ne . 1|‘Dsin =27
\ \ . ‘
\ L/'* B * Pyg = Q,ouxg: R—R est la fonction carac(éristique de Q.

{I six eQ
X > .
0 sixeR-Q

41.5 Applications en escalier sur un segment 1

Dans tout ce § 4.1.5, (a.b) désigne un couple e réels|tel que a < b. |

‘Desinition = L LA | S— - |15
Une apphcatlon fila bl — ]R est dlte en l:\(,illl'l.! si et seulcnwnt

1€ NF, (agy. . o) € [ 6P, (Agven o u () € R frels que: |
e |

1 :Aulieud'ap
raussi applii

iplus briéve

a=ag<da) <...<dy—| < day=|h .
Vi e {O, Jha— 1} Yx €laj; aj. H[- f(_x) == )Lfl I _
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iin est 67-

Ine pério-

in point

est un

le de f

iste

de discontinuités, et est constante entre

? _ Autrement dit, £ n'a qu'un nombre fini
" deux discontinuités successives.

M{” U i

|
Js sur Ig;; fonctions

esdenxsbbdmslcns
i f! » ).

: it -jéunir}

) et

4.1.6

7\ Aulieu d'application polynomiale,on dit
\_. 2 aussi application-polyndme, ou encore
plus brigvement, polynome.

D) VU)le (Bab)?,

4.1 - Algébre des fonctions

y=f®

ag Ol aq a a3 x
=a =D

Jensemble E(a,b) des applications en escalier sur [a; b] est une sous-algebre uni-
tlil‘(;: de RI%1 cest-a-dire

[) | € E(a,b)

f+ge€EDb)
Af € E(a,D)

fg e E(ab).

) Vfle lF(cfz,b), YA €R,
) V(fie) € (E(a,h)?,

i e e e e i a2 J
|
Preuve :
Les propriétés 1) et 3) sont évidentes.
Soit (f,8) € (E(a,b))?.
Il existe n,p € N*, (ag,...,an) € [a; b]““, (bg....\bp) € [a; b]f’+1, (Agy- - sh—1) e R,

(o, - - Jip—1) € RP tels que
a=ag<...<da,=>b
a:b0<.,,<‘b,,:b
Vi € {0,... 1} Vx €la;; ajq L f(x)_k,
vjef{0,...,p— 1}, Vx €lbj; bj L g(x)

' Surchaque leg; ¢py1[ (k € {0,

ADéfnitlon 1"

,an} et {bg,...,bp} puis en réor-

Notans ¢p),. . . ¢4 les points de [a; b] obtenus en réunissant {ag,. . .

tlonnant la partie finie de {a; b] ainsi obtenue.

g — 1}), f et g sont constantes, donc f + g et fg le sont ausst. -

[.'étude des applications en escalier sera approfondie en vue de l'intégration des applications
continues par morcegux sur un segment (cf. 6.1, p. 207).

Applications polynomiales, fonctions
rationnelles

- ~\
Soit X € ‘B(R). Une application P X — Klest dite polynomlale si et seulement
s'il existe n € N et (ag,...,qa,) € K"+ tels que

VxeX P(x)—Zax
| =0

‘Lcs ’1[}1‘.-|I(.Elt10ns polynommles de‘ X dans K forment une sous-algebre unitaire de K*,
l . . J
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1 ] 1 .- ." |
J . Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d'une variable réelle |' t {‘. i ‘ “'
»i"ll'.n'-‘ T ' | L ’ ‘.
A |Soit X € P(R). Une fonction f de X dins I est dite rationnelle i el ¢ d ﬁ ent s'il
_| | %existe deux fd‘nctions polynomiales P, : X —— K telles que : '
| B
! ; | 00
/ L'ensemble de définition de fest ) P(x)
| N sex; om 0. 3 Vx e X, (Qx) #0= f(x) = Q(J\'))'

Exemple :
: . = F 1 -1
| Les fonctions de variable réelle f,g définies par les formules f(x) = —, g(x) = ?‘1)
i x x(x —

L n'ont pas le méme ensemble de définition, mais toincident sur R — {0,1}.

4.1.7 Monotonie | i |

| W4
SRR TN -
| ‘Soient X € PR) et f € RX, 3 r}i | i
i 1) On dit que f est croissante si et seulement st : . Lo |I !i
I Y(x1,x2) € X2, (x1 S xg=p f(x1) € j1{,\g)5lul lk ! : i
l 2) On dit que f est décroissante si el seulement si I ' I
' | V(x1,x2) € X2, (x %n = f(x2) < f(.rI}].rf 1 o
Jl 3) On dit que f est strictement croissante si et seulement si ; I
| V(x1.a) € X2, (x1 <xp = fx1) < f(x).

I8 4) On dit que f est strictement décroissante si et seulement si :

V(x1,x2) € X2, (x1 <xp = f(xp) < fGxp).

Jfl 5) On dit que f est monotone si et seulement si :
|| fest croissante ou f est décroissante.
i 6) On dit que f est strictement monotone si et seulement si f

' fest strictement croissante gu f est strictement (Ié(:.miss_:!lnl&I |
i f | | 1 | |

|

I

1
‘] Remarques : | ; L
il 1) Une application peut ne pas étre monotone ; ex¢mples : ' i
|

1
R-—R, xop:R—R DR —m»-'lit.'r. “‘
. Q | siafe @ Iw: PR e

2o Ay =fw | | LR g
) ,/ : 2) Toute application strictement monotone est injective ; mais la rédiproque| est fausse ‘/
Lol=" comme le montre 'exemple : | =

i

1 0 | : R—R

X > = L

0 sialeR—qQ :I

=Y

X si(x;é—j—letx;él)

/ = X —> 1 six=-1

-1 six=1
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)

x—1
x(x —1)
= ™

\usse

Autrement dit : la somme d'une
application croissante et d'une
application décroissante n'est pas, en

'1 unnlat i
ﬂ‘]'l.ﬁ aidh1.7,

Soil if‘ R —n‘> R telle qu{::

4.1 -+ Algébre des fonctions

O OSHIOT

) Sif,g; X — R sont croissantes, alors f + g est croissante.

v

2) Si f:X — R est croissante, alors —f : X — R, et f: X —
X f( x)

(ot X = [x € R, —x € X}) sont décroissantes.
4)Sif X — IR est croissante el si'A € Ry alors Af est croissante.

) Sif,g: X — IR sont croissanies et > 0, alors fg est croissante.

5)Sif : X — Retg: Y — R sontcroissantes et si f (X) C Y, alors I'application
composée X — R est croissante.

X > g(f(f))

5 Preuve : immédiate.

Des propriétés analogues faisant intervenir des applications décroissantes peuvent étre
aussi énoncées.

Remarque :

Si [+ X — R est croissante et g : X —> R est décroissante, on ne peut pas conclure que

f+e so‘it monotone ; exemple : f:B — Retg: R — R.
X — x3 X— =X

i) éa({ dre 1'éfuation x '8 -IJ 210 = 544, d'inconnue x € R,
{ ? =

. I )
fof est croissante

. . ly. = .
fofof eststrictementdécroissante

Montrer que f est strictement décroissante.

4.1.8

"O\}f‘éu si ei; reulement

[#) Une|application f:X — U est dite bornée si et seulement s'il existe
(A B) ¢ R tel que :

Applications majorées, minorées, bornées
Dans tout ce § 4.1.8, X désigne un ensemble quelconque non vide.
BT IO

r) Une .1ppl|um0nj X — R ¢st dite majorée si et seulement s'il existe A € R
kel que : ‘
VxeX, fx)<A

) Une application f : X — R est dite minorée si et seulement s'il existe B € R
el que: !
!

{ Ve X, B<f().

VxeX, B<f(x)<A
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

Le point 3) sera généralisé dans I'étude
des fonctions & valeurs complexes, puis
des fonctions & valeurs vectorielles
(Analyse MP, 2.1.4).

Manipulation de bornes supérieures :
ces propriétés sont quasiment
indispensables dans des études de
bornes supérieures, par exemple pour
montrer que certaines applications sont
des normes (voir Analyse MP).

~ny  Lapropriété 4) ci-contre permet souvent
\ jf\ de ramener I'étude d'une borne
=" inférieure a celle d'une borne supérieure,

Utilisation de la définition de

A s .
\A x:)p;(f+g)(x)
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Remarques

1) L' appllcatlonfest majorée (resp. minorée, resp.bornée) si et seulement si la partie f(X) de
]R est majorée (resp. minorée, resp. bornée) (cf. 1.2.1 p.45),

2) Toute application constanle est bornée, _

3) f: X — R est bornée si et seulement si | f]: X —> R est majorée, c'est-a-dire si et

seulementsi: IM e Ry, Vxe X, |f()I<M

S ‘1
Sif: X — R est majorée (1esp m;nmu,) (t]msf( \) .u.Inml umT hu;mlw]n, ielire
(resp. inféricure) dans R, appelée borne supérieure [resp. inféricure)

|

Sup Sx) (resp. Inl f(x)), ou Supf(lesp Inl .

| .
Ceci résulte directement du théoreme (ou : axiome)| de la borng supgieure
(cf. 1.2.3 p. 52). ! i| I

Ainsi, par délinition :  Sup f(x) = Sup{f(x); x X} = Sup ..f(}@’).
xeX |

—
=

1)Sif,g : X — R sont majorées, a101sf + g est majorée et

Sup (f +8)(x) < Sup f )+ Sup g(x).
xeX AEX

|
2)Sif,g : X —> R sont majorées et >

\
Sup (fg)(x) < (SUP f (x)> (Supg(x)) .

rxeX xeX xeX

0, alors fg est majorée et :

'3)Sif : X —> R est majorée et A € R, alors Af esl majorée et :

Sup () (x) = % B Fx). ‘

|

I ]!
4) Pour que f : X —— R soit minorée, il l'aut .ct il surlﬁl que —fsml majt:
dans ce cas : ' l “

Inf fx)= —Sup( j(\}).

| i

xeX J .
bl e —— SIS W1 NN J
|
: ; | ' il }1 1 t"
Preu\/e ] ‘r | 1 (|
1) Nutoua My = Sup flx), M, = Sup g(x). | S |
<X | B IR
Ona: Yy e X, (f +g)(x) = f(x) —I-g(x) M+ M.
Ceci montre que My {r M, est un majorant de f + g et: Sup(f + g)(x) < My -+ My, puisque
yeX

Sup(f + g)(x) est le plus petit des majorants de (f + g)(X) et que My -+ M, est un majorant de
reX

(f +8)X). ;

2) De méme que ci-dessus :

i 0SFEISMY b
(xeX, {Ogg < >=>(AGX,(}\(fg)(,\)\MfMg).

() < My
3) En 1:|ppliquiuu la propriété 2) ci-dessus a (X, f) obi A est cmlLidéléc comme application constante, on
obtient 1 Sup(Af)(x) < Abupf(!.) . ‘
{ xeX | ex ,{ | I | | ||| | . !I
SiA = 0, I'égalité voulue est évidente. ‘ : | Il { g
| | 11‘ il !1
| 11 | '
L

@“_\,.\ La borne
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f(X) de

dire si et

3rieure
t notée

dans R

ona,

puisque

rant de

inte, on

/\ bornées de X dang IR,

®© Dunod. La photocopie non autorisée est un ddélit,

(I V. 1
Smlcu“e(iel’ensemble des agplications

“ ‘ 4.1 - Algébre des fonctions
|
I

I
tA =0, %Il appliquant I'inégalité ci-dessus a ( Af) au lieude (A, f),ona:

L]

1 1
su (3 )onw) < 1 swane.

ryeX
- . ] i
finalement 'égalité voulue. ‘

¢

s

)+ Supposons f‘minorée et notons my == In}f{ fe).
X€E

Ona: Vxe X, my < f(x)
d':uﬁ D Vx e X, —fx) < —my.

Ceci montre que — f est majorée et que: M_p < —my. ‘

Phisque (Vx € X, —f(x) < M_y),ondéduit (Vx € X, -M_s < < f(x)),d'ol, par définition de m¢:
—M_y < my

Finalement, my = —M_.
* | Réciproque analogue.

Remarque :
Les inégalités des propriétés 1) et 2) peuvent étre strictes, comme le montre I'exemple :

S1:[0; 1] — R, g : [0; 1] —> R ;dans cet exemple :
BT Taiiad X—1-x

Sup (f+g)x)=1%# Sup f(x)+ Sup gkx) =2

xe[0;1] xel0;1] xe[0;1]

1
Swp (/)0 = ; 7&( Sup f(x))( Sup g(x))
xef0;1] xe[0;1] xel0;1]

Hroposition3 |
! A — e o \‘

]i.‘em‘cnﬂnlc B(X; k) des applications bornées de X dans R est une sous-algebre uni-

aire de IRY, c'est-d-dire ;

1eB(X;R) ‘
V(f,8) € (B(X; R))?, f+g €BX;R)
Vi e R, Vf e B(X;R), Af € B(X;R)
V(f.8) € (B(X; R)?2, fg € B(X;R)

De plus, en notant || f||eo = Sup | f(x)| pour f € B(X;R), ona:
xeX

Vf € BGR), (Ifllo =0 &= f =0)

VA€ R, VS € BOX; R), 1M 11oo = A1 1£ 1l
V(.)€ BOG R, [1f + gllos < 11 Flloo + llgloo
V(£,8) € BOG RN, (1 £glloo < 11 fllcollglloo

ITreuve :

[lnmédiate en appliquant la Proposition 2 préeédente.
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