-1

g Sif: ] — R est monotone et si

r ] [¢]
 a €/ ,alors fest continue en a si et
seulement silim £ = lim f.
a= at

4.3.1

ik continuité et fimite de
I Wi

1
I

5 Par  exemple,  [lapplication
=f\ 1R — R définie par

1
Xl——>{; six#0

0 six=0
admet une discontinuité de seconde
espece en 0.

L

Dafinttigne s

Kllnellc,;,f’(n) pour limite en a.

4.3 - Continuité

Preuve :
)’
L'application f est croissante et majorée par f(a) sur
lim f %:f(x) IN] — oo; al, et est croissante et minorée par f(a)
at sur IN]a; +oo[. On peut appliquer le théoréme précé-
f@ dent, d’ott le résultat voulu.

lim f 4 ;
ary / |

0 a X

On dispose d'un résultat analogue pour f décroissante.

Continuite

Deéfinitions

1) Continuité en un point

Soient f: I —> K, a € I. On dit que f est continue en a si et seulement si:

Ye>0,9n > 0,Vx e l;, (x —al<yn=|f(x)— fla)| <e).

On dit que fest discontinue en 4 si et seulement si £ n'est pas continue en a.
| | I i

.a Proposition suivante est immédiate.

FOnOsIticGy: |

[Soient [f : I — K, a € I. Pour que f soit continue en a, il faut et il suffit que f
Discontinuité de 1'¢ espdce

On dit que f admet une discontinuité de 1™ espice en a si et seulement si :

f n’est pas continue en a
f admet une limite finie & gauche en ai(si f est définie a gauche de a)
|

f admet une limite finie & droite en a (si f est définie a droite de a).
Si f admet une limite finie a gauche en a et une limite finie & droite en a, on appelle
saut de fen « le réel oy (a) défini par:  of(a) = lirp f—1lim f.

a’ a”

D'aprés 4.2.4 Prop. p. 143, si fest croissante sur l'intervalle 7, alors, en toul poinl a de
o
i ,fadmet une limite finie & gauche en a et une limite finie a droite en a, et arla) =2 0;
tle plus, sous ces hypothéses, [ esl continue en a si et seulement si oy (a) = 0.

Lorsque fn'est pas continue en « et n'admet pas une discontinuité de lre espéce en a,
bn dit que f admet une discontinuité de 2"9¢ egpiee en a.
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.

@y Laréciprogue est fausse, SV oRaEt inn i | !
: / e ompiede | 011 2] — i i a»
£100;1] — R, i Si fest continue en a, alors f est bornce au w.usmagie de a. " | ' I HiL LI [ 1
X > X)= BUVe *
@) {1 iyl Preuve : ‘ !‘I i 1
Dans cet exemple, f est bornée, Cf. 4.2.1 Prop. 2 p. 13P. [ |
mais fnest pas continue en 1. _
' Cethéoréme fait le lien entre continuité 1 Soient f : I —> K, a € I; fest continue en « si et seulement si : pour toute suite
et sultes ;if est trés important. l (x,,)},,eN d'éléments de I convergeant vers a, ona: -
{ o) — f@.
| noo
i Preuve:
Cf. 4.2.1 Prop. 3 p. 136 ct Prop. 1 ci-dessus.
Exercices 4,3.134.3.3.
2) Continuité globale 1
| I B
; ( La notion de continuité n'est envisagée Soilf : I — ]K On dit quefesl continue sur / a; el \cul(,menl si ,-‘ 5
: ' ici que sur un Intervalle. tout point de 1.
|
l On note C(I,K) l'ensemble des applications de I dlans I cnuliﬂuusls i
s iy -y e e b A s e bkt s | o s LSRN | IR . | R
On appelle sous-intervalle de / tout intervalle J de 1%, npn vide et non réduit fun faint tel que
1 | il e
Jal =} s
rf| 1PI Il’l'lr = ]
Soientf : [ —> K J un sous- mtelvalle de I. On dit que f est continue sur J si et e ]
seulement si la restriction f]y: J — K est continue sur J. 3
'—>f()~) p
Exemple :
fiRE—R est continue sur | — 0o; 0], niais n'est pas continue sur [0; ool
[ 0six <0
Xi—
1six>0
‘ .
Remarque g | 4'.3
st clair que, si @ < b <cetsif:[a;c] — K est ¢ontinue sur [a; D] et/sur [b; ¢, alors e
Exercices 4.3.3 et 4.3.4, Cont'nue sur [a; c]. 1 1 a),
3) Continuité par morceaux ’ Q‘ § 3
— O 5 "
H m.si-um e b8 L ] b))
/ Ceci revient & dire que, pour chaque SOlent (a,b) € R*, tel que a <D, etf [a; b] — K. bl il | | 5
Sy i€l0...,n—1} Flaiainl ' . i f'l [t 3
L= admet un prolongement contiﬁﬁl‘a 1 dit que f est continue par morceaux suxr [a; 1) si et seulernent sfil exisle it € N* 5
[ai; aivi]. eti(ag,. . - ,an) € [a; b]u+1 tels que : _ | | | H. ;Fi
' |l g uti;
£ (
a=day<...<day=2>b . 4.3,
Pour tout i € {0,...,n — 1}, f est continue sur Ja;; a; ;1] et admet % cas
o . ol 5 e - .. a -
une limite finie 2 droite en g; et une limite finie a gauche en a; 1. 73 a) f
I 8
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4.3 - Continuité

Al I:ll,‘i'ti"‘:."l,' [ .I.'i'\‘.u.'l‘:-"i.:jﬁ:

:I Définitions |

[4fy)
=da

0 o \,\ 231) x

Potir étudier Ia continuité d’ne application, essayer d’abord :d’appliquer les théoremes généraux.

En un poiit on ceux-ci ne s’gppliquent pas, tenir compte de la forme particuliere de 1’application étudiée (ex.

4.3.1 a), b))

Pour résoudre une équation fonctionnelle, penser a appliquer I’hypothése de maniére itérée (ex. 4.3.2)

Dans la recherche des applications continues de R dans R conservant 1’addition (ex, 4.3.3), on traitera successi-

vement les cas de N, Z, @, R.

Le lecteur trouvera une autre méthode, dans le cas ol f est supposée dérivable, dans ’exercice 5.3.4 a) p. 193.

Pour résoudre des équations fonctionnelles ressemblant a celle de I’exercice 4.3.3, essayer de se ramener
a une fonction satisfaisant les conditions de I’exercice 4.3.3, puis utiliser Ia réponse de cet exercice 4.3.3 (ex.

4.3.4).

M
b

120K 9 IH
i | I t[,
4. 300 e r'lim-,l-_i n tout|point, la contlnuité desj applications

suivantes |
bl £ 8 | |
a) (el e Ry
IBUIE I costy six e Q
X |1 i
[ |1 .-;inh'\- sixeR—-Q

b) f: Ry — R

six = E, (p.y) e N x N*,
q )

pged(p,q) = |

0 six e R+ . @+

(utiliser l'exercice 3.3.5 p. 108).

X

4.3.2 Trouver toutes les applications f dans chacun des
cas suivants:

a) f: R — R, continue en 0, Vx € R, f(3x) = f(x)

5 |
M

b) f:R-— R, continue en 0,

Vi eR, f(x) = f(lfxz)

o) f: R —> R, continhe enl,Vx e R, f(x) = —f(x2).
4.3.3 Trouver toutes les applications f : R —> R conti-
|

nues telles que :
Vi) € RE, fx4y) = f(x)+ F).

434 Soit aeR; trouver toutes les applications
S i R — R continuesitelies que :

f=y)=f@) — f(y) +axy.

(Utiliser 1'exercice 4.3.3).

Y(x,y) € R?,
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexies d’'une variabie réelle i‘ 1 “ | I I H'
| i i | L

432 @bératioﬁs algébriques sur les applications
continues

T T

1) Continuité en un point

'Ti-".l'rJ'J-ti}‘!'Ir!f'-'
Soijentaé[,)»eK,f,g:[—»]K.

1) Si fest continue en a, alors | f| est continue en |a,

T —

2) Si fet g sont continues en «, alors f + g est continue en a
3) Si fest continue en a, alors Af est continue en | |
| : : 1l I 1 I
4) éifet g sont continues en af alors fg esl conliljue en a | |I[[ [] ]
! i
. . 1| ; S
5) Si g est continue en a et si g(a) £ 0, alors —edlicontinue ent a !! ! W
g i
= . . A N [ 1 | ¥
) Si fet g sont continues en a et si g(a) # 0, alofs = est continue e ) ‘ !
8 . [t | ﬂ.
. . . 1. L
| {| Preuve : analogue 4 la preuve de la Prop. 1 de 4.2.3 1) p. 134, || i 1 M;
i

Remarque :
En notant pourtoutes f,g: I — R :

1 l
Sup(f.8) = 5(f +e+1f — 2D, Inf(f.) = 5(f +&—1f —¢D

(cf. 41.2p. 125), on voit que, si f et g sont continues en a, alors Sup(f,g) et Inf(f,g) le sont
aussi. En particulier, si f est continue en a, alors f* et £~ sont continues en a.

el dnfelobdbilleipits

Soient [,/ deux intervalles de R, ael, f: 1 — R, g:J — K, telles que
S(I) C J; onnote, abusivement go f: [ —> K | . ! -y Briever
w2 g (f (] ;% fonctiol
R &
[ f estcontinueen a I | ' e
Si . ,alors g o flest conlinue en a. I | =
£ estcontinue en f(a) | , i ! o\ Casdes
| e
f Preuve : analogue a la preuve de la Prop. de 4.2.3/3) p. 142, | il u lI HE|
. | -
) | i:; H [ |
1l ! |
La Proposition suivante est immédiate (cf. 4.2.3 ) Prop} 2 et Cor. p. hli), jt L Exercice
L Pranosition 3| {l@ | i g
e ; | ETRIESESE | e o | JESa, IR | A8 Y 2
\ /l Cas des fonctions a valeurs complexes Soient a € 1, f : I — C. Les propriétés suivantes sont deux a deux %quiv:llcill_cs ; & e
(i) fest continue en a ‘E -_‘“_'
e . = i3
(ii) f est continue en a £
L . g catic
(iii) Ré fet Im f sont continues en a. , g o
e e PR TP T T T T AT it it : % i
2) Continuité globale 3
2 4.3.
Les Propositions suivantes se déduisent ais€ément des Propositions 1 et 2 du § /) précédent. é de f
2
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j gn 'om Jllﬂul: 1]
, /l
|

Lo

sur [,

oient leIE{\ fg,]—>K

1)) Si fest continue s’ur I, alors | f| est continue sur [

2) Sifet g sont continues sur I, alors f - g est continue sur 1
3) Si f est continue sur /, alors Af est continue sur /

4) Si f et g sont continues sur I, alors fg est continue sur [

1
5) Si g est continue sur [ et si (Vx € I, g(x) # 0), alors — est continue sur /
4

6) Si fet g sont continues sur I et si (Vx € I, g(x) #0), alors i est continue
g

4.3 + Continuité

A

In o noté C(I,K) I'ensemble des!applications dontinues de I dans K (cf. 4.3.1 2) p.

nr | :
i
i ; 46). Comme C(I,K) # @ et en utilisant les propri€tés 2), 3), 4) ci-dessus, on voit
| :I ‘ﬂ'i l | ;.'i due C(I,K) est une sous-algebre de K pour les lois usuelles, c'est-a-dire :
| I |
| L 1 e CUK)

il temarqtie : :

ifig:

'F.{l'j 05 FJ](:‘I,r i

Bricvement : la composée de deux

‘.-I'Oiﬂdl l:]iulnl

(i) f est continue sur [

ii) f est continue sur /

1 i .
4.5.5 "Soi¢nt I uniintervalle delllk, f: ' “— R:une appli-
cation, (p,g) € (N*)2 el que pged(p.g)'=1.
|
On suppose f7” et f9 continues sur [ (ot f7 = f... f).
Montrer que f est continue sur /!

4.3.6 Déterminer ’ensemble des points de discontinuité
de f: R -— R, x — f(x) =E(2x) - E(x).

C(1,K) est stable pour I? multlphc'ltlon

Si fest continue sur I, et si g est continue sur J, alors g o f est continue sur I.
fonctions continues est continue. i i e e b e e e A A e i A SR S AR BB A S5

/ Cas des fonctions a valeurs complexes. Soit f : I —> C. Les propriétés suivantes sont deux a deux equlvalentes

C(I,K) est un K-espace vectoriel pour I’addition et la loi externe

| |
‘w I
| \

¢ : ['—> R sont'continues sur 1, alors Sup(f g) Inf(f g) sont continues sur 1.
En particulier,si f : I — R est continue sur J, alors fT et f~ sont continues sur I.

Soient 1,/ deux intervalles de R f I —R,g:J— K, tels quef(]) C J:on

note abusivement go f: I — K
x—g(f()

“ (iii) Ré fet Im f sont continues sur /.

-
4.3.7 a) Trouver un exemple d'application f : R — R

telle que :
{ f est discontinue en tout point de R
f o f estcontinue sur R '
b) Trouver un exemple d'application g : R —> R telle que :
{ gog est discontinue en tout point de R

gogog estcontinue sur R
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Chapitre 4 « Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

.. 4.3.3 Continuité sur un intervalle A ‘ Hl

% U Théoreme des valeursintermfdiaires | |ll I i)
L . = s . | i

C'est un des théorémes fondamentaux Soient I unintervalle de R, f : 7 — R une applicdtion continue, (a,b) € JERTS que

del'analyse. f (a)l < f(D). Alors f atteint toute valeur intermédiaire entre f(a) el f(b), c'est-a-
dire;: 1

Vyelf(@; f)], 3cel, flo)=y.

Preuve :

On peut supposer a < b.

\ C LS . :
Remarquons d'abord que le résultat est (rivial si y = f(a) ou y = f(b). Supposons donc L
fla) <y < f(b). ] -y Dansce
Considérons 17 = {x € [a; b] ; f(x) < y) ; F estune partie de R non vide (car a € I) et majorée (par }7\ n'est pa
b, puisque /7 < [a; b)), donc I admet une borne supérieure, iotée c. Nous allons moiftrer /() = y,

| [ I
| I ]i |

Pour chaque n de N* il existe x, € Fety, € [c},; b} — I tely que

1 [
c——<x,,éc:.~lz Y < (| —. il | ‘
n | |om |

I / Preuve de l'existence, pour chaque En effet, pour chaque 1 de N* : J ) 1l
v !

\ 1€ N*,dex,etdey,.

1 1 | | . ! |
*ona ¢—— <c,donc ¢ — — n'est pas un majorant de r . Aot Pexistence de. 84 daifs

n ‘ n ‘ I }

lf' c—=—<x; <L¢ {
| i [
| |

con a FClaye]l, c<b (car f est contimie en b| et y < f(D)) cl c|l< ¢+, don
| | n

Dans cet

f)ne

e

I
\ I 1
l'existence de y, dans [a; b] tel que y, & Fele < y, <c+ — (tout élément de :|C; Min (¢ + f,b)|:
| n n
convient pour &tre y,).
Alors x; —> ¢ et y; —— ¢, d'oli, par continuilé de f en c: f&) —— f(o) et
i noeo noo neo

| FO0 — £,

Mais: Vn e N, f(x,) <y < f(y,), dol, par passage 2 la linite : y = f(c).

Remarques : |

7} On utilise souvent le théoréme des valeurs intermédliaires dans le cas 0L'|| y =0 :si une
|
application a valeurs réelles, continue sur un intervallé, prend une valeur < |(l et lne valeur
! I ! | | f i
> O,Flors elle prend la valeur 0. J ] | [ (\ i I
I |

Jsée
! ititer-

%J

. 2 s . Il I
2) On peut expnmef te théoréme des valeurs intermédiaires sous la }ormel Alus 1 11
L

suivante :limage d'un intervalle par une application continue (a valers réellgs) eqt

\ valle, |
Exercices 4.3.824 4.3.14. |

3) Soient / un intervallede R et f : I — R une application continue;On pe(lt se b
sile « type » de I (c'est-a-dire : I est fermé, borné, semi-puvert...) est ttonseriie pdf|

dire si f (/) est du mé&me type que I. Nous verrons un pei plus loin (4i._-3.4 g%ll ?3) i 11 est
un segment, alors f(/) I'est aussi. Mais les autres types d'intervalles e sonl-pn gknélal pas

conserves, Plus précisément, pour chacun des huit typef d'intervalles jautre§'|dllu'u _sij]:!l_l”nent
(cf.1.2.1 p.46) pour /, f (1) peut effectivement étre de I'yn des neuf types d'intervalles! ‘ fau-
drait| exhaustivement donner ici 8 x 9 =72 exemples (certains se déduisant d'autres),

© Dunod. L.a photocopie non autorisée est un délit,

Donnons-en quelques-uns. * Pa
val;

‘ A ‘ N ‘ . s et
I.?A. /‘/\’Q/’V\'\.JQ,/O/(IlS V. L. (/0’1/\.&95)\04/\..04 oy ‘eq Aof o an E
f e Ilp

150 CMW»FL fo {l Q/bJ‘)/;,agy\‘YQ!L e/(.i o’(.e/)’n/vul-/\_ & '73%1‘/(/\.0. VC'L
/&a FWC/R‘-‘/"\ oy J‘WVCS Sowde Ve /& NAAf0 4




18 donc

rée (par
fmy y‘

el que

une
'eur

see

ler
-3
ast
1as
nt
u-
s).

2y Dans cet exemple, I n'est pas borné et

| f(I) est borné.

%; Dans cet exemple, / est

| n'est pas ouvert.

© Dunod, La photocopic non aulorisde est un délit,

! ﬂjﬂ

i

} | |
if sl=mRetf(l)=[|-1;1]

sur un interve

T ef»:sa);@-,r dappliqug

s I=Retf()=]1-1;1]

ouvertet f (1) pour [

i

[ estsemi-ouvert et o ] =
i-oujer.

il pour if

—_

deux/valeurs de si

commode de raiso)

saretenir. . -

pour f:R — R

X

X
[x[+1

R—R
- sixg -1

Xi—={ x si—l<x
|

sivz=zl

011 et/ (N == 1 1]
110, 11— R

lle

T/aS

— (1~x)sin(%)

Y4

4.3 « Continuité

X
e ]
y
I
y=7f
-1 0
X
-

°r qu’ine équation f (x) = 0, d’inconnue x réelle, admet au maoins une solution dans un inter-
r le théoréme des valeurs intermédiaires, c’est-A-dire voir si f est continue sur [
gnes contraires (ex. 4.3.8, 4.3.9, 4.3.12)

mer par Pabsurde (ex. 4.3.10).
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) Chapitre 4 « Fonctions réelles ou complexes ¢l'une variable réelle (.
» il |
. ! |l|

§ 1

Il

'CICES 0 |
4.3.8 Montrer que 1'équation 17 =14 1, d'inconnue 4.3.12 Soient (a,b) € RZ, tel que a<b, et
x € Ry, admet au moins une solulion fla; bl —> [a; b] continue. Montrer qu'il existe
4.3.9 Soient f,g:[0;1] — R continues telles que _ng La; b] tel que f (x0) = Xo.
FO)=gl)=0 et f(1)=gO) =1, 4.3.13 Soient / un intervalle de R et f : / — R une
Montrer : Vi € Ry, 3x € [0; 1’] f (x) = Ag(x). applicalion continue et injective. Montrer que f est stricte-
= ment monotone.
4.3.10 Soient I un intervalle de R, f g1 — R conti- On pourra considérer Papplication ¢ : [0; 1] — R définie,
nues telles que :
pour tout ¢ € [0; 1], par :
Vx e, (f(x))2 (g(/\))Z #£ 0. ) = f(1—=0b -+ ty) — (L = Ha+tx).
Montrer: f=gouf =—g. 4.3.14
- ‘ _ a) Son @ 1 R — IR swriclement décroigsante. |/ |
4.311 Soientn € N*, xq,...,x, € [0; 1]. Montrer : | Moritrer qu'il n ‘existe pas [lapplication f : R e 1 [corlli-
Lo 1 nue telle que f 11f = . [Utiliser l'exercice 4"|131‘;. [}
Ax €{0;1], - Z]x — X == b) Existe-t-il un¢ applicdtion continue'|f : R H- IlTl! :
L= 2 que:Vx € R, flo f(x) - x =0 ? (Ulliser r.'}}. Y

". Il
4.3.4 Continuité sur un segment ‘ |

. depulum (cf. 1.2.1 p. 46) qu'un segment (de R)‘est par {léfinition un unc:vd“
[a; b), a <Db.

P

o™
=
[

Iﬂi:ﬂmé

—— _-_f‘_'

-'.".r'fl e lm

Soient (a,b) € ]R2 tel que a < b, etf :[a; b] — R une application. Si f est conti-
nue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

C'est un des théorémes fondamentaux
de I'analyse.

|
| Preu‘Ve H
{ 1) Montrons que f est bornée.
t- « Supposons [ non majorée. Alors, pour tout 11 de N, il existe x) € [a; b] tel que f(xn) > 1.
| Pl ! 4 I q
| Diapres le théoreme de Bolzano-Weierstrass (3.3 Th. p. 106), puisgue (x,),em est bornée, il existe
| I I puisy
| une extractrice o et un élément ¢ de [a; b lels que Xy ——> £ Puisque fest continug en ¢, on déduit :
sy |

: | | | 1

T (Xatm) > fle).
nes

| i il |
|
Mais d'autre part : Yo € N, f(xXo () = o) = i, done f(.\(r”,} — +'oo co
noo

A
llL % Raisonnement par I'absurde.

'_;[{]ig [ n]

Ceci montre que f est majorée.
« En appliquant le résultat précédent & — £ au licu de f, on en déduit que f est minorée}

o _

Finalement, f est bornée. i ‘q i Bl
2) Montrons que f atteint ses bornes. '

«Notons M = Sup  f(x). | ! I
| X E[u;bl ! | ‘

ST

. ! . .
Pour chague n de N*, puisque M — — n'est pas un majorant de f, il existe x,, dans [a; 1] tel que :
n

|
M——<f)sM
n

{ D'apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, puisque (x, )}, enr est bornée, il exisle une ex(ractrice 7
et un élément d de [a;b] tels que x¢() —— d. Puisque f est continue en o, on déduil
i Hneo

f Girtwy) —— f(d).

152

© Duned. La photocopie non autorisée est un délit.

B
* . Engénéra

fla)etf
croissant

M = f(

Exercices



et
ste

ne
te-

le

orné

ciste
uit :

1it

© Dunod. La photocopie non autorisé€e esL un délit,

Engénéral,imet M ne sont pas égaux i
f(a)etf (b).Cependant;si.de plus, fest
croissante, alors m'= f(a) et

M= f(b).

il
il
i

Exercices 4.3,15a 4.3.17.

4.3 - Continuité

|

| : 1 ‘ l
Mais d'ptee part: Vi € N*, M — — < flxrey) < M, d'on, par passage a la limite :

|

|

(n)
M = f(d).

Cect montre que M est atteint par f: 3d € [a; 0], M = f(d).
+ En appliquant le résultat précédent & — f au lieu de f, on en déduit que f atteint aussi sa borne infé-
i i -

rieure.

La conclusion du Théoreéme signifie que I[nf ] f(x) ?et Sup f(x) existent (dans R)
x€lab .re[(l;b]

et qu'il existe x1,x2 € [a; b] tels que :

Inf f(x)=f(x1) et Sup f(x)= f(x2).
xela;b] vela:b)

Prop/isition " S —

Soien| (a,b) € Rz, tel que a < b, et f : [a; b] — R une application. Si f est conti-
nue, alors [ ([a; b]) est un segment de R.

Preuvg :

o Diapees le (hégréme des valeurs intermédiaires (4.3.3 Th. p. 150), f ([a; b)) est un intervalle de .
» D'apiés le théoreme précédent, f([a; b1) est une partie bomée de IIE et contient ses bornes.

| ] I
Ainsi,jsi /2 [a; b] — R est continue, alorsm = Inf f(x) et M = Sup f(x) existent, et
xelait] velwh]

on a: f ([a; b]) = [m; M].

Calcul de valeurs approchées d'un zéro d'une fonction : méthode de dichotomie

Soient! (a,b) € R? tel que a < b, f : [a; b] —> R une application continue. On suppose que f
est strictement monotone et que f(a) f(b) < 0. D'apres le théoreéme des valeurs intermédiaires
et par stricte monotonie, f admet un zéro et un seul ¢ € [a; D).
Pour calculer des valeurs approchées de ¢, on peut uliliser la méthode de dichotomie suivante.
Notons :
ap -+ bo

2

=

ay=a, by=b, my=
[ |

|iziz ) . | a3 .
et cnnrulerc)ns;les suites réelles (a,),>0, (lg,,),,>o, (m,),>o définies, par récurrence de la facon

suivante :
P 3 ! £/ + bu+]
o si fif1) £ (my) <0, on note dupr = dy, byt = 1y, Mygf = e
q y [4PEn] + b/H—l
° Slf{rf:r)f(’”n} = 0, on note a,q = m,, b/|+1 =Dy, Myqy = '27
y=fx
— m
y x : ks : -
Ay 4 My n, ¢ by b
(O b,, +1
Cas f(a,) f(m,) <0, Cas fia,) f(my) >0,

par exemple : f(a,)>0et f(m,) <0 par exemple : - (a,) > 0 et f(m,) >0
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Chapitre 4 » Fonctions réelles ou complexes d'une variable réelle

car on sépare Vintervalle [a, ; by contenant ¢ en deux

Ia méthode porte le nom de dichotomie
gucur et on détermine celui des deux qui contient c.

intervalles e, s my 1, [y 5 by de méme lon

On va montrer que les deux suites 1 est elair que la suite (@,,), 20 5l croissante el majorée par b, et que la suite (b,)azo est décrois-

{ r (@n)n20.(bu)n>0 convergentversc. sante et minorée par a. De plus
Vi €N, Bugt — lng) = ’i"_;_""._
d'oti, par une récurrence immédiate :
VneN, by —a= “:-(’_0
bt} ' H 2n | [ |'|

J !
etdonc: b, —a, — O. i Ij|

Hnoo | i ‘I..
Ainsi, les suites (a,)azo0 et (by)uzo sont adjacentes, donc convergent et ont faih ,‘limil‘c £;

Comume de plus :
i 1
vneN, d, &cs by, | ‘ 'r
» i T | I . | | {

on déduit, en passant 2 la limite lorsque i tend vers linfini : £ = ol * 1 e

Ceci montre que les suites (a,)uz0 et (By)izo cohverigent vers c.

L. g I b — I

Deplus: Yonel, 0 Le—ay £by— < oF

(|

b—a
done a, (et aussi b,) est une valeur approchde de ¢ @ T pres.

‘Pour obtenir une valeur approchée de ¢ 2 10" pres, ot N e N est fixé, on pourra introduire le
}Lest dartét b, — a, < 107V, si l'on ne tient pas compte des erreurs d'arrondis sur les valeurs

successives des dy, by, f(@.), f(ba).

5. netenin |

Continuité sur un segment | | |
‘ ! |l b 1 il
i : i
e Le théoreme fondamental (théoréme du § 4.3.4 p. 152) permet souvent d’éthblir Pexistence (]]I‘;u‘[n P IH@?I lequel
une fonction atteint son niinimum ou son maximum (ex. 4.3.15a 4.3.17). ! 1k

/,‘_.'"?'_.'-" e ST Y e S e r
CEXEercices o o e |

B I N B R Sl A S

4315 Soient (a,b) € R2, tel que : 4317 Soient (a,h) e R? tel que a < b, f:{a; b] >R
a <b,fg: la;bl — R continues telles que : continue. Montrer :
Vx € [a; 0], 0 <gx) < f(x).
: Sup f(x)= Sup f(x) et Inf f(x)= Inf  f(x).
Montrer : I\ € R%, Vx € [a; 8], (1 +M)g(x) < fx). xela i bl xela:b) x€la: b ~‘E[“?”1f )

4316 Soit f : [0; 1] —> R continue telle que :
- | l
vx e[0; 1), f<%> +f (’%) =37 (0).
Montrer : f = 0. [
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:n deux
itient c.

lécrois-

nite £.

ire le
leurs

Juel

o

ot
':

4.3.5

Rappelons que 7 désigne un intervalle
de R non vide ni réduit a un point.

{
I
Cethéoreyy 1e porte souventle nomde :
thaoréme de la bijection monatone,

La continuité tie S ne gert quiici, pour
mnnm:rﬂw n"i e l un intervalle

“¢ )

Application réciproque

Pour une application f :
fonction réciproque pour f,

4.3 + Continuité

I — R donnée, nous nous intéressons 2 l'existence éventuelle d'une

D'abord, on restreint f a son image, en considérant, au lieu de f, l'application
| ‘

fil— 1
N> f(x)

Si ,j

f

| ~
; il est clair que, par construction, f est surjective.

¢st bijective, nous disons que f admet une fonction réeiproque, qui sera

y— =1

_‘1; : f{I) — 1, ou, par abus de langage, l'application f'(/) — R,
| =
|

Dans un repére orthonormé (05 4, j) dun plan affine euclidien orienté P, les courbes représen-

tatiyies (C) (Ieﬁet (€Y de f-!
seclice B, pui%sque S

| )7

sont alors symélriques l'une de l'autre par rapport 2 la 1™ bis-
M(x,y) € (C) == M'(y.x) € (C").

€,
I" ;fl

©

On yolera que f peut admettre une apphcatlon réciprogue sans etle continue.

est ijective et n'est pas continue sur [0; 1].

Soient | I un

= .

x— f(x)

interyalle de

|
|
Pal"_ exemple, l'application f : [0; 1] — [0; 1] définie par

R, f:]—R

I six=0
fx)y=13x si0l<x <1
0 six=1

une application; notons

Si flest continue et strictement monotone, alors :

1) f(I) est intervalle
2) f est bijective

3) f!
4 F!

est continue sur f (7).

Preuve :

Supposons [ continue et, par exemple, f striclement croissante,

est strictement monotone de méme sens que f

1) Diaprés le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. 4.3.3 Th. p. 154), £ (I) est un intervalle de R,

2) = Pav sh délinition, S est swjective,

.»inienlxlf‘,%xz € I tels que f(xl) = f(xg).




Chapitre 4 + Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

! Sixg > x7, alors f()t]) > f(xz) contradiction. I

—y  Le point essentiel est que lordre usuel | Donc Al = X3. ‘
/1 sur R est total. ;
\

' Sixy < g, alors f(vl) < f'N(xz) contradiction. i I I ‘ lj
| l i
1i N

| Al]lSl f est injective. |
|

| 3) Solent Y1,¥2 € f(I) tels que y] < y ;notons x] = fﬂl(\' ), x2 = ]T'l(yz),

Sixq = xg, alors, commef est croissante, f(xl) f(xz) ¢est-di-dire y1 = yo, contradiction. Done
| X1 < X2,

| Ceci prouve que f ~1 est strictement croissante.

| 4) Soient e > 0 et yg € f(I) ;notons xg = f’l (yo) . On va montrer qu'il existe 77 > 0 tel que:
|

vyed, (y—wl<n=I1F"0 17 00l<e). . ¥
{ .
l{ .+ Si xq n'est pas une éventuelle borne de I, fl existe > O tel que Ixg — o xg +a[C L. u
1 ~ ~ | I¢
r; Notoné g1 = Min(e,a) > 0. Puisque f etf*1 sont croissantds, on a, pour tout y de J; C
| ‘ \
| ~L I | | ~ [
17T ool Sep e w0 < S Liy) < yo+er d=s Flro—en)|<y <[ g e
i i | | | (i [
| > . R g' —
4 i Puijque xg — &1 < xq et qfie [ festitncie: E}
v | Yot ? meift croissante, on a : i
: | ¥ V=f@) » OB d wn
i | o y.ral G| |
k | Yor™ flxp—e)i= JiG ﬁio& 4%5 :
i ] 'y U
! Il efiste done )y = O el gyje 3
{ JI i M [ est |
(xg — £1) = yol = m} [ ] i
1| f 0 1 ni ! 4.3,
i 0 xle Xy  Jp+ €l B De lmiéme, il existe g > 0ltel que
| ‘ - :
5 flxg+e1) =0+ ] ve, i
|_ ‘
| i : 1
'l En notant n = Min(71,72) > 0, on a donc, pour tout y de f(I):
L ly—xlsn=x-nsys Yo+n==>yo M <YSy+tm
(]
! xy e <O <x e = 1o - Floni<a
ﬁ| On a ainsi prouvé que f'l est continue en yo. !
i » Si xp est une e’ventqelle extrémité de I, on adapte la démonstration précédente en n'utilisant qu'un des
! deux réels 171, 172 . Onnote
Exercices 4.3.183 4.3.20. | 2f\ ne doit
| | i - = alors q
- =t : | | ) A
IYEEIIED | | | ! f il continu
DEFIITON e S (| T | W) | | o e et —— i dépend
Soient 1,J des intervalles, f : I — J une application, I' il ’ 'i‘
| N i )
On dit que f est un homéomorphisme si et sculement si : | i
_ .! 1
f est continue suy / ‘. & F 4 ‘ !
f est bijective I LU
) . il B
L £~ est continue syr J. il" i L 2y Unexer
L ! i f{{i%) ) B &\ noouni
vt ——————— et e e I 7

Remarque : D'aprés le Théoréme précédent, si I est un intervalle de R et si f: 1 — R est

continue et strictement monotone, alors f(I) estun lntervalle deR etf I-— f(I) estun
] x—> f(x)

homéomorphisme.
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4.3 - Continuité

Exemples : !

Les|applications suivantes sont des homéomorphismes :
R 4> 1 ((a,b) € R fixé tel que a # 0),
X dx-h

RA|— RE, Ry — Ry, R—R,

el )

1Uc

Applicatidn t['éciproque

N—r %

2]~ e

x—x3 :
X—>sinx

1 x—x?

o Pour montrer qu’une application f : I —> J (o1 /,J sont des intervalles de R) est bijective, essayer de mon-
trer que f est continue, strictement monotone, et que les extrémités de I sont envoyées par f (ou par limite de f) en
les extrémités de J (ex. 4.3.19, 4.3.20). ;

1

Cependant, il se peut que f : | —> J soit bijective sans étre continue (ex. 4.3.18).

=]
—

¢ -

ver (il
i

==—c
= *

4.3.6

On notera que, dans cette définition, n
ne doit pas dépendre de x’ ni de x”,
alors que, dans la définition de Ia
continuité en un point a de 1,7 peut
dépendre de a.

‘[H!Il (L

Un exemp) lu}f_'{u;iip antinug) et
non unifg 'T. contibhel f
A

|

Monuerl que f: R— R

-

i J“ IC | ::t d?mo;uim:f en tout poin

er f1it(») pour tout y €

x4

;11— 1

X b i

Cor

HREil

4320 Soit f: R —> R

x~1 1Si.‘,’t§'£i’ x}_>x5H_x-—\1.
(11 ﬁi veR-0Q a) Montrer que f est bijective.
e R. )
i b) Résoudre l'équation. f(x) = f“l (x), d'inconnue
est bijecti- x eR.
. j
—x2
Lol
-
I
)
0 0y 7 LY
itinuité uniforme
|
tion 4. .

Soit f : I —> R une application. On dit que f est uniformément continue sur I si

et seu

Ve

lement si ;

>0,37> 0,V x) e 1%, (¥ —x"| <n=> |f ()~ f&DI <o) |

La Proposition suivante est immédiate.

Prop)
| sise
La ré
sur /!

Monti
monty

Aeitian

Lt uniformément continue sur I, alors f est continue sor 1. ]

iproque ¢le cette proposition est fausse : une application f: I — R peut &tre continue

ans étre uniformément continue sur /. Par exemple, considérons f: R —> %R
X—>X

ons la négation de ta phrase quantifiée définissant la continuité uniforme, c'est-a-dire,

ms 2 '
|

|

PEEURL

Je 3 0V > 0, A" ,x") € R2, {

|x12 __x/12] - ¢ '

157




[ Chapitre 4 * Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle
o '—r.
T Imposons x” > 0 et x’ = x" + 1. Alors : | ;|
| ) | -
iy Exemple dutilisation d'une condition i lx" — "] < ” ) y € | '
. M\ suffisante, se traduisant par une ‘ 2 = I+ =& <—x > 5. i
L= implicati ; |x2 —x”l>8 21} |
implication renversée. ‘ ; | e
| | ! |
! X 1 I 4 .
11 suffit donc de prendre: & =1, x" = -, &l = = +j1). ‘ ;! I ‘l ':4‘\
! 7 1 It il
Nous disposons cependant, lorsque I est un segment de R, du Théoréme sy LJ;HIH |
Exercices 4.3.2124.3.23. . ‘ il “ “l
i | il |
. i) | I I
HAEOranE 3 Theoreme de Helne Iri' ! | ; i
| Soient (a,b) € R2 tel que a < b,etf :|a; !JI —t- R une applicati |n. f [l. smcmni-
i ! nue sur [a b] '1101sfest uniformément continu¢ sur [a; b]. ' L
)
| ™ I ———— N— A —— — —_

Preuve : (pouvant élre omise en premiere lecture) :

Raisonnons par I'absurde. Supposons f continue et non uniformément continue. Il existe donc & > O tel que :

; / "
i ! x —x"| <
| Vi > 0, 3 x") € [a; b2, { W=t sn
: 7y Négation de la phrase, quantifiée de | [f) = fGxD > e
: %I continuité uniforme,
L I En particulier, pour chaque nn de N* (en prenant n = 7) il existe (x),,x)) € [a; b1% tel que :
i
I |
it 3t = -
" | n nl o n N
« |f ) — fED] > &
’ Dlapres le théortme de Bolzano-Weiersirass (1 3 p. 106), puisque (x],) e ast bornée il existe une
¥y Utilisation successive de deux extractrice p et un élément ¢ de [a; b] tels que x7 ., —j—> c. Puis, lihlljulu'\,ddpl(.\ hununc de
\ /| extractrices. P Ko |
L

1 . H H i l
| Bolzano-Weiersirhss, puisque (x7 nele est bormée, il existe une extr lunu,rculu Elémenti l]L [a; b]
ue (7 ! -

! - |
tels que X5y —— d. ! | ‘ 1l
” nes it i
i Nolons o = p o T, qui est une extractrice. B
=, Onaconstruit une extractrice commune ; . f ' | I |
A o, pour faquelle x;(,,) cet | Comme (.JLU(”)),,gN est extraite de (,xp(”)),,.:p; Lo NG T [i:i | { ol ‘ ] |
y— noo | | kR Ll
- | . 1
Yo T d. :I De plus : U(”) '—9 d. _ ! |
|
! ! 1 I e
i . IN* / o L ftt ey > T ks B4 (4
Comme: Vn € 1N , |xa(”) U(”)I J(”] < = oil déduit, en passant a Lt Timite J |§L d.
| i /
——
': f(xo(”)) . )

D'autre parl, puisque f est continue en ¢ et d, on obtient -
F&l ) — S (@)

Comme : Vi € N¥, If(xé(”)) — f(xg(”))l > s on obtient en passant i la limite:

;|f(c) — f(d)] = &, en contradiction avec ¢ = d.

methodes arélenir - u | :
A H ! 1 \ b | [ r|;

i Continuité uniforme g | Cer
f - | corr
i e Pour montrer qu’une application f : I —> R (ot [ estun inter{'Llle de [2) est uniforméme rr( e | Exe
} —si I est un intervalle fermé borné, appliquer le théoréme de Heine | = Lo
| — voir si fest lipschitzienne (cf. § 4.3.7 ci-apres) i . j‘ 5';
:,Ij — sinon, revenir a la définition en &, 1 (ex. 4.3.21). r [ f] Igal
i I 1P
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€ une

ne de

a; b)

lite :

v.'

4.3 - Continuité

[ ‘ i
f L1 ] 1

On abrége ! (B0 i », 4.3.22 Soient (a,b) e R? tel que a < b, f: ]a; b[— R

fl il ' continue, monotone, bornée. Montrer que f est uniformé-

4.3.21 | !
) ment continue sur Ja; bf.

a) Soient A € R, f,g: ] — R. Monfrer : mll ;

I)f uwe=>|f|] uc 4.3.23 Donner un exemple d'application f : R — R

2)(fig wy=Af+g u telle que :

| f estuc
3){ i : =—>l uc Bhiect;
ICeR:,Vxel, gx)>C g JAcsibiceive

1)
9 g u) = (Sup(f.g), If(f,g) uo). Jestpas e

b) Montrer que, si f : I — Restucetg: J —> Restuc

(telles que £(Iy C J),alorsgo f: I — R est uc.
x> g(f(x))

Applications Iipschitzi!ennes

Soit |f : I —> R une application.

1) Sdfit k € ;.. On dit que f est k-lipschitzienne si ¢t seulement si :

V) € 12 1) — £l € K — )

2) O dit que flest lipschitzienne si et seulement s'il existe k € R, tel que f soit k-
lipschitzienne.

Une application f : I — I est contractante si et seulement s'il existe k € [0; 1] tel

que [ soit k-lipschitzienne.

Exemples :
HfR—R est 1-lipschitzienne car :

»—>——|XI_H

x1] = |x2ll

——— < |x; — x0l.
(x1l+ DOl + D) ST

Y(x1xp) € R2, | f(x)) — fOx)] =

x2 — x2

2 (qui vaut xj + x7) n'est pas
—x9

r

IR — R n'est pas hpschltzwnne car le 1apport
yr—sa?

il Horné lorsque (x1,xp) décrit R2, tel que x] # x2.

Remarques :

. . . . A flx
1) fil: 1 — R est lipschitzienne si et se‘ulement si {f 2 f(y) ; (x,y) € 12, x # y} est
i borrié.

Cette D&Dﬂrg;?l_i? fest dfup usagejtres 2) Npus verrans plus loin (5.2.2 Prop. p. 182) que toute aPpllcatlon f: 1 — R dérivableeta
commock estrepent 'dérl\ ée bornée est Ilpsch|t2|enne
Exercices 4.3.24 4 4.3.16.
La notion d'application lipschitzienne est
plus facile & appréhender que celle t“{ F“T r}’jjflir ’;*{.
d’application uniformément continue s — e e e
car, dans la définition de « f est k- Sif: 1 — Rest 11psch1tz1enne a101s f est umfm memull continue. ]

lipschitzienne »,il n'y a pas de £, 7. " Rk
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Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d'une variable réelle

atre uniformément continue sans étre lipschitzienne, corﬂmg le mpnte) ! exemple
£:[0; 11 — R En effet: SN | 4|
X—>a/X :l b
< VLX) € [0 112, Vo = V2 < I = X fexercncel 2‘\30 b), b 56))cdlofic.en prenant
n = 52 R ‘ ‘ I I | |IH |
v i 1 . |
\ ?%I fest uniformément continue. Ve >0, 3n > 0, V(x’,x”) € [0 1]2, (|-\"" - x”| L= |\/; — V" £ 8.
fake
' y lipsch ﬁ—«/ﬁ ! —> + 00
/ 'est pas lipschitzienne. , — = —= - 00,
\L / \ Fr'est pas lipschitzienne PR «/J_C o
{ I
Fonction atteignant son minimum _
i
Soit f : R — R continue telle que : i
i Lo
f (x}) t_——:oo +o00 et f(x) 4:;» +po. | A i
& ; . (1 :
1 '
Montrer qu'il existe xp € R tel que : , . | | (] il |
vxeR, f(x)= flw) ' ! ‘,h%{ 4
{ il |
Solution Comsailsi i j !ﬁl,‘uq y
| ; i !‘ i il 7
Puisque f(x) —> '+00 et f(x) — 400, il existe A€]— 0o; 0] e App!lcaliul de la définition diline limite 3
Ty F e | infinie, en faisant inﬂerver  fanexemple, &
B € [0; +oof tels que: | £(0). “. W3 |f i
f© | !

160

I
i v x) e 12,
I

¥ W !
(lx — x| <=2 f G0
| : i : 2 . ‘

ce qui montre que £ est uniformément continue sur ‘I .

Remarque :

La réciproque de la proposition précédente est fausse:

Preuve : Soient f : I — R k-lipschitzienne (k € %) et e > 0. En notant P
i . -

I3
(np = —— > 0,ona:
T=k+1

" 2
- FON Sk <e)
|

uﬁ1|e apph :ation  peut

Vx e [B:+ool, f(x)= f0).

D'autre part, puisque f est continue sur le segment [A; Bl, I'application f |14;s
admet une borne inférievre et atteint celle-ci. Il existe donc xo € [A; B] tel que:

Vi el o0 Al ) >
>

Vx e[A;Bl, f(x) 2 fxo).
Comme A <0< B, onalel[A; B], et donc : f(0) = f(xo)-
Ainsi :
toal, f(x) = f(0) = flxo)

{Vx €]—-oc0;Al U LB;
Vxe[A; Bl f() > fxo),

VxeR, fG)> fGo). |

r

|

et on conclut : ‘
I

Utilisation du théoreme fondamental,
appliqué & la restriction f* {a 5) de fau
segment [4; B].

]

-~
= P
— L
o
———— —
e
= = =l

y =/l

I /

\ f!(i] Ty :
i JU I
N

e Bt

i A
4
‘..
e




4.3 - Continuité

>0,ona}
nes [ 1
| | [
L er <'|;u ‘une application f: [/ — R (ot I est un intervalle de R) est lipschitzienne, ;
4 _ il ,
n peut ajla définition (ex. 4.8.24, 4.3.25)
axem i X o | A . .
ple f -41 de classe C' et & dérivée bornée (cf. plus loin 5.2.2 Proposition p. 182).
- |
prenant
| On abrege k-lipschitzienne en k-lip. b) Montrer que si f : I —> R est k-lip et si g :J —R
[ est k’-lip et f(I) C J, alors go I —>
B 4524 Batt g f LN ¢
a) Soient A € R, fig: I — R, (k) € ®Rp)%. k'k-lip.
. Montrer : -4-'325 Soient X C R, f AR e
: . 3. a)Soient X CR, f,g: X —> ipschitziennes et
1)f klip==|f] Kklip. bornées. Montrer qite fg est lipschitzienne. b
1i 2 o i
f /‘ 1p } il e et el b) Soient (a,b) € R telque a < b, f, g : [a; b} — R lip- 53,
-Ilp f | schitziennes. Montrer que fg est lipschitzienne. il
flip = Af Akl LMe) g
l [J f'> A EEEp 43.26 Donner un cxemple d'application f : R — R i.}_
(I 0 F.*\IP il k- . telte que : b
| i — = —-2'-11p "‘11
( U &l 2(x) = C g C f estlip 1,{
ik uJ [Sup( f.g) kHip : f est bijective . ‘@
k hlPi Inf(f,g) kafip ! n'est pas lip ;
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