Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d'une variable réelle

\
Moyenne entre borne inférieure et borne supérieure
Définit

Soient X un ensemble non vide, f,g : X — R deux applications bornées,
finies.

On note : | |
m(f) =Inf 0, MO =Supfe),  u(f) = 5 () - M) :

‘ RV | il; | "I

et de méme pour g. | | ‘ i ‘l; il
Montrer: m(f + g) < u(f) + n(g) < M(f +g). l
Solution Conseils il

-
1) On a, pour tout x € X : On majore g(x) par ﬁ]{g) elt

m(f +8) < (f +8)@) = F0)+ () < f) + M(p). |
i | i I

Ainsi: VxeX, m(f+g — Mg < fx).

En passant 2 la borne inférieure lorsqug’: x décrit X, on déduit : m(f -Hg)— M(g) est un minorant de f,
i doncm(f + g) — M(g) estinférieur ou
m(f +8) —M(g) < m(f), égal au plus grand des minorants de f, qui

cest-a-dire : m(f +g) <m(f) + M(g). est m(f).

En appliquant ce dernier 1ésultat au couple (g, f) & la place du couple (f,8),ona fetg ont des roles symétriques.
aussi :

m(f # g) < m(g) + M(f),
D'oil, en additionnant : 3 ) Définitic
-4\ infinies,

2n(f +g) < m(f) +M(g) +m(g) + M(F) =2 () +2u(8),

etdonc: m(f +g) < u(f) + u(g). |
2) Appliquons le résultat de 1) au couple (— f,—g) & la place du couple (/,8), _ “ |
ce qui esl possible car — f et —g sont bornées 5 on a donc : | ' '_ | ! | l
| | L
m(—f —8) < u(=f)+ n(-g)- '
Mais :
m(—f —g) = m( —(f -+ .,J,]) =—M(f +g) Cf.54 I.8,Propositiorﬂ 2, 4. i
| b
1 ; | TR |
w(=f) = i[m(—'f)-l- M(-[)) = 5(“ M(f) —m(f)) = —p(f) l‘l “ ' k
i |
1(—g) = —p(g). { “
Onobtient: —M(f +g) < —plf) R (g, | 4
eton conelut:  pw(f) +u(g) € M(f +g). 3

e 4.2 | imites

Dans les sections 4.2 et 4.3, I désigne un intervalle de R non vide ni réduit 4 un point. On note T

D Dunod, La photocopie non nutorisde est un délit.

\ | l'intervalle fermé de mémes extrémités que 1, et I0 l'intervalle ouvert de mémes extrémités que /,
| cf 1.2.1p. 46, '
! Dans un souci d'unification, on dit qu'une propriété portant sur une fonction définie sur I est
5 vraie au voisinage de a (a € T U [—oo,+00)) si elle sl vraie sur l'in}ersccli_ m de [ avec un
| intervalle ouvert non vide centré en'a si a € It aved un jntervalle |c; 400 lé':l 5 13 00,
| | avec un intervalle | — 60; ¢f lorsque ¢ = —00. | l ‘i W :
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'." finies.

Définition « rigoureuse » des limites

2 / infinies.

il

‘.;
I

4.2.1

-2 Définition « rigoureuse » des limites

il

! Soitf : I — R.

4.2 - Limites

Notion de limite

Soientf : I — K, I e K.

1) Soit a € T. On dit que f admet / pour limite en a si et seulement si :

x—al <n=>|f(x) -l <e).

Ye>0,3n>0,Vx e, (

\S)

|
Si I admet 400 comme extrém‘té, on dit que f admet / pour limite en 0o si
el seulement si |

Ve>0,dAcR Vxel, (x>A=>|f(x)—1<e)

Si I admet —oo comme extrémité, on dit que f admet / pour limite en —oo si et
¢ulement si :

Ve>0,dB ek, Vx € [, (x < B = |f(x)—1 <9).

Jorsque fladmet une limite [ en a (I € K), on dit que f admet une limite finie en a.

T

et

Remarque :
Ilest clair que fadmet ! pour limite en —co si et seulement si f : x —> f(—x) admet [ pour
limite en --co.

Bir=A0ptidtaly

« 1) Soit a € . On dit que f admet 400 pour limite en « si et seulement si :
| VAeR, Ip>0,Vrel, (x—al<n= f(x) > A).

2) Si I admet +00 comme extrémité, on dit que f admet +-c0 pour limite en +00

si et seulement si : |
|

VAEeR, 3A eR Vx e, (x2/A" = f(x) > A).

) Si I admet —oo comme extrémité, on dit que f admet +0co pour limite en —o0
si et seulement si :

VAeR,3B eR Vx e, (x<B = f(x)> A).

On|dit|gue f admet —oo pour limite en a (a € I U{—00,+00}) si et seulement si

. . |
- f admet 400 pour limite en a. |

RRemarque : !

lia notion de voisinage dans R, qui est hors-programme, permettrait une unification de ces
définitions.

Dans la suite de ce § 4.2, les lettres a,b,. ..
1, ou 400, ou —co.

J,,... pourront désigner des éléments de

S OIBHItIOT Unicité de la limite, si elle existe
Si fadmet [ et I’ pour limites en a, alors [ =",

Preuve :
Supposons, par exemple, a € Tet(L,) e K2, les autres ¢as étant analogues.

| I,
Raisonnons par I'absurde : supposons que f admette [ et I/ pour limites en a, et que [ # .



Chapitre 4 < Fonctions réelles ou complexes d"une variable réelle

Bl
\ yi Utilisation de l'inégalité triangulaire.

Rt
L 5 -
) laréciproque est fausse.
Par exemple, 'application R* — R

xr—=xin( '—{.—)

est bornée sur R* et n'a pas de limite
en 0.

\Y%
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Ce théoréme fait le lien entre suites et
fonctions.

1 | |
Notons & = gll’ — ] = 0. Nexiste 57 > 0,9 > O tels qLJle: il

| _ i
eer [rrasm=lre i<
IX~0|<772=>|f(x)—l|<E
Notons; 7= Min(71,772) > 0. Il est clair qu'il existe xg € 1 tel que |xg —al < n, et ona:
| ;—l|= |(l'—f(x))+(f(x)—l)| o) =UI+1f) -l <2 = —ll'*ll

icontrad;iction.

La proposition précédente montre qu'on peut utiliser un symbole fonctionnel :
admet [ pour limite en a, on dit que [ cqs la limite de fen g, et on note ;
[ = lim f(x), ou [= llm f, ou f—1L

Yol N=rdl a |

sif

s T 3 ! o ! 2 i ' b1 AL -

Sif,g : I — IR sont deux applications cofcidant all voisinage de a, alors les pxm-

tences de limites pour fet g en a sont équivalentes el dans le cas/ol ccis_'.limit_:.‘!;

tent, clles sont égales. Autrement dit, vis-a-vis d'un¢ élude de limite ci,!l. a,lf Cf
ikt

comportent de la méme fagon. [

o

| I

“Propt . . [. |
: A e — “.,. ‘ | O ‘ .I_ - B |‘ {" _:1 f |]|
Sif : I —> K admet une limite finie en a, alors fesl bornée a "ul 0isin 4'-:: defaff !

S B i|‘ -|’I "l”

Preuve : ! [
‘ |

! —
Supposons, par cxemplé, a € 1, les cas a = +00, a = —00 dtant analogues.
1l existe n > O tel que :

Vx e l, L+,

(Ix—ﬂ|<77———>lf(X)—l|<1=>lf(X)|<lf(X)—l|+|ll'<

done f est bornée au voisinage de a.

Remarque
Par contre-apposition, on voit, par exemple, que I'application ]0; +oo[—> R, qui n'est pas
u—>l sm( )

bornée au voisinage de 0, n'a pas de limite finie en 0.

Utilisation de suites pour tradyire une limite de fon}ggi_gp____

Pour que f: I —>|K admette ! pour limite,en a, il] faut et 11 quihl quc| pour Pme
suite (u,)pen dans I telle que u, — @, ona fi(ty, ; > [ ‘ '
Hoo |

noo

Preuve :
T ¢ i
Supposons a € [ et [ € K, les autres cas étant analogues. ‘ | {

| [ 1 4 (] I;
1) Supposons que f admelte / pour limite en a, et soil (1, et ‘Hme suile L[un:}'} telléi |3 u!, i
| Il ! ]

Soit & > 0. Puisque f —— [, il existe 77 > O tel que:: ‘
a

1 | ﬁ..-nm
| Vxel, (x—alsn== If(,'-')]—llée)» .

Ensuile, puisque ity ——> a, il existe N € N lel que :
noo

vneN, (>N=|u,—al<n).

On a alors :

vneN, (zN=lu,—al<n=|flu)—-1l<e),

et done f(uy) —> L.
noo

1y

9
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ﬂmsonnemenr par contre-apposition,

Traduction de la négation d'une phrase

| quantifide.

ik i|tHr qud! les |r\tervalles
3l Jas ool enylsages ici

i
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i | \ \ B
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4.2.2

Remarquer'analogie avec la Proposition 1
du §3.1.2 p.88 sur les suites réelles.

|
BIer}the que,dallas(euo Proposition 1
ons Jipo‘s: que fadmet une imite finie

gt Il ]‘| |

p 18

4.2 - Limites

i
|
i
4) ‘iuppmnna ;qm. fn'admette pas / pour fimite en a, c'est-dire :
Non(vVe > 0,3 >0, Vo el, (x—al<n=|fx)-I<e).

I) existe donc & > O tel que:

lx—al <7

If) =1l >e’

1

En particulier, pour tout 7 de N* (en remplagant 77 par —), il existe i, € I tel que :
n o

Vi >0,3x e,

1
g —al < — et |fQun) =1 > &

On voit alors que la suite (2, )nen dans 1 ainsi construile satistait : 1, —— a et f (1) —— L
noo neo

I e e i —

.'.munﬁ I—>K,ael, IGIKU{ oo—l—oo}

(n dit que f admet / pour limite & gauche (resp. a droite) en «a si et seulement si
la rcslrictianﬂ — oo a[nI (resp. f|]a +00[N p) admet [ pour limite en a.

Exemple :
Si 1 & I, fadmet [ pour limite i droite en a si et seulement si :

Ves 0,3 >0Vxel, (0<x—ja<n=|f@)—1<e). )
|

| NS ‘ .
lLorsquel/ admet / pour limite & gauche (xésp. droite) en a, on note :
\

= lim f(x) ou =limf(x) ou f(x)——1 ou [I=f(a")
| x=a” a- | x—a~
(resp. [ = lim f(x) ou I =1lim f(x) ou f(x) —J>rl ou = f@@h).

Ordre et limite

Dans ce § 4.2.2, les fonctions envisagées sont a valeurs réelles.

C;memaeIU{ 00,400}, f: I — R, I € R, (ccl)eR2

In suppose que f admet / pour limite en a.
| . ”
) Sic <, alors, au voisinage de a : ¢ < f(x)

2) Sil =< d, alors, au voisinage de a :  f(x) <'d

’) '§| ¢ <l < d, alors, au voisinage de a: ¢ < f(x) <d.

‘renve :
i) Puisque f(x) —— Letque I —c = 0, il existe n1 > O tel que, pour tout x de 7
: x—a
ER 1
Ix—al'< h = [f) =1 < JU-o <l-c= —f@+1<l-c=>c < ().

2) De méme, il existe np > 0 tel que :
Vxel, (x—al<n=fk)<d.

3) En notant 7 = Min(ny,77) > 0, ona:

Vxel, (x—al<n=c< f(x)<d).
137



|
I |
Chapitre 4 - Fonctions réelles ou complexes d’une variable ree}le 1 | |

Remarque : Les inégalités strictes (¢ < /,...) des hypotliéses ne peuvent pas|étre

| " Dansles hypothéses de la Proposition 1, cées par des inégalités larges.

lesiine gallies st GalsdlsonEsHictss. En effet, si f(x) + 1 et e < 1,1l se peut que 'on n'ail pas ¢ < f(x JUSIcE

d'encadr
de !,

) au vflsir

N=>a

comme le montre l'exemple : f: ]lf =3 R, « =0,] =0,¢=0.
X X

ki) Passage a Ia limite dans des injgalités

{2 " Ainsi,en passantafalimite, on obtient des Soient @ € TU (—co,+x), f:1 — R, 1 eR, (¢,d) € R2. On suppose que f

inégalités au sens large, méme si celles mioy
congce - fsomstriites admet { pour limite en a.

,\\ Bien noter que,dans cette Proposition 2, 1) Si }C < f(l) au voisinage de a, alors ¢ < [
on suppose que fadmet une limit¢ finie . o ‘
en a. 2) Sif(x) < d au voisinage de a, alors [ < d
"3) Sie f(x) < d au voisinage de a, alors ¢ <1 < d.
i Preuve:
! Se déduit de la Proposition 1 en raisonnant par I'absurde. g .
Remal"que : |
Supposons f (x) > [ et,au voisinage de a, ¢ fix). | 1
xX—i il i
La Proposition 2 perinet de déduire ¢ < 1 mms on ne }neul pas coné:|ure cltt
| | 1 i ‘
montre l'exemple: [ =]0; +oo[, a =0, f : x RIS 1 ,' l=1,c=1.
X
Autrement dit : ',,
par passage 2 la limite, des inégalités strictes devjennent des 1151163,;':]' I
tesbeieklbifetn Théoréme r.l‘encachemem |
“tf
7y Le théoréme d'encadrement, s'il Soient f,g,h: I — R, a € 1 U{—o00,+x}, l € R,
. /, s'applique, permet d'abord de conclure
= qu'une fonction admet une limite (et il f(x) ———> l =
la donne). . o :.:ﬁ! ;
Si g h(x) ——> l , alors g admet [ pour limite en a. i Py frroprcissa
f(x) g(x) h(x) au voisinage de a
PleuVe
Supposons par exemple, a € 1, les cas @ = —c0, a = +o00 élant analogues.
J Soit & > 0 ; puisque f et h admettent / pour limite en «, il existe 771 > 0, 79 > O tels que :
I i
' x—a|l<ny = fx) -1 <¢
,- wer |Fmasm=lrm-i<e
j lx —al <= k() — 1] < e
1' En notant i = Miu(nl 2) > 0,ona (j!)nc, pohr tout v de /2 || i | | ] : -
| ‘ [ . it Wiy 2
! | | | =
i NORIEY ._.‘ .
il L —al <1 | i 3
| - ;:>{|h(x)*”<€ |
' e < F) — 1< g0 —1 <] — 1 < e = o) 1l < [k E
| | | A0l 5
Donc g admet [ pour limite en «. i‘ "J | i } 1 il ! E
| | \ i ‘g
| u
Remarques : 1) Le théoréme d'encadrement, contrairempgnt aux PrJopasmons | et Py parmet | &
de conclure a l'existence d'une limite, et s'avére ainsi trésfutile. . " (| H"“ .g
2) On peut schématiser le théoréme d'encadrement ] i) g—
J(x) < glx) < h(x) 3
v—a N x> = glx) — L a
I x—>a g
138
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y Propridté analogue au théoréme
ent 400 jouant le role

4.2 - Limites

.'I‘.“'.!'raill.r‘nll { e . - rarayan- .
Soientf,g: I — R, « e 1 U{—00,+00}.

fof — +oo !
i , alors g(x) —= +o0.
Au \"Olblt'lcl}:,(.. dea: f(x) g(x) x—a

| Hreuve :

et

®© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Shpposons, par exemple, ¢ € 1, les cas @ = —00, @ = +00 étant analogues.

Shit A € It ; puisque /(x) » -k 0o, il existe ny > 0 tel que:
i X—ra

Wy ell, [[(lx—a| <nyp=> flx) = A).
[Yautre part, par hypothise, il existe 2 =0 tel que
Vyel, (x—al <=2 )< gx)

ih notant 7 = Min(n1,77), ona donc

o)z A ‘
Yel ('x#"'@:} {f(x>\<g(x> :>g(x:)>A>'
‘ 1

Ainsi g(x) —> + o0,
X—=>d

Un théoréme analogue pour —oco s'obtient aisément.

Dpérations algébriques sur les fonctions
admettant une limite
|I) Cas des limites finies

luJ{lI[i o1y

Soient & € K, ae]U{ oo—l—oo}fg I — K, (11)eK2 Ona:

) 1=

> 1= | £ ()] = I

!
’Jf(x}—l»m:» | f ()] ——>0

fx = l
Ot = f) +gly) — 14T
g(x) — ] X—>a

X—=>a

4) f(x)—)l:>)\f(x) — M

X—>a

5) {f(x)?o

i . = f)glx) —>0
g bornée au voisinage de a U x—a

A 80— I | |
) [ = f(x)gx)y—U" T) x—=a s
g(x) —> I head I ;é 0 g(x) x—a I

flx) —1

X—=>d

j ‘ fx) !
8 : l/ _— s —,
) g(x) — 2(x) xoa I

I £0
139
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i Lesdémonstrations sont analoguesaux || Preuvg H
\ démonstrations de laProp.1du§3.13 || i | _
1= b.90,0n pourrait d'ailleurs se ramener ; Suppos?ons, par exemplei, acl,lescas ¢ = —o0, a = +oo dant analogues. i
 cette Proposition en utilisantfa Prop. . || 7) Soig ¢ > 0, Puisque f (x) — I, il'existe iy > 0!lel quc: | [
3du§42.1p.136. | “a ; |‘
1 I Vxel, (x—al<ny _p |flx) -1 < &) i :i; ‘“N‘
: il
%y Utilisation de I'inégalité triangulaire Comme: Vxel, ||f(x)| = <|fx) =1, !
\ A renversée, . | i
Le ondéduit: Vxel, (Ix —al<g=|[f()|— |l < &), | { ‘I Nl
et ﬁnalemcnt: |f(x)| —2 |2}, ‘ [ || I4_}:!
! 2)La L‘)lopuete est Immullnlt, puisque : ' i
‘ o I | f
| } Vxe X, 1I£@)I-0=1fe)] =1/ -0l ' i
il " | |
! 1
| 3) Som e > 0. Puisque f (x) — T et g(x) ——— I',ilexiste | > 0,17y > O tels que ; i\ Ainsi, =«
| h x—a x—a [ 8
sauf peut
€
€ Ix—al<171=>|f(X)—l|<5
_.",. Le choix dei est justifié par |'addition Vx el, o
Vo
W50 ierieure de deux termes, lx —al <np = lglx) — 'l S5

|
En notant n = Min(y7),1n7) > 0, 0na:

S =1 <

N ;™

Yxel, <|x—a| <=
gt = 1"l < 5

‘ -+ Unguotie
| : | | :}/ un inverse
e).
i

| — Iff(x) +8)) — U+ =[(f () — D) + (@) =) [§ 1f () — 1| 4 1g(x) ;: 'g

I I i
| !

Donc ‘f(x) +g(x) J‘—> [+, b
x—a '.',%I Cas des for

4) Soit & > 0. Puisque f (x) —— [, il existe 1 > 0llel que :
x—a

/ Lintervention du rapport ————

\_ i

IA|+1

' 6 i
i Vx €1, <|x~a|<n:>|j'(x)—l|<- )‘I | i
justifiée par lamultiplication ultérieure ‘ ' lT
parA. Ona 1\015
\
1

Vx €, <|x—f'| S = Af() = M= | f{v) =1 <

Cas des fon

Donc ‘Af(x) — Al.
x—>a
5) Par hypothese, il existe 7] > O et C € Ry tels que :

Vxel, (x—al<n = lgx)<C).

:Soit & > 0. Puisque f(x) —— 0, il existe 72 > O tel que :
y—a

3
s e _ e 1
{ % f_lnterventlon du r.ap.por‘t e +1 est Vx e, <|X —al <y == |0l € o |> _ '
justifiée par la multiplication ultérieure g 7
par C. i {
En notpnt 7 = Min(yyinp) > O,ona: ‘ |
. i i [
| L W
et (-a <n =1l eflewi < S < T .
‘, b i It ,; ! II W —y Propriétés ¢
Donc  f(x)g(x) —> 0. nto &l i _cjl infinies,
\I".-—? Lintervention de f(x) — ! permet, 6) Notons b : [ —> K | .'“‘H il I I
\l \ puisque f (x) —> 1, de seramener X f(x) —[ Il ’ ] “I ﬁ |
1§ |l i :
aunefonctlondehmltenulle Ona: Vxel, f(x)g(x) =Ig(x) + h(x)g(x). | !;-' m “ L i L
140 I i i 3
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=

e

e ——r

n
H

> 1
“4 Ainsi, — est définie au voisinage de a,
8

sauf peut-étre en a.

] Cas des fonctions a valeurs complexes

: / Cas des fonctions i valeurs complexes,

| H

I
|'

Propriétés algébriques des limites

ult par |

t

[ —

4. 8) 1l suftit d'appliquer 6) el 7) en remarquant : i = fi
8

Sment,h I——)(C le(C Ona:

Soient @l € T U {—o00,400}, f,g: I —> R.

1) Sif(x) ——> 4 oo etsi g est minorée au voisinage de a, alors ;
x—a

4.2+ Limites

D'apres 4), 1g(x) {— [I’. D'autre part, d'aprés 3) et 4), h(x) =|f(x) —1 — 0, et donc, d'aprés
—sa xY—a

5), h(x)g(x) —= > O puisque g est bornde au vbisinage de a.

N=

Finalement, d'apres 3), f(x)g(x) — I,
7) Puisque g(x) — ", ona, dapies 1) : |g(x)| —— |I'].
xX—=a X—>a

Comme |/ > 0, d'aprés (4.2.2, Prop. 1, p. 137) il existe 77 > O tel que :
| |
11
Vx € 1, (Ix —al<m = lgx)| > 7)

En particulier: Vx € I, (|x —a|l <n; = gx) #0).
|
La fonction — est donc définie, au moins, sur /N]a — ny; a + 0y [
([ & ‘

On a, pouj tout x de IN]a — s a+m[:

1 1 elx)—1 2

<] 5| 2 et~ 11

)y 1 g |

2
Comme gi(: , on déduit —= |] P fg(x) ~l | —> 0 (cf. 4)), puis, d'aprés le théoreme d'enca-
—¥{l

d t (5h2.2 Prop. 3 p. 138) 1 —— 0, c'est-a-dire —>l
rement (s.2.2 Prop, 3 p. i g(x) 7| “oa ,C a-dir P — 7

1
&

| f

mm-ai.d(m 2 .

f(x)——>l<:>f(v)—>l

r—a

Preuve :

Immédiat, puisque | f(x) —I| = | f(x) =] = | F(x) = ].

Soient fj: I —s C, (&,8) € R%2. Ona:

Ré f)(x) —> @

f(x);)u+iﬂ<:> (Imf)(x)iﬁﬂ.

2) Cas dps limites infinies

La Proposition suivante, dans son énoncé et sa preuve, est analogue 2 3.1.3 Prop 3 p. 92.

| 'r'.ro'rél'i'ii ons

F) +g0x) —> +oo.

Fo eoLtii s o
LN TS

T

e T = [

e

o
T
==Y =

ST
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|

| En particulier :
fx)y —> +00
* e = f(x)+gx) —> +00 o, Rappelc
| gx) — + 00 x—>a * dn'ade:
l x> © valeurs
JSlx) —> +o0 )
| = f() +g) —> [+ 00, |
gx) —l'eR . x—a ‘ - fﬁ:‘:édci
| A=l | ‘ | ‘ i
2) Si f(x) — - oo etsi g est minorée/au voisinale de a partjne cqﬁﬂaljﬁé siric- |
X¥ | ! i i | |
s i1 WA b
tement positive, alors ! “ ! ‘ 'ﬂ% : |
a_ : P B (e '
| J()g(x) —> + oo IR
l .\"'1‘{!} ‘ : ! ‘I

e

En particulier : I | i

f(x) —> +00
. 7 = f(x)gx) — +[po
x {_\,} _9 _|_ oo =i

fx) —> +o0

. - — f(x)gk) — - oo.
E g(X) t;) ' e ]Rfi_ x—a

On peut aussi dresser des tableaux de limites pour f -+ g et fg analogues & ceux relatifs aux

limites de suites {1ty 4+ V)n, @aVy)n, pp. 93 et 94. !

3) Composition des fimites

Soil e > 0 ; puisque g (y) — [, il existe 7 = 0 tel que :
‘ y—=b

egelzlalatulods | ikt o RN N — — | | - . | i
‘ Soient a € T U {—I-oo,—l—oo}, f 7 > R, un infervalle de R tel ({ e fliD|c J,
| 3_ | | | 0]
ii b €T U{—00,400), g : | — K, | € KU {—00,400). I I? éi
1H R
| | 1A
¢y ldogo fil —> K , parabusde 1 Si f admet b pour .m?lte end ,alors g o [ admet [ pour limile en |
/u X—g (S () | g admet / pour limite en b (]
L fangage. R eyt LIS TL U USSR AN NIV sws-an- il | SRE i,. .’; 11, -
i': | L r'! . !.-‘
i Preuve : .| [ '
' Supposons a € 1, b F J, 1 € K, les autres cas élan| analogues. | |||I i | ii i
| t

vyeld, (y—bl<n==lgn—1ll<e).

.' -..’/'u Le réel 1) vient d'étre fixé. I puis, comme f(x) — b, ilexisle @ > 0 tel que:
i } X—>da

1 Vxel, (x—a<a=|fx)—bl<n-
-
: Onaalors: Vxel, (x—af<a=>[f() —bsn= lg(f () —ll < @),

done: go flx) — L

i X=*

@ Punod. La photocopic non autorisée est un délin
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te stric-

atifs aux

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

[

| DL
Ir\ ftappelons que la notion de monotonie

'a deisens que plour les fonctions a

valeurs réefles.

' Ce théoréme est trés important, méme
s'ilne donne pas explicitement la limite.

- s

4.2 - Limites

Cas des fonctions monotones
|

; | iR . N )
DNans ce §4.2.4, les fonctions env1sag§es sont & valeurs réelles.
! i

B e e

Soient (a,b) € (RU {—oo,—l—oo})2 tel que a < b, f :]a; b[— R une application
croissante.

1) Si fest majorée, alors f admet une limite finie en b et :

limf = Sup f(x).
b xeja;b[

2) Sifn'est pas majorée, alors f admet +o0o pour limite en b.
Ifreuve :

) La partie £ (la; b0) de R est non vide et majorée, done admet vine borne supérieure [ dans R,

Y e

oit & > (). Puisque / — & n'est pas un majorant de F(a; b)) dans R, il existe y € fla; b[) tel que
l|—& <y, puis, par définition de f(la; bl), il existe & €la; b[ tel que y = f(§). On a donc:
—&e< ) <L

Alors, pour tout x €la; b :

E<x= fE) < f0)=>1—e< fO) <= |f0) -1 <e.

Quppasond! b € R (le cas b = +00 étant analogue).

Iin m.iimll":_; = bl—é >E‘O, onaainsi: Yx €la;b, O <b—x<n=|fx)—-1I<e).

|
(eci prouve 1 f(x) — L.
x—>b

2) Soit A € R. Puisque f n'est pas majorée, il existe ¢ é]a; bl tel que f(¢) > A. Alors, pour tout
yelabl: ¢ <x= fQ) < f) = flx) 2 A

Supposons b € R (le cas b = 4-00 étant analogue).

Ennotanty = b — ¢ > O,onaainsi: Vx €la; b, (0 < b—x<n= f(x) =2 A).

Ceci prouve f(x) —— + 00,
x—b

Lorsque b € R, on peut, dans le théordme précédent, parler de limite & gauche en b.

On remarquera donc qu'une application croissante sur Ja; b[ admet toujours une limite, finie ou
infinie, en b.

n considérant les applications

[x >~ d§ beR
xt+— fla+b—x)
!X — —f(x) )
sib =400,
x> f(—x)

i déduil du théoréme précédent les résultats consignés dans le fableau de la page suivante.

Iif |

i (&)
Soit f:1f —> R une application ¢croissante. Alors, en tout point a de 7, f admet une
imite & gauche et une limite a droite finies, et :

lim f < f(a) <lim f.
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“ael,alors

i I _|1|I ll | ; seulement si
1

Hypothéses Conclusion
‘ — Schémas
surfila;bl >R | Existence] qui yaut ..
- de..
y1 be R y‘ b=+0a [
croissantle . =1 c
e limf | Sup f() g
L b xe Ja; bl -~ ‘T 1
majorée .
' # o et B b
0l a b x 0l a b x I
.
Y be R y bh =400
- - A I.
décroissante . X '
§ lim f Inf f(x) \ "~ ]
i bo o |xelasbl : ) I [ —
minorée i by i l UL
. ) W L | | R T
0l a o dia Il ¢ F
| |
i | o IFF Lo
ae I il ¥
décroissante . i
lim f Sup f(x P "
) = o] Su .f 9] = 1
o a xela; bl I~
majorée . | bl
il ' 1 !
0la bhx I’ | oll }
———— — e —— I— — ] — B 4
\'T ackk I | 4
‘croissante . 5 ol '
Ls lim f Inf f(x) ' Il/ .*
) £ ) a xela;bl [ e
nminoree =
—_ —f—
0l a b X 0 X i
y T be R Y b=+o0
croissante .
lim f
et b + oo
non majorée - =5
‘ o s
: 0 |~‘a bx o' a x
¥ be R v b=+ oo Lien entre
L. s fonction,
décroissante Jim f
i ‘ im o (. -
: et b - B a x 1
fhon minorée
il L | Ll
| i = — o f}'
heerdh I \n | R I b . Par e
dcroissante im f | L 1' fiR—
et a = \ (th
non majorée \ ) s [
W 2 ';_.|!
[ N olae | by I | { Ol bl
5 ! Il [ i~ ﬁ':L | i admet un
. ( ’ te R | R ‘ b espéce en
c101ss‘an e lim f P Il A :
S a - olal A b=x 70 e '
non minoree i 1
| I
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