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Introduction

La notion de dérivée d'une fonction en un point, issue d'un taux d'accrois-
sement par passage a la limite lorsque l'accroissement sur la variable tend
vers 0, donne une indication sur le comportement de f (x) — f(a) lorsque x
est pres de a.

La notion de fonction dérivée permet ensuite d'étudier les variations locales
et globales des fonctions d'une variable réelle, de déterminer des exiré-
mums, de calculer des vitesses.

Gréce 2 la dérivation, on pourra obtenir certaines inégalités portant sur une
ou plusieurs variables, et étudier la convexité.

Prérequis

» Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle (chapitre 4):
limites, continuité, fonction réciproque, applications lipschitziennes.

Objectifs
* Définition et étude de la dérivée en un point, de la fonction dérivée.

* Mise en place des formules algébriques sur les dérivées et les dérivées
successives.

¢ Introduction de la notion de classe d’une fonction.

* FEtude des théorémes fondamentaux (théoréme de Rolle et théoréme des
accroissements finis) et de leurs conséquences.

o Utilisation de la dérivation en vue de 1’étude des variations et des extre-
mums d’une fonction réelle d’une variable réelle.

e Définition, étude, utilisation des fonctions réelles convexes d’une
variable réelle.
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Chapitre 5 * Dérivation

|

5

5.1.1

Exercices 5.1.1, 5.1.2.

Ainsi, sous réserve d'existence, une
dérivée enun point est la limite d'un taux

L= d'accroissement.

J

164

Interprétation graphique de la dérivée
de fen a,sous réserve d'existence.

Résultats analogues lorsque
a+h)— fla

L(——})l—& tend vers +00

ou vers —oc quand k tend vers 0+

ouvers0™.

Dans ces cas, f Nest pas dérivable

ena.

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un poing

et on note K = R ou C. On rappelle que K/ désigne I’ensemble des applications de J
dans K.

Dérivées

Dérivée en un point

| Soient a €[, f eKL On dit que f est dérivable en a si et seulement si

. a+h)— fla) . . . .
| 1m(1) _L_,"_L_ existe et est finie ; cette limite est alors notée f'(a) et appelée
P h

| dérivée defena.

d
On peut aussi noter (D1f)(@), ou a%(a), au lieu de f'(a).

Remarque : Toute application constante Al —> ]% est dérivable en tout a de I, et
X >

Aa) =0.

(a+h)— fla) \ . .
Le rapport———F——— s'appelle le taux d'accroissement (ou : taux de varia-

i; tion) de f entre a et a + h.

Si feest & valeurs réelles, la dérivabilité de fen a
se traduit géométriquement par l'existence d'une
tangente, non parallele a (y'y), en le point A de
coordonnées (a, f(a)) de la courbe représentati-
ve Crde f.

Cette tangente a pour coefficient directeur f'(a).

X
Y
Cy }
; Si fla+h) — fla) + oo, lacourbe Cy
4 h h—07
fl@ admet en A une demi-tangente paralléle a (y'y)-
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Yapplication f : R —> R n'est pas
L'application f o p

\f :
Y idérivable en 0.

:0n pourra essayer d'utiliser cette
;Proposition lorsque f(x) est donnée
par deux « formules » distinctes suivant
:la position de x par rapport a a.

@ Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

5.1 - Dérivées

' Soienta € I, f € K.

i 1) On dit que fest dérivable en a 3 droite si et seulement si
. fla+h)— f(a)

i im ———————

. h—0 h

' 1ée dérivée de f a droite en a.

existe et est finie ; cette limite est alors notée f;(a), et appe-

:5 2) On dit que fest dérivable en a  gauche si et seulement si

(a+h)—[fla) . . . . j
: 118 f————!——i— existe et est finie ; cette limite est alors notée fg’ (a), et appe- |
¢ h—0" 1 1

{ 1ée dérivée de f a gauche en a.

Remarque : Lorsque [ =[a; bl ((a,D) € RZ, a < b), les définitions de « f est dérivable en a
» et de « f est dérivable a droite en a » sont équivalentes.

———>|]Rl est dérivable a gauche en O et dérivable a droite en 0, et
— |x

A0 =-1£0 =1,

Exemple: f: R
X

v=|xl

La Proposition suivante est immédiate :

(o]
Soient acl, feK.
il suffit que f soit dérivable a gauche et a droite en a et que

Pour que f soit dérivable en a, il faut et

fi@ = fi@.

De plus, sous ces hypoth&ses, on a : @)= fg’ (@) = fi(a).

Exemples :

y Considérons f: R — R ) ;
L {0 six <0
= f(x X .
y=fe 2 six>0
On a, pour tout & de R* :
ins0 LB-IO _, 0
h h—0%
) :
sih <0, F) — 1) =0 0
h h—0~
0 X

Ainsi, f est dérivable en 0, et f "(0) =0.
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Chapitre 5 - Dérivation

I
3 Yy
i
i-, X Cy On dit que le point A(a, f(a)) de Crest un pofy
it I \ anguleux de Cy lorsque Cy admet en A ¢
E'; | f@ demi-tangentes non-paralléles. C'est le cas,

o | exemple, lorsque fé(a) et fé(a) existent et g

différents.
0 a X

Propasition 2

Soient a € I, f e K.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

L
Preuve : Pourtouth € R*telque a+h € I, ona:
(a+h)— fla)
§g fla+h)=fl@+h f‘f(
€ h
% ) a+h)— f(a . i
QE; Puisque ( )~ /@) f'(a), on déduit alors f(a + k) —— f(a), et donc fest conti- |
i h h—0 h—0 J ‘
] nue en 4. LR
i Remarques :
b : i 1) La réciproque de la propriété précédente est fausse ; une application peut étre continue
4 (=% Pourlafonction | -], les dérivées a en a sans étre dérivable en a, comme le montrent les exemples suivants :
7\ droite et & gauche en 0 existent mais . . L.
" sont différentes, (i 1+]:R — R estcontinue en 0 et n'est pas dérivable en 0.
s || x—|x|
' (ii)
]
{“=) Lacourbe représentative de /> aune 74 v iRy — R est continue en 0, et n'est pas
\‘rf'-'lé demi-tangente « verticale » en 0. —x
. dérivable en 0, puisque :
{
i ‘.I y =\/}
o | Yh >0, = — + o0
i
(0]
i x
i (i
|]."] Yp
. Jfg
dl
il
A i y=fx)
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.\ Cetype defonction est souvent envisagé
dans'étude de contre-exemples portant
surlanotion de dérivée (cfexercice 5.1.10

p177).

Jth) = £(0)

5.1 - Dérivées

L'application f:R — R [

X sin% six#0

Osix =0

est continue en 0 {(car |f(x)| < |x] —— 0), et n'est pas dérivable en 0 puisque
=0

-

1
5 = sin(l—) n'a pas de limite lorsque h tend vers 0.
1

2) On montre, de la méme facon que dans la proposition précédente, que :

« Si fest dérivable & droite (resp.a gauche) en a,alors f est continue a droite (resp.a gauche)
ena

« Si f est dérivable a gauche en a et dérivable a droite en a, alors f est continue en a.

511 Soient a € R, I un intervalle ouvert de R tel que 5.1.2 Montrerque f : R — R
ael, etf: I —> R une application dérivable en a. x'__){x +1sixeQ
fla+h)— fla+h) 3-xsixeR-Q

Trouver lim
h— h

512

—

,,:“ Opérations algébrigues sur les fonctions
—¥' dérivables en un point.

g lg:'revnent a la définition de la
Wabilité en un point, en utilisant un
l faux g accroissement.

: Soient a € I A€ K f g: 1 — K deux apphcatxons denvables en a. Alors
: ])f+gestdérivableenaet(f+g)(a):f(a)+g(a) 1
2) Af est dérivable en a et (Af) (@) = 2f'(a)

3) fg est dérivable en a et (fg)'(a) = fl(a@)g(a) + f(a)g'(a)

n'est dérivable en aucun point de R.

iz

s

Propriétés algébriques des fonctions
dérivables en un point

) 30FLO!

v o
™

LIS

'. 4)sigla) #0, —estderlvableenaet( )( )—__ﬂ‘_)_a
: 8 (8(0))'
5)siga) #0, ! est dérivable en a et (f) (a) = f'(a)g(a) — fla)e (”) .
j 8 (g(@))? |

Preuve :

1) %((f +e)a+m—(f+g)a)

= %(f(a +h) — fla)+ ll—v(g(a +h) —gla)) 7 )+ ¢'(a)
2) L@+ = GP@) =4 Ll + 1) = @) S 1@
3 LU+ - (foa)

1 K
= ﬁ((f(ﬂ +h)— flaNgla+h) + fla)gla+h) —ga))
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| Chapitre 5 « Dérivation

1 1
= (ﬁ(f(a +h) - f(a))> gla+h)+ f(a) <E(g(a +h) - g(a))) .

Puisque g est dérivable en a, g est continue en &, et donc g(a + n) ——0> g(a).
h—

1
On déduit : z((fg)(a +h) — (f8)(@) Y fl@g@+ f@g'@.

4) Puisque g(a)#0 et que g est continue en a (car g est dérivable en a), on a, gy
voisinage de a, g(x) # 0.

Ainsi — est définie au voisinage de @. Alors, pour tout réel & au voisinage de 0 :
8

i NTEAPN L 1) 1geth—s@
1 h((g)(”h) ()“’)) (g(a+h) g<a>>“ h @+t hg@
! !

1
=l = h) — - ’
(h(g(” ) g("))> sarhs@ oo 2 G

5) Se déduit de 3) et 4), et
D=2 rin 0 28
<g @=\|f=-)@=f@ ( > + f(a) (g(a))l’-
_f "(a)g(a) — f(a)g (a)
b (g(a))?

Remarque : Le théoréme précédent s'étend aisément a des dérivées a droite (resp. & L
gauche). E

. Exercice 5.1.3.

’
E

Corollaire

Soient a € I, f : I —> C. Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes : 1
% (i) f est dérivable en a

(ii) f est dérivable en a i
=y Casdesfonctions a valeurs complexes.

(ii1) Ré fet Im f sont dérivables en a.

De plus, si f est dérivable en a, alors :

b

?Q} '@ =F@, ®REf)(@=Rf @), @mf)(@=Im(f'(@).
|
1

B CP A Dérivée d'une composée

Soient I,J deux intervalles de R, ael, f: I — R, g:J — K telles que1

f(I) C J. On note (abusivement) go f: [ —
'—>g(f @)

Si fest dérivable en a et g dérivable en f(a), alors g o f est dérivable en a et

(g0 (@) =g (f@)f' @

. _

Preuve : Notons &1 l'application définie sur {h € R; @ + h € I} par:

fla+h)— fa) y .
e1(h) [———h - f'(a) 51h;é0_

0 sih=0

ey ey ———
S e

On a ainsi :

VheR, a+hel = fla+h)=f(a)+hf' @ +heih)
el(h)—h—0>0 ‘

168




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

Nous avons an fait exprimé fa dérivabilité
de f et de g par I'existence de
développements limités & l'ordre 1, et
composé ces développements limités
Hcl.§ 834).

gz

Lo o s s

-y T e e e gy

f~1: f(I) —> R, est dérivable en f(a) et : FY(f@) =

5.1 Dérivées

De méme, notons &, l'application définie sur {k € R; f(a) +k € J} par:

k) —
82(k)={g(f(a)+]1 g(f(a))_g,(f(a)) oy

0 sik=0

On a ainsi ;

[ VkeR, f(a) +keJ = g(f(a)+k) = g(f(a) +kg'(f (@) + kea (k)

eyky — 0
k=0

Pour tout & € R telque @ + h € I, on adonc:

(g0 f)@+h) = g(f(@-+h) = g(f(@) + hf'(a) + hey (h)
= 2(f (@) + (hf'(@) + he1 (M)g' (f @)
+ (hf' (@) + hey (M)ex(hf (@) + hey (1)
= 5(f (@) + hf'@g(f (@) + he(h),
ob & est définie par: e(h) = &1 (N)g'(f @) + (f'(@) + 1 (W)ea(hf' (@) + hey ().

Comme ey(h) —— 0 et ep(k) —— 0, ondéduit e(h) —— 0. Cecirevient a:
h—=0 k-0 h—0

(gofla+h)—(go f)a)
h h—

5 fl@g'(f @).

oYéme ﬁ, Dérivée d'une fonction réciproque

Soient a € I, f : I —> R une application strictement monotone et continue sur /,
dérivable en a et telle que f'(a) #0. Alors la fonction réciproque de f,

T
f@)

On a ici (abusivement) confondu f : I — R et sa restriction f I — f)f -1
x—> f(x)

désigne en fait 'application réciproque f‘l fd)y — L

Preuve :

D'aprés 4.3.3 Th. p. 150, £ ({) est un intervalle de R, F i I —> fF(I) est bijective, et sa réciproque
x— f(x)

f ~1 est strictement monotone de méme que sens que f, et continue sur f'(I).
Pourtout y de f(I) — {f(a)},ona:

O -fTU@) o) —a (.f(f“(y}} = f{a})"
y=f@ FUOD - fl@) o) -a '

Puisque f est dérivable en a, que f'(a) # 0, et que f -1 (y¥) —— a, on obtient, par composition des
y—f(a)

Uy -a 1
FUION = fl@) v—r@ f@)

limites :

1
Ceci montre que £~ ! est dérivable en f (a) et que (f 1)/ (f(a)) = 7o

a
Remarques :

1) On se place dans les hypotheses du théoréme précédent. On dispose alors du schéma sui-
vant.

e et .

1iSuIAR 3N0FHIO]

Z.

;'
|




o g

ES

B
[
Jt*
gl
-
i W
1 Ly

b
; :‘;.
| i
!.

Chapitre 5 « Dérivation

Y Ce-)
s d / By

=%y Dansunrepéreorthonomme, les courbes /
Vo3 r
\=jf\ représentatives Cyet Cr-y sont A . C
=7 symétriquesparrapporta la premidre . / f

bissectrice Bj. Les tangentes en ,

A(a, f(a)) 2 Creten A’ (f(a).a) /’

ac -1 sontsymétriques par rapporta f(a)

BL. ’?"Z A

fa a x

0

' Méthode pratiqline pour retrouver la 2) Sachant que f‘1 est dérivable en f(a), on peut retrouver la valeur de (f_l)'(f(a)) en
Aty g
aleur de (FEY (@ sion s omarquant f~L o f = Idy,dou (f 1 o fY(a) = 1, Cest-andire (f~1) (F(@) /(@) = 1.
3) Comme dans la remarque 2) ci-dessus, on voit que si f est strictement monotone et conti-

nue sur I, dérivable en q, et telle que f'(a) = 0, alors f‘1 n'est pas dérivable en f(a).Plus
précisément, en reprenant et adaptant la démonstration du théoréme précédent, on voit que

o=@y
y— f(a) v @

+ 00, dans le cas ou fest strictement croissante.

Y4 Cr

/B

.

] C
«—=y Dans ce cas, la tangente en } / f
\ /‘ A'(f(a),a) & Cr-1 existe et est .

== paralieled (v'y). f(@ ' / i

ol/
/' fla) a x

Exercice B!

0 ‘I oy -
5.1.3 Soient I un intervalle de R, a €1, f,g : I —> R dérivables en a. Trouver lin}z f@e@ f(a)g(t).

=3 X —a

51.3 Application dérivée

La plupart des notions et propriétés de ce § peuvent 8tre généralisées au cas de fonctions de
nies sur une réunion d'un nombre fini d'intervalles ouverts deux a deux disjoints.

\
Soit f € K. On appelle dérivée de f 'application qui, 2 chaque x € I tel que f'(x) J
existe, associe f'(x). '

e

¥
b
by

=2y Ainsi, par définition, f : I —> Kest Ainsi Def(f") = {x € I; festdérivable en x}, et f': Def(f) — K . )

- i

=\ dérivable sur 1 si et seulement si f est x> (%)
O POLACE L On dit que f est dérivable sur I si et seulement si Def(f’) = I.
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5.1 » Dérivées

d d
Au lieu de f’, on peut noter D f, ou af . au lieu de f'(x), on peut noter a(f(x)).

Exemples :

1) f:R—R, ' R— R.
x1——->x2 X —> 2x

2) f:R—R, f:R*—R
x — |x|

{1 Six>0’
X — .
-1 six<O0

3) 1] —R , 01— R .
x— x(1—-x) x — 1 —2x

Le Théoréme suivant se déduit aisément du Théoréme 1 de 5.1.2 p. 167.

'_;l' f‘;: -

3 fbpe‘retionsalgébriquessurIesfonctions { Soient » € K, f,g : I —> K dérivables sur I. Alors :
& :jdérivablessur un intervalle. {

";_ | 1) f + g est dérivable sur I et (f+g)=f+¢
::' | 2) Afest dérivable sur I et (L) = Af’ o

3) fg est dérivable sur I et (fg) = f'g + f¢' h
il
1 NN i
4) si (Vx € 1, g(x) # 0), alors — est dérivable sur Iet (—) =—— ’
g b4 g
7 oy !
5) si (x € I, g(x) # 0), alors - est dérivable sur I et (i> = f—g—zﬁ‘
8 8 g

FOOFHIO s

Remarque : Une récurrence immédiate permet de montrer que :

n
: sin € N*etsifl,...,fn: 1 — Ksont dérivables sur I, alors 1—[ fi. est dérivable sur I et:
k=1

—y Cette propriété peut étre utilisée pour ( 1—"—[ y < ,
e f) =3 Ao fotfifiss - fo
- k=1 k=1

=11 calculer une dérivée logarithmique,
=7 d.plusloinp.173.

Parexemple : (fifaf3) = fif2fa+ fifsf3 + fiafs-

P Sty e o

_-dAJ_- J“i""-xl =
Soit f : I —> C. Les propriétés suivantes deux a deux équivalentes :

j Cas des fonctions 3 valeurs complexes.
(1) f est dérivable sur 1 (

(ii) f est dérivable sur I
(iii) Ré f et Im f sont dérivables sur /.

! De plus, si f est dérivable sur I, alors :

FY =7, ®REFY =Re(f), (mf) =Im(f). i
YT |

Soient I,J deux intervallesde R, f : I — R, g: J — K telles que f(I) C J. On

2; Dérivée d'une fonction composée. i .
o P | note abusivement go f: 1 — R .
x—>g(f(x)

Si fest dérivable sur [ et si g est dérivable sur fI), alors g o f est dérivable sur [ et :

(gof) =@ oNS.




Chapitre 5 - Dérivation

Dérivée d'une fonction puissance

VA d'exposant entier naturel,
| A

7 7y Dérivée d'une fonction puissance
/\ d'exposant entier négatif.

T
1.4

)
A Dérivée d'une fonction racine g-éme.

' =, Les résultats de 1), 2}, 3} seront
Y\ généralisés dans Analyse MP, fors de
=" J‘étude des fonctions puissances

x+— x”y € Rfixé.

"

__/_'; Dérivée de la fonction sin.

172

ENRECE

Preuve : se déduit immédiatement du Théoréme 2 de 5.1.2 p. 168. q

Remarque : On obtient un résultat analogue pour des composées multiples d'applicationg
dérivables ; par exemple :(hogo f) = (W ogo f)(g' o f)f".

Le théoreme relatif a la dérivée d’une application réciproque se trouve plus loin,
§5.3.13)p 186.
Dérivées des fonctions usuelles

1) Soientn e Netf: R — R. On a, pour tout (a,h) ¢ R x R* :

X——>x"

fla+h)— f(a) 1
h -

>

L&k —kyk
h n _ n . h h
((a+h)" —a") - ;Cna

—_

=

+1 - | - !
— C”+ a" { lhl__>0nan lznan 1.
h—0

Il
o

Donc fest dérivable sur R et: Vx € R, f/(x) = nx"L.
2) Soientn € Z* et g : R* — R.D'aprés 5.1.3 Th.14) p. 171, g est dérivable sur R*
X—>x"

et:
. —n—1
Vx e R*, g(x)= —(ﬂ— = nx"1
(x=")?
3)Soient g e N*etp: Ry — R .
1
x—>x4
L'application ¢ est la réciproque de f: R4 —> R4+ .
y—1

Comme f est strictement croissante et continue sur R, et que fest dérivable sur R, et

(Vy e RY, f(y) = qy?~1 # 0), d'apres le Théoréme 3 de 5.1.2 p. 169, ¢ est dérivable
sur RY et:

1 1

1 1y
Vx e R*, ¢'(x)= = == x17 ",
¥ Fo@) ~ 1 4
h) — (0 1_
Deplus:VheR*,M = hq 1——) +oosig=>2.
1 h—0F
Dong, si g > 2, ¢ n'est pas dérivable en 0.
Par exemple, /- : R+ —> R n'est pas dérivable en 0.
x—>./x
4) Pour tout (a,h) € R x R* ;
sin(a + h) — sina . cosh—1 sin h
=simag ——— 4 cosa —.
h h h
sinh
Admettons : o — 1 (cf. 8.2.3 p. 281).
h—0
h hy 2
.2 5
N cosh — 1 2 sin 3 h smi s
= — = —— —_— >
ors A ; 5 I_: P
2

. SN
WAV

W\

W,
\

WA

W

bR

W
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-2 i
L2 )
@ ipérivée de la fonction COS.

1

o

= N ;
? | périvée de |a fonction tan.

>

/'. -
’i “Dérivée de la fonction cotan.

= :vlogarithme.

k

B
?. 1[)érivée de I'exponentielle, dérivée du

L
I

[
‘_’."- i Cette présentation évite de manipuler
=f\ Vexpression lourde:

i an'vw + Buv'w + yuvw'.

514
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5.1 » Dérivées

_sin(a + h) —sina

insi cosa, et donc sin est dérivable sur R et sin’ = cos.

h h=0

De méme, on montre que cos est dérivable sur R et cos’ = —sin. (On peut aussi

g s . ‘s .5
remarquer : Vx € R, cosx = sm(x + 5) et appliquer le théoreme de dérivation
d'une fonction composée, Th. 2 p. 171).

5) tan est dérivable sur R — {% +nmin € Z} et:

. : ; 7 e
, sin\’  sin'cos —sincos’  cos® + sin” 1 5
tan' = | — | = = = —— =1+tan".

cos cos? cos? cos?

De méme, cotan est dérivable sur R — {nm;n € 7} et

1
cotan' = —— = —(1+ cotan?).
sin

6) Nous verrons plus loin (7.2) que l'exponentielle x —> €* est dérivable sur R et a

pour dérivée elle-méme. Nous verrons aussi plus loin (7.1) que In: Rj_ —> R est
x—>Inx

1
dérivable sur R et : Vx € RY, In'x = —.
x

Dérivée logarithmique

Nous verrons en 7.4 la définition et 1'étude des fonctions puissances x — x%, a € R.
Si f se présente sous la forme d'un produit de facteurs comportant des puissances fixes,
par exemple f = w*vPw? (ob (e, B,¥) € ®3. et u,v,w sont des applications dérivables
sur [ et a valeurs > 0), on peut considérer la dérivée logarithmique de f, c'est-a-dire
la dérivé de Ino f:

/ ! 2 !
I o nofy=(@mutplnvtyhw =a—+p=+y v,
i u v w

Dérivées successives

On convient de noter f© pour f.

|

!
| On définit les dérivées successives de fde proche en proche (c'est-2-dire : par récur-

rence) par (pour tout n de N¥) :

Soit f : I —> K une application.

« pour a € I, f™(a) est, si elle existe, la dérivée def®Dena
o U est 'application dérivée de f =1

On appelle dérivée ntme de fen a I’élément f™ (a) de K.

| On appelle application dérivée ntme de f I'application x —> [ (x).

| On dit que fest n fois dérivable sur / si et seulement si £ est définie sur I.

| On dit que fest indéfiniment dérivable sur I si et seulement si fest n fois dérivable
i sur I pour tout n € N.
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Opérations algébriques sur les fonctions

| n fois dérivables.

Il 0’y a pas de formule « simple »

\ ()
" fournissant (1) "
g

Remarquer l‘analogie avec la
démonstration de la formule du binéme
de Newton (Algébre MPSI,2.3.3).

D'autres formules de Leibniz seront vues
ultérieurement.

Changementd'indice [ = & + 1 dans

\ la premiére somme.

174

Caro;1 =0et CZ-H =0

Utilisation dea formule fondamentale
sur les coefficients binomiaux :

k—1 k k
Cn + Cn - Cn+l

n n

Au lieu de £ (a), on peut noter @(a) ; au lieu de £, on peut noter o

Remarques :

DD = f1; £ estnotée £ ; £ peut étre notée £

2) Si f est n fois dérivable sur 1, alors, pour tout p € N tel que p < 1, f est p fois dérivable syr I
et, pour tout (p.q) € N? telque p + g < n,ona: (fPH@ = fr+e),

3) 1l se peut que les ensembles de définition de f, f/, f”,. .. soient distincts.

4) L'existence de £ (a) suppose que £~ 1 soit définie sur 'intersection de  avec un inter.
valle ouvert non vide centré en a.

Soient A € K, n e N* f,g : I — K n fois dérivables sur /.
Alors :

1) f + g est n fois dérivable sur I et (f 4+ g)" = f¥ 4 g
2) Af est n fois dérivable sur I et (Af)"™ = Af™

3) fg est n fois dérivable sur I et (fg)" = Z Ct f® 605 (formule de Leibniz)
k=0

4)si (Vx € I, g(x) £0), alorsg est n fois dérivable sur /.

Preuve :
1) et 2) se montrent aisément par récurrence.
3) Récurrence sur 7.

Le cas n=1 a ét¢ vu (5.1.3 Th. 1 3) p. 171). Supposons la propriété vraie au rang n et soient
frg: I — K (14 1) fois dérivables sur 1. D'aprés I'hypothése de récurrence, fg est i fois dérivable

n
K (k i o
sur let (f g)(") = Z C,, f (")g(” k) Alors ( ££)" apparait comme somme de produits d'applications
k=0
dérivables sur /, donc est dérivable sur [ et :

n k ! i k n i
(fg)™) = ( C’ f(k)g(n—k)> _ C"f(k+1)g(u—k) + C”f(k)g(n#&l)

n4+1

/-1 n k
_ Z C” FibglHl=h o Z C“f(k)g(n+l—k)
=1 k=0

n+l n+l

/-1 k
— N g+t k +1—k
- E C” f( g ) § C”f )g(n )
1=0 k=0

n+t n+1

= Z(Ck_l + Ck)f(k)g(rr+l—k) _ i Ck+1f(klgin+1—k:
" n B .
k=0 k=0

4) Récurrence sur n. ; ’j
Lecasn =1aétévu(5.1.3Th. 1 5)p. 171).
Supposons la propriété vraie au rang 1, et soient f,g : I —» K (n + 1) fois dérivables sur /, telles

! !y /
que (Vi € I, g(x) # 0). Déja, L est dévivable sur I et (f) = fizig—.
g g g




5.1+ Dérivées

Comme f, f',g,g sont n fois dérivables sur If'lg— fg'et g2 le sont aussi (cf. 3) ci-dessus) ; d'apres

I = !
f_g_’}_fg_ est n fois dérivable sur 1, et ﬁnalementé est

I'hypothése de récurrence, il en résulte que

-

(n + 1) fois dérivable sur /.

sk

Dérivées

nemes

tme ¢’ assurer d’abord de son existence (par les théordmes généraux), puis

o Pour calculer une fonction dérivée n
bniz (ex. 5.1.4 a)) ou de faire une récurrence (ex. 5.1.5,5.1.6, 5.1.7).

essayer d’appliquer la formule de Lei

e

1 F 514 Déterminer, pour tout n € N, la dérivée ntme 51.7 Soit f: 1—1; 1[— R.
3 i . 1
- - e s
faof:R—R b)f:1-L1[—R 1—x2
13 a) Montrer que f est indéfiniment dérivable sur ] — 1; 1[ et

3 2 - 2x 4+ 3
x> (7 +x7+ et x> que, pour tout 72 € N, il existe un polyndme Py, de R[X] tel

-

| o, P
e B

. #ta fois dérivable sur 1, sa dérivée

i

; (x = D2 +1)
i - .

| 5.1.5 Soientn e N*etfy: 11— 1:+oo[— R .

b x +— " Hn(1 +x)

l Montrer que f est n fois dérivable sur ] — 1; +oof, et :

| I I N U
E Vx €] — 1; +ool, £, (x) = (n 1)!1(2_:_1(1+x)“'

i -

[ 5.1.6 Montrer que Arctan est indéfiniment dérivable sur R
{ et, pour tout (n,x) € N* x R :

—1=tgm =1

(Arctan)™ (x) = L Vil - i

1
sin(n Arctan —).
1 +xH2 &

5.15

Lorsquune application  : 1 — K Soit f € K.
‘m-tme existe sur / ; comme on sera
+Souvent conduit 4 utiliser £, dans
:nemtégraleparexemple,anestamene'

Supposerque f ") est continue,ce qui
Justifie ta définition ci-contre,

sur 1.

que :
Pyu(x)

vrel-L1 fP)=

o= 1_2};:4-1;

Etablir: Vn € N, 1 = (1 = X)) Py + @n+ DXPy.
b) o) Montrer :
Vx €] = 10, (1 = x2) f'(x) = xf(x) = 0.
B) En déduire, pour tout n € N* .
Pyyq — @n+ DXPy —n2(1 = XP) Py =0.
) Montrer : Yn € N*, P = n?P,_1.
8) En déduire, pour tout n de N —{0,1} :
W2P, — 2n — DXP. — (1 = X?)P] =0.
¢) Calculer P, (0) pour toutn € N.

Classe d'une fonction

. 1) Soit n € N. On dit que f est de classe C" sur I si et seulement si :

f est n fois dérivable sur /
£ est continue sur [ ’

. 2) On dit que f est de classe C® sur I si et seulement si f est indéfiniment dérivable
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A %

Pour n € N U {400}, onnote C*(1,K) l'ensemble des applications de classe C"de |
dans K.

Remarques :
f e CO(I,K) si et seulement si f est continue sur 1.

2) Pour tout (p,n) € (NU {+c>o})2 telquep < n,ona:CP(I,K) O C"(I,K).
3) Une application f : I — K peut étre n fois dérivable sur I sans étre de classe C” sur T,

Par exemple, f:R — R est dérivable sur R, mais n'est pas de classe C1 sur R
U x2 sin% six#0
Osix=0

(cf.ex.5.1.10 p. 177).

4) On peut montrer (théoréme de Darboux, ex. 5.2.11 p. 177) que, si f est dérivable sur I'in-
tervalle Z, alors f’ a la propriété des valeurs intermédiaires, sans étre nécessairement conti-
nue.

5) Nous verrons plus loin (5.2.2 Cor. p. 181) que, sous certaines hypothéses, si 1/ admet une

limite finie / en a, alors f’ est continue en a.

1y Opérations algébriques surles fonctions Soient A € K, n € NU {+o00}, f,g : I —> K de classe C" sur I. Alors :

\,:, | declasse C".

A 1) f+ g estdeclasse C" sur I
2) Afestde classe C" sur I
3) fg estde classe C" sur /

-

iT'
!
B e et

T p—
sombe] y

4) si(Vx el g(x) # 0),f— est de classe C" sur /. iE
- d /8

AR & L

——— |,

8 l Preuve : se déduit aisément de 5.1.4 Th. p. 174 et de sa démonstration. L IE

g
1 [r Ainsi C"(I1,K) est une sous-algebre unitaire de K’. £
.I E \
f' - N
'-I! Théoréme2 i
1 - Ainsi,Ja composée de deux fonctions de Soient n € NU {400}, 1,J deux intervalles de R, fil—R, g:J— K telles |}
g / n n i 4
Al ;J classe C7est de dasse C™, que  f(I)cJ. On note abusivement gof: I—K of ’
x> (f () S
1§ Sifet g sont de classe C”, alors g o f est de classe C" sur /. il [
& |
}"‘E t: Preuve : Récurrence sur . 3 ; 1
Bl
r:-.l?‘ Lecasn =1 aété vu (5.1.3 Th. 2 p. 171). i
xl f} .
& M Supposons la propriété vraie pour un entiern € N, et soit f (resp. g) de classe €™ sur (resp. J). Déias
it g o festdérivable sur I et (g o f)' = (g’ o f) f' (cf. 5.1.3 Th. 2 p. 171). Puisque fet g’ sont de ¢
H fl se C", hypothése de récurrence montre que g’ o JSestde classe C™. Puisque g’ o fet f/ sont de
" e
f{i C", le théoréme précédent montre que (g’ o f) f” est de classe C". Ainsi g o f est de classe €™ g
.f.;: Le cas n = 400 se déduit du résultat ci-dessus : 4
S ;
& foce foc 3
158 { :(VneN, [ )=>(VneN,gof CY=gof C*® |
’1= i g Coo g ct 1l
B (| -
=il 1
'r,'*.' Exercices 5.1.835.1.12, :
i :
e
SN
il 176
)
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5.1 « Dérivées

. Soient a,b € R telsque a < b, f : [a; b] — K, n € N. On dit que f est de classe |
- C" par morceaux sur [a; b] si et seulement si :

il existe p € N*, (ag,...,ap) € R tels que :

« a=ag<ay <...<a,=0b
« pourtouti € {0,...,p—1}1la restriction fl]a-'a-+1[ admet un
prolongement a [a;; gj41] qui soit de classe C" sur la;; aiv1].

Exemples :

Df:-L10—R (cf 414 Exemple 3) p. 127) est continue sur [—1; 1] et de classe
x — d(x,Z)

C™ par morceaux sur [—1; 1] pour tout n de N.

2)f:-L11—R (cf. 5.1.1 Exemple p. 165) est de classe Clsur [—1;1] etde
] {xz si x €)0; 1]
X
Osix e[-1;0]

classe c? par morceaux sur [—1;1].

Classe d'une fonction

+ Examiner de manitre détaillée le comportement de la fonction envisagée an voisinage du ou des points liti-
gieux, lorsque de tels points apparaissent (ex. 5.1.9,5.1.10).

* Pour montrer qu’une fonction est de classe C", on peut essayer de la faire apparaitre comme
« composée » convenablement 2 partir de fonctions connues pour gtre de classe C” (ex. 5.1.11).

-
5110 FEtudier la continuité, la dérivabilité, la continuité
de 1a dérivée pour les applications

5.1.8 Soient / un intervalle de R et f € R”.

a) Montrer que f est dérivable sur / si et seulement si la

testriction de f & tout segment [a; b] de 1 est dérivable sur fo:R—R 1 ., o €1{0,1,2,3).
(@ b]. s ] X% sing six #£0

b) Soit n € N. Montrer que f est de classe C" sur [ si et 0six=0

seulement si la restriction de f & tout segment [a; b] de 1
est de classe C" sur I.

Ce résultat (passage du local au global en ce qui concerne
la classe d’une fonction) sera souvent utilis€ dans le cours

5.1.11 Soient f,g: R — R de classe C? sur R, et
h : R — R définie par:

de seconde année, lors de ’étude de suites ou de séries de ) sig(x) >0
fonctions, Analyse MP. Vx e R, h{x)= { 3 S :
iy fx)+(gx)y” sigx) <0
519  Soient P,Q € R[X] tels gue I'application
FTR— R soit de classe C™ sur R. Montrer que h est de classe CZsurR.

N { Px)six <0

=
Qx)six >0

Montrer P = Q.
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s 5.1.6  Différentielle

Soient a € 1, f € K’. On suppose que fest dé;ivable en a. ‘
On appelle différentielle de f en « l'application, notée d, f, définie par :
d;f:R—K .
h— f'(a)h
La différentielle de fen a est donc une application R-linéaire.
Il existe une application & : {h € R ; a+ h € I} —» K telle que :

Autrement dit, f admet un pourtouthde Rtelquea +h e I,ona:
| développement limité a l'ordre 1 _
= ena (831 fa+m) = (@) + @ f)h) + he(h)
eth) — 0.
h—0

Remarques :

1) Une application f: 1 — K est dérivable en a si et seulement s'il existe un élément X de
K et une application ¢ : I — K tels que :

{pourtouthdeRtelquea—l—h €l,ona: fla+h) = fa) + A+ he(h)

eth) —— 0,
h=0

etalors » = f(a).

2) Pour tout a € R, d, (Idg) :]l}; — ZR.On note abusivement x 'application identité :
—>

x :R — R.On obtient ainsi, pour tout ¢ de R : dgx :R — R.
X X

hv—h
k Comme l'application d,x (qui est ['identité de R) ne dépend pas de a, on la note dx :
" / Justification de la notation dx. dx:R — R.

B h—h

Soit f : I — R une application dérivable en a.On a alors :
Yh € R, (ds f)(h) = f'(@)h = f'(a)dx(h),d'ou la notation do f = f'(a)dx.

On omet quelquefois le a de d, f, et on remplace abusivement a par x dans f’(a), pour
obtenir I'écriture condensée: df = f'(x) dx, ce qui permet de «retrouver » la relation

d d
flx) = Ef' ce qui a posteriori justifie I'écriture af pour désigner f/(x).

X

La Proposition suivante est immédiate 2 partir de 5.1.3 Th. 1. p. 171.

B B —
: Soient a € I, A €K, f,g : I —> K dérivables en a. 3
_ Alors : %
1) do(f + ) = dof +dag
2) do(Af) = Ad, f

' 3) da(f8) = f(@)dag + g(a)da f ]
f 1

4) d,| =) = 5 (gla)d, f — f(a)d,g), en supposant g(a) £ 0., 2
8 (gla))* E

........ - g

®

178




