5.2 « Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements finis
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"+ On 2, pour tout x € R — {—3,3}:
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' flx)—10 ) o , ,
- Comme =F=0 _——>14 et x*—9 '——>30, on déduit f(x)—10 '—>30, Puisque f est continue en 3,0n a:
] ) X — ] r— xr— ) 3.
* et donc, puisque f est continue en 3 : f(3) = 10. f()‘)_\»—:)sf( )

1 sOna: On remarque {a factorisation :

f(.\')—f(3]:_f(a\')—lozf(.\']—lﬂ(x+3) 4.6=24 2 —9=(x—-3)x+3).
x-13 x—3 =9 x—3

ce qui montre que f est dérivable en 3 et que : f'(3) = 24.
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521 Théoreme de Rolle

. Théoréme de Rolle
yIhéaréme important, Soient (a,b) € R?, tel que a < b, f : [a; b] —> R une application.

e

f est continue sur [a; b]
Si { f est dérivable sur Ja; b[ |, alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = 0.

fla) = f(b)

I
i
’
i

|
[+
1
| Preuve :

Puisque f est continue sur le segment [a: b], f est bornée et atteint ses bornes (cf. 4.3.4 Th. p. 152).

Notons m = I[nfb]f(x), M= Sup f(x).

xela: velaib)
Sim = M, alors f est constante, et donc : Vx €la; b[, f/(x) = 0.

Supposons m < M ; comme f(a) = f(b), on ne peut avoir simultanément M = f(a) etm = f(a),
et on peut donc se ramener, par exemple, au cas : M # f(a).
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Exercices 5.2.14a5.2.5.

ion

¥ 1 Puisque f atteint M, il existe ¢ €]a: p|
tel que M = f(c).
M Soith € R* tel que ¢ + h € [a; b].
v =f(X) e Sih > 0, alors
¢ e {c +h>c
fla)=1(b) ,
\,/'\/ Fle+h) <M= f©)
. .j —_
donc ————-‘fk ¥ ? f© <£0.
- t
o a c b x
c+h<c ) - )
« Sih = 0, alors , donc &—”—fﬂ > 0.
fle+h) <M= f() h
Comme f est dérivable en ¢, on en déduit, en faisant tendre 7 vers 0:f(c) £ 0etf'(c) 2 0,dou fina-
lement f'(¢) = 0. ¥

Remarques :

1) La conclusion du théoréme de Rolle s'interpréte graphiquement : il existe un point de la
courbe représentative Cyde f, d'abscisse dans ]a; b[, en lequel la tangente est paraliéle §

(x'x).
2) Il peut ne pas y avoir unicité de I'élément noté c.

3) L'application ]0; |[—la; b[
@ r—ra+8b—a)

s'écrire: 36 €]0;1[, f'@a+6(pb —a))=0.

étant bijective, la conclusion du théoreme de Rolle peut

Théoreme de Rolle

¢ De manidre générale, et pour tout le programme de mathématiques des CPGE, privilégier I’application des énon-
cés des théorémes du cours. Ne revenir aux méthodes de démonstration utilisées pour établir ces théoremes que
dans le cas ot les énoncés ne s’appliquent pas (ex. 5.2.1).

« Pour obtenir I’existence d’un ou plusieurs points satisfaisant une condition analogue a celle du théoréme de
Rolle, essayer d’appliquer le théoréme de Rolle a une fonction auxiliaire.

:% e AL R TS
i 2:&?1 '.'ﬁ = s
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5.2.1 Soient (a,b) € Rz, telque a <b, f :[a; 6] — R
continue sur [a; b], dérivable a droite et a4 gauche en tout
point de ]a; b[, et telle que f(a) = f(d).

Montrer : 3 ¢ €la; b[, f, (&) f(0) £0.

5.2.2 Soient I un intervalle de R, (n,k,l) € N3 tel que
0<!l<ketO<I<n, f: I — Rnfois dérivable sur /.
On suppose que f admet au moins k zéros dans I. Montrer

que f ® admet au moins (k — [) zéros dans 1.

5.2.3 Soient (a,b) € ]R2,tel quea <b,f,g:la;b] —R
continues sur [a; b], dérivables sur Ja; b[. Montrer qu'il
existe ¢ €]a; bf tel que :

() — Fla)g (©) = (g(b) — g@) ' (c).

5.2.4 Soient I un intervalle ouvert de R, (a,b) € / 2 el
que @ < b, f : I —> R dérivable sur /. On suppose :

f@=f®) =0,f(@>0,f®) >0
Montrer qu'il existe ¢1,c2,¢3 €la; bl tels que
cp<cp<es, fle)=0, fller)=f'(c3) =0
5.2.5 Soient T €]0; +oo[, f : R —> R de classe C* et
T-périodique, n € N*. On suppose que f admet au moins 7
zéros dans [0; T[. Montrer qu’il en est de méme de cha-
cune de ses dérivées successives.
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5.2 - Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements finis

5.2.2 Théoreme des accroissements finis

Théoréme des accroissements finis

Q un des theorémes fondamentaux Soient (a,b) € Rz, tel que a < b, f : [a; b] — R une application. Si f est continue
analyse. i sur [a; b] et si f est dérivable sur la; b[, alors il existe ¢ €]a; b[ tel que :

f®O) = fl@=0b-a)f©.

i £ Preuve:
| |
{Pour la preuve, on se raméne au Considérons ¢ : [a; b] —> R définie par:
B de Rolle appliqué a une |
-4 !theoréme de pplig .
i~ \fonction auxiliaire. ¥4 Vrelabl, o0)=fe)— f(b) - fla) N
{Mais 'énoncé du théoréme des e
e sinsale! nonce 1l est clair que ¢ est continue sur [a; b], dérivable sur

i 5018 lle.
[utnéoréme deRoll -_ ™ Ja; bl, et que p(a) = @(b), car 9(b) — p(@)

b) —
= 1o - f@ - 1O LD ¢ g =0
) —4a

En appliquant le théoréme de Rolle 2 ¢, sur [a; b], on
obtient l'existence d'un élément ¢ de Ja; b[ tel que
@' (c) = 0, c'est-a-dire tel que :

fb) = fla)

b—a

’

1y
kN
%_
&
2

o=

La conclusion du théoréme des accroissements finis s'interpréte graphiquement : il
existe un point de la courbe représentative de £, d'abscisse dans ]a; b[, en lequel la tan-

\Exercices 5.2.6 4 5.2,11. gente est parallele a la droite (AB), ol A(a, f(a)), B(b,f(b)).

Lo e -

= Théoréme limite de la dérivée

| .
iCe corollaire est trés utile pour les | Solent xg € R, I un intervalle de R tel que xp € 1? ,f : I —> R une application.
iexercices et les problémes. f est continue en xg

| Si{ f est dérivable sur 7 — {xo}

: f’ admet une limite finie / en xg

alors f est dérivable en xg et f'(xg) =/, et donc f' est continue en xg.

Preuve :

Soit & > 0. Puisque f/(x) —— I, il existe n > O tel que :
e

viel—{xp}, (r—xpl<n=If'O-1<e.
Soit x € I — {xq} tel que |x — xg| < 7. Le théoréme des accroissements finis s'applique a la res-
triction de f sur l'intervalle fermé d'extrémités xq et x ; il existe donc ¢y (dépendant de x) tel que :

{ lex — xol < Ix —xol <7
F@) = fxo) = x —x) f'(ex)

J&) ~ fxg) _,

X=X

Dol : |=|f’(f.\-)-/|<€-

— s i .
:'3 Cecimontre : i Onaprouvé:

= — ——f“"“““’—;ke

Ve > 0,3n >0, Vx € I — {xp}, (lx—xOI <7
X —Xxp

c'est-a-dire : f est dérivable en xq et f/(xp) = /.




- ﬁ' ST

S i ateto

i
.,
i

8L,

b = e T

v

Chapitre 5 - Dérivation

—y

\ j. Cas ol f/ a une limite infinie en xg.
L\

s
C'est le sens le plus utilisé en pratique :
sif : I — Restdérivablesur I eta

dérivée bomée sur I,alors fest]| f/]loo-
lipschitzienne.

182

Remarques :

1) On obtient un théoréme analogue pour des dérivées a gauche ou a droite,
Par exemple :

f :la; b|—> Rest continueen a

si { f est dérivable sur Ja; b[ ,alors f est dérivable (a droite) en a, et fj(a) = 1.
f' admet une limite finie / en a*

2) Par une démonstration analogue a la précédente, on obtient aussi :

f est continue en xq

sj { f est dérivable sur I — {xq} ’abrsf(x) fxo) + oo (resp. —oo).

X —XxQ X—>Xg

f'(x) —— + oo (tesp. —00)
X=X

3) L'hypothése « f est continue en xg » ne peut étre supprimée dans le Corollaire, comme le
montre l'exemple: I =R, xg =0,f:I — R .

I1six=0
X—>
Osix#0

Pour que f soit lipschitzienne sur /, il faut et il suffit que f’ soit bornée sur I.

Preuve :

1) Supposons f” bornée sur /, et soit (x1,x2) € 1 2 tel que x < xp par exemple. D'apres le théoreme
des accroissements finis appliqué 2 f sur [x1; x21, il existe ¢ €]xq; xp[ tel que :

fO) = fx) = (xg —x) £ (0).
D'otr :
| f(xp) — fFD =1 ©llxg — x1] < F ooz — x1),

et donc fest || f’||oo-lipschitzienne.

2) Réciproquement, supposons f lipschitzienne. I existe &£ € R tel que :
Vx) € 12, 1f(x) = fap] < klxg —x1l.

flxo+h) — fxp) <k

Soientxp € [ eth e R*telquexg+h € l;ona: ;

Puisque f est supposée dérivable en xg, en passant 4 la limite quand / tend vers 0, on déduit | £/ (xq)| < k.
Ainsi, f/ est bornée sur 1. k|

Remarques :
1) On a obtenu, sous les hypothéses de la Proposition :

F&) = FED | gup 1001,

X2 — X1 xel

Sup
(x1,x2)€l?, x1#x;

2) La Proposition précédente est utile dans I'étude des suites réelles du type u,, 1 = (i)
(cf.3.43 p.114).

Exemple :
Soit f:R— R :
N 2x% 4+ 3x — 1
x —_——
x+x2+1
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11 est clair que f est dérivable sur R, et un calcul élémentaire fournit ;

—4x5 —ox? 4 4x3 —3x2 4+ 6x+3
(x4 +x2+1)2 '

vieR, f(x=
Pour x € R, notons ¢t = Max(1,|x]). On a, pour tout x deR:

—ax5 —oxh 4 4x3 — 322+ 6x +3] <298 29
| —4x° — 9x™ 4 4x° — 3x° + 6x + | 9  don lf'(x)|<—3<29-
a2+ 2t 4228 t

D'aprés la proposition précédente, f est lipschitzienne.

Un exemple d’utilisation du théoreme de Rolle

Soient f : [—1; 1] — R de classe C!.Onnote:

g:[-1;1]—R, x +—> g(x) =2 +x + f(x).

On suppose que f s'annule en -1,0,1.

Montrer qu'il existe ¢ €] — 1;1[ tel que: g'(c) = 0.

Solution Conseils

. . 1) — . _ : . " Le but recherché ressemble a la conclusion
Ona: g(=)=1,¢g0)= 0, g(1) = 3. Puisque g est continue sur I'intervalle du théoreme de Rolle.

[0; 1], d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a € [0; 1] tel que
ga) = 1 On va donc essayer de montrer que g
’ prend la méme valeur en au moins deux
points distincts.

» L'application g est continue sur [—1; al, dérivable sur] — 1; af, et g(—1) = g(a). Utilisation du théoréme de Rolle.

D'aprés le théoréme de Rolle, il existe c €] — 1;a[C]—1; 1] tel que g'(c)=0.

Théoreme des accroissements finis

rpeite
Liath 4

T

i il
e e 8. e

P T T T

3

* Pour établir une propriété du type « il existe ¢ €la: b tel que... », la fin de la propriété faisant intervenir une

dérivée, on peut essayer :

— d’appliquer le théoréme de Rolle ou le théorgme des accroissements finis, une ou plusieurs fois (ex. 5.2.6,

5.2.10).

— de construire un réel A et une fonction auxiliaire ¢ en s’inspirant de la preuve du théoreme des accroissements

finis p. 181 (ex. 5.2.9).
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5.2.6 Théoréme des accroissements finis généralisés fx)
. 5 Montrer : — —— [.
Soient (a,b) € R?, tel que a <b, f.g:la;b] — R X x—40c0
continues sur [a; b], dérivables sur la; b[, telles que: —
Vx €la; b[, g'(x) # 0. Montrer qu'il existe ¢ €]a; b[ tel 5.2.9 Soienth € R%, f : [—h; h] — R de classe cs.
f) - fa ' Montrer qu'il existe ¢ €] — k; k[ tel que :
que : = .
gb)—gla g fh) - f(=m
- - . . h , , , i 5 (5)
5.2.7 Régle de L'Hospital = g(f (k) +47' )+ f'(h) ~% B (0.
o}
Soient xg € R, / un intervalle de R tel que xg €1,
fig: 1 —> R continues en xg, dérivables sur I — {xp}, 5.2.10 Soient (a,b) € R2 tel que a <b, f:[a;b] — R
telles que : ) continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[ sauf peut-étre en
Vxel—{xg}, gx)#0 un nombre fini n (n € N) de points. Montrer qu'il existe
fl(x) leR n+1
g'(x) x—xp ’ (ay,....041) € (R.,.)"H, tel que Zai =1, et
|
f&) = fxp) :
Montrer : L. - ppyntl
ontrer Py o p— (€1, ++Cht1) € (Ja; BD) > . tel que
(Utiliser L'exercice 5.2.6). a < <...<Cyyy <b, vérifiant:
Application : en supposant connues les dérivées des fonc- n+l
tions circulaires, montrer : f) - fla= (Z o; f’(Ci)> ®—a).
. . i=1
sin x 1 —cosx 1 x—sinx 1
1, 2 0 E, x3 0 g R
X
x>0 o i A 5.2.11 Théoreme de Darboux
5.2.8 Soit f :]0; +oo[—> R dérivable sur ]0; +oof et Soient I un intervalle de R, f : I —> R dérivable sur /.
| telle que f' admette une limite finie [ en +00. Montrer que f'(I) est un intervalle de R.

= 5.3 Variations des fonctions

5.31 FEtude de la monotonie pour une fonction
dérivable

1) Caractérisation des applications constantes

. ] | R 0 % I o
7\ Rappeldenotation:J désigne [ privéde | Soitf [ —> R continue sur [, dérivable sur I .

4 ses éventuelles extrémités, i . . .
X ! Pour que f soit constante sur /, il faut et il suffit que :

H o
Souvent, en pratique, f est dérivable vxel, f'(x)=0.
& surl '

Preuve :
[+]
« Tl est clair que, si f est constante, alors : Vx €1, f "(x) =0.

o Soit (x1,xp) € I 2 el que xj < x7. D'apres le théoréme des accroissements finis (appliqué af
| sur [x); xp]), il existe ¢ €]x1; xp[ tel que:
flg) = fx1) = (g ~x1) f'(c) = 0.
184

=T ¥ o P U st e "
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% uvent, en pratique, £ est dérivable

@ Souvent, en pratique, f est dérivable
sur I,

X

© Dunod. La photocopie non auiorisée est un delit.

i 0
X | faut et il suffit que: x €1, f'(x) > 0. |

|

5.3 - Variations des fonctions

Remarque : Le résultat précédent est valable plus généralement pour f : I — C (considé-
rer Ré fetIm f).
2) Caractérisation des applications monotones

e Al ) " Y TR

-: 0 i
{ Soit f : I —> R continue sur I, dérivable sur I . Pour que 1 soit croissante sur I,il !

|

Preuve :
1) Supposons  croissante sur /.

0 h) —
Soit xg €1 ; pour tout i € R* tel que xo +h € [, ona: ﬁ]%—Jﬂ)—)>0.

En passant 2 la limite quand h tend vers 0, on déduit f'(xg) = 0.

[o]
2) Réciproquement, supposons : Vx €1, f(x) =2 0.
Soit (x1,x2) € 1 2 te] que x1 < xp. En appliquant le théoreme des accroissements finis 2 f sur
[x1; x721, on voit quil existe ¢ €lxy; x2[ tel que:
Flxp) = fx1) = 2 —x1) f'(©) 2 0.
Ainsi, f est croissante sur I.
Remarque : En étudiant — f au lieu de f,on obtient un théoréme analogue au précédent,en

croissante  par  décroissante
=0 par <0 '

remplagant {

Soit f : I — R continue sur /, dérivable sur I0 . )
Pour que f soit strictement croissante, il faut et il suffit que :
o}
vxel, fl(x) 20
{x e I0 , f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle d’intérieur non vide
\ _

Preuve :
1) Supposons f strictement croissante sur 1. D'aprés le Théoréme 1, on a déja :

i o]
' vxel, f'(x)=0.

0
Raisonnons par l'absurde : supposons que {x eI,f'(x) =0} contient un intervalle d'intérieur non vide.

[o]
Il existe donc ¢ € {x €I; f'(x) =0} et & > 0 tels que:
0
le—a;c+olCixel, f(x) =0}

Ceci signifie: Vx €]c —a;c+ afl, f/(x)=0.

D'aprés la Prop. p. 184, f est alors constante sur ]c — o; ¢ + o[, donc n'est pas strictement croissante

sur I, ce qui contredit I'nypothese.
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Exercices 5.3.1a5.3.8.

186

- Soient / un intervalle de R, f € R’ Si fest dérivable sur I et si (Vx € I, f'(x) > 0)
“ou(Vx eI, f'(x) <0), alors f : I — f(I) est bijective, l'application réciproque

[¢]
On conclut que {x €1, f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle d'intérieur non vide.

2) Réciproquement, supposons :

o]
vxel, fl(x) >0
[o]
{x €I, f'(x) = 0} ne contient aucun intervalle d’intérieur non vide
D'apres le Théoréme 1, on sait déja que f est croissante sur /.
Raisonnons par l'absurde : supposons que f ne soit pas strictement croissante sur I, Il existe donc
(x1,xp) € 12 tel que:xy < xpetf(x)) = flx).
Comme f est croissante sur I, on a alors :

Vx € [x1;x2],  f(x) = flxy),

o]
et done 1xq; xo[C {x €1; f'(x) =0}, ce qui contredit I'hypothese.

Donc f est strictement croissante sur /.

Remarque :

1) En particulier, si f est dérivable sur [ et si (Vx € I, f'(x) > 0),alors f est strictement crois-
sante sur [,

2) Il se peut que f soit dérivable sur /, strictement croissante sur , et que f’ s'annule en au
moins un point de I.Exemple : f: R — R.
XX

Les Théor¢mes 1 et 2 sont utilisés dans 1'étude des variations d'une fonction, et les
résultats seront en général consignés dans un tableau, appelé tableau de variation(s)
de f.

Par exemple, considérons f: Ry — R . L'application f est dérivable sur R,

x— X
14-x
5 g 1 — I2
et: VxeRy, f'(x)= A +x2)2
: 0 ! —
f’(x) + (:) -
1
2
o / \
0 0

Les fleches indiquent en principe une stricte monotonie.

3) Dérivée d'une application réciproque

iy
x— f(x)
f =1 (notée abusivement 1) est dérivable sur f(D),et:

-1y _ 1
Y=g

T ST e ——
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5.3 « Variations des fonctions

Preuve : Supposons, par exemple, f "> 0 (le cas f < 0 s'y raméne en considérant — f). D'aprés le

Théoréme 2, f est strictement croissante. On peut alors appliquer 5.1.2 Th. 3 p. 169 pour déduire que f -1
est dérivable et exprimer sa dérivée.

Remarque : D'aprés le théoréme de Darboux (exercice 5.2.11 p. 184),0n peut remplacer I'hy-
pothése ((Vx € 1, f'(x) > 0) ou (Vx € I,f'(x) < 0)) par:Vx € I,f'(x) #0.

4) C"-difféomorphismes

Soient I,J deux intervalles de R, f : I — J, n € N* U {+00}. On dit que festun :

- C"-difféomorphisme de I sur J si et seulement si :

f estde classe C" sur I
f est bijective
f—1 est de classe C” sur J

Soient I,J deux intervalles de R, f : [ —>

. C"-difféomorphisme de Isur J, il faut et il suffit que :

f est de classe C" sur /
f'>00uf <0
fin=1J

Preuve :

1) Supposons que f soit un C"-difféomorphisme de I sur J. En particulier, f et f =1 5ont de classe C!
et (f—1 o f)Y =1,don ((f_l)’ o f)f" = 1. Ceci montre que f' ne s'annule en aucun point de I'in-
tervalle 7 ; comme f' est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires montre : /' > 0 ou
f<0.
2) Réciproquement, supposons f de classe C "sur Let f' >0 (lecas f/ <0 s'y ramene en considé-
rant —f). Le Théoréme 3 montre que f est bijective, et que i —1 est dérivable sur J et:
1

=1y

V==
f flo f—l

Cette demiere formule montre que (f —1y/ est continue (puisque f” et f ~1 sont continues). Une récur-
rence immédiate permet alors, 2 partir de cette méme formule, de montrer que, pour tout £ € {1,... ),

f —1 est de classe C¥ sur J. En particulier, f —1 est de classe C” sur J.

5) Calcul de valeurs approchées d'un point fixe d'une fonction : méthode des
approximations successives

Soient a,b € R tels que a < b, f:[a;b] — R une application dérivable sur [a; b], telle
qu’il existe C € [0; 1[ tel que :
vxela;bl, IfI<C.

Supposons : (f(a) —a)(f () = b) < 0.

L'application g : [a;b] —> R est continue sur Iintervalle [a; b] et g(a)g(h) <0, donc,
X —s fix)=x

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, g admet au moins un zéro dans [a ; b].
De plus, g est dérivable sur [a; b] et :
Vxela;bl, gx)=f)-1<C-1<0,

donc g est strictement décroissante sur [a ; b].

J, n € N* U {+00}. Pour que fsoit un |

187
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Ceci montre que g admet un z€ro et un seul, noté «, et donc f admet un point fixe et un seul, o

y
y
W (@
y=g(x)
fla)
a)=qa
f@ Vi 4L —
f(b) / v =f(-\')
ol a a b x s ®
Représentation graphique de f; Représentation graphique de g,
équation f(x)=x équation g(x)=0

Pour obtenir une valeur approchée de o, on peut utiliser la méthode des approximations suc-
cessives suivante.

Considérons la suite réelle (u, ) ey définie par 1y € [a; b] (quelconque) et :
YneN, u, = fu,).
On a, pour tout n € N, en utilisant I’inégalité des accroissements finis :
litner = el = [ () = (@] < Clu, ~a,
bk d’ou, par une récurrence immeédiate :
VneN, ju, —af < C"ug—u| < C"(b —a).
Comme C € [0;1[, ona C”" — 0, donc, par théoreme d’encadrement, Ju, — o p— 0, et

on conclut : u, — a.
neo

y =5
~
a el
- y=f®
0 a g o &y b x

Pour N € N fixé, une valeur approchée de o 3 10~ prés est donc u,, olt n € N est choisi tel
que C"(b —a) < 107V, 7

Variations des fonctions

* Pour établir qu’une fonction f est constante sur un intervalle Z, on peut montrer que f est dérivable sur I et qué
f' =0 (ex.5.3.1).

+ Pour étudier ’existence et le nombre de points en lesquels une fonction f d’une variable réelle s’annule.
essayer d’étudier les variations de f (ex. 5.3.3).
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{ Exercices

Pour résoudre une équation fonctionnelle (c’est-a-dire une équation dans laquelle I'inconnue est une fonction f)
dont I’inconnue f est supposée dérivable, « dériver » la relation de 1’énoncé, en précisant la variable utilisée, et

5.3 + Variations des fonctions

déduire de nouvelles relations qui permettront peut-étre de trouver f(ex. 5.3.4 a), b), ¢}, d), e)).

Pour établir une inégalité 4 une variable réelle (ex. 5.3.5) on peut essayer :

_ d’étudier les variations d’une fonction obtenue en faisant tout passer & gauche dans I’inégalité voulue

— d’appliquer le théoréme des accroissements finis ou, plus généralement (cf. plus loin, chapitre 6) I'inégalité de

Taylor-Lagrange ou la formule de Taylor avec reste intégral.

Pour établir une inégalité a plusieurs variables réelles (ex. 5.3.8), on peut essayer :

_ de faire un changement de variables permettant de se ramener a une inégalité plus simple (ex. 5.3.8 a))

_ d’appliquer le théoréme ou I’inégalité des accroissements finis (ex. 5.3.8 b), ¢))

_ de fixer toutes les variables sauf une et se ramener a établir une inégalité & une variable.

5.3.1 Soient f : R — R, g : Ry —> Ry telles que:
[ vixy) eRE, 100 = FON < lx —ylg(x =y

. 8 limg =0
.0~g

BViontrer que f est constante.

5.2 Soit f : R+ —> R bornée, deux fois dérivable,
felle que 0 < f”. Montrer que f décrot.

-

3.3.3 Soient n e N*, (ag,...,0n) € R*! tel que

fp <) <...<an, (AQs---s2n) € R el que Ay # 0.
N n

Montrer que 1'équation Zkkxa" =0, d'inconnue

i k=0
g€ RY , admet au plus n solutions.

Trouver toutes les applications f dans chacun des
uivants :

.f : R ~— R dérivable sur R
UV(y) € B2, fOx+y) = f@) + )
'. ' f: R — R dérivable sur R
RV(3) €2, fGx+ 7)) = FO + ()
_f i R — R deux fois dérivable sur R
V) € B2, (e ) f"(x+9) = F)+ 1 G)
i f:1—1; 1[— R dérivable sur ] — 15 1[

[ Y(x.3) €1 - 1112, £ + £O) = f(l":xyy)

g Montrer les inégalités suivantes :

0 € N Vx e Ry, x"™ 1 — (n+Dx+n >0

¥x €] — 1, 400, < <
3 [,1+x\ln(1+x)\x

G 0 soo, Lo 111
E 2 8 ef—1 2

2
d)Vx € [0; %].xcosx < 1;—6

X

V1—x2

fHvx e:|0; %[,xcotan% —xtan3% < 2.

e)Vx € [0; 1[, tanx <

5.3.6 Trouver toutes les applications
£ :[0; +oo[ —> [0; +oo[, bijectives, deux fois déri-
vables, telles que £ >0, f' 20, f” = 0, telles que, en
notant g = f~!, g soit deux fois dérivable et que : g 20,
g 20,g"20.
5.3.7 a) Montrer que, au voisinage de 0 :
2 2
X 4 X
—— —-3x"<Inc < ——.
5 £ 0S X 3

n
%
b) En déduire lim | [ cos [—.
noo k:l n

5.3.8 Montrer les inégalités suivantes:
-

a) Y(x,y) € R%)2, V(m,n) € N2,
m>n=—> (xm +yrn)n < (xn +yn)m
b) ¥(x,y) € [0; 112,

y—x . . y—x
X <y = ——— < Arcsin y—Arcsinx < )
( Y V1 —x? Y N

¢) Vx € ]0; %[,Vy €10; 1,
. V1= vz — COSX
x — Arcsiny  ——————

- y

d) Y(x,y) € R?,

y tany 4\
4 x

7
<0<x<y<—=>——<
tanx T X
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Chapitre 5 < Dérivation

5.3.2

0
Bien noter la condition @ € I dans les
hypothéses.

190

. Soient a€l.f € R/,

. 1) On dit que f admet un maximum local en a si et seulement si, au voisinage de ¢ -

. 2) On dit que f admet un minimum Jocal en a si et seulement si, au voisinage
tdea:

¢ gede asaufena:

| 4) On dit que f admet un minimum local strict en a si et seulement si, au voisina-

i RET = . A £ R A A S B e S — - vﬂﬂ

| Soient / un intervallede R, a € I,f € R/,

I 0

_ ael

i Si | festdérivableena , alors f'(a) = 0.
f admet un extremum local en a :
A R —— A s S A S i e e AR SAR S SR AR SRS - ---—-"-'-'_‘J . 3

Preuve : '

Ftude des extremums pour une fonction
dérivable

—
f&) < fla).

fG) = fla.

3) On dit que f admet un maximum local strict en a si et seulement si, au voisina-
fx) < fla).

ge de asaufen a:
f&x) > fla).

5) On dit que f admet un extremum local en a si et seulement si f admet un maxi-
mum local en @ ou un minimum local en a.

6) On dit que f admet un extremum local strict en a si et seulement si f admet un
maximum local strict en a ou un minimum local strict en a.

Exemples :
1) Toute application constante admet en tout point un maximum local et un minimum local.
2)1-]: R — R admet un minimum local strict en 0.

—> |x|

1
3)fR—R (cf. 4.1.4 Exemple 3) p. 127) admet un maximum local strict en -
x —> d(x,Z) 2

Remarque : On raméne souvent I'étude d'un minimum local et I'étude d'un maximum local
I'une & I'autre, en considérant — f au lieu de f. 3

Supposons que f admette, par exemple, un maximum local en a. Pour tout & € R* tel que @ + /2

h>0ﬁﬂa—-|—h})l_—_&<o
f(a+h)—f(a)>0'

h<0=
= A

c [,on2t
A £
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|extremum au bord de l.
)

{Un tableau de variation permet

| ‘souvent d'obtenir l'existence et la

Valeur d'un extremum local, pour une

ifonction définie par une formule assez
Simple,

\
|
i
I

{
{Exercice 5.3.9,

5.3 - Variations des fonctions

0
,d'od f'(a) =0.

- [ fi@ <
En passant & la limite quand / tend vers 0, on déduit
fla) =

C'est essentiellement la méme preuve que pour le théoreme de Rolle 5.2.1 p. 179).

Remarques :

1) La preuve précédente montre plus précisement :

o
ael
si 1 f est dérivable a droite eta gauche a| ,alors: fela) =0 et fi(a) <0.
f admet un maximum localen a
2) Le théoréme tombe en défaut si a est une extrémité de 1.
Par exemple, f: [0; l]x—‘_i)ﬂi est dérivable sur [0; 1] et admet un minimim local en 0;

cependant f/(0) = 1 #0.

3) Une application peut admettre un extremum local en a sans étre dérivable en a. Par
exemple,f:R — R admet un minimum local non stricten 0, et n'est pas
.21 -
¥ {lx[smzf six#0
O0six=0
dérivable en 0.

.__‘\

)

4) Si f est dérivable en a et f'(a) = 0, 0n ne peut pas déduire que f admette un extremum
local en a.Exemple:f:R— R et a= 0.
X r—> X

Notons cependant la propriété suivante, évidente, d'usage fréquent :

; o
j Soient a €1, f € R.

: Si fest croissante sur IN] — oo; a] et décroissante sur I N [a; +oo[, alors f admet un
. maximum local en a.

PR

PN iy
R




Chapitre 5 + Dérivation

Une inégalité 4 deux variables

Montrer : Y (x,y) €10; w]x]0; 1, (sinx)y < sin (xy).
Solution Conseils
Soit y €10; 1 fixé. L'inégalité demandée porte sur deux

variables. On fixe I'une des deux et on fait

Considérons l'application varier |'autre,

Fil0sml — R, x+— fx) = sin (xy) — (sinx)y.

Il est clair que £ est dérivable et, pour tout x € [0; 7] : On étudie les variations de f

f'(x) = ycos {(xy) — (cosx)y = y(cos (xy) — cosx).
Six#0, alors 0 < xy < x < 7, donc, puisque I'application cos est strictement
décroissante sur [0 7] cos (xy) — cosx > 0, puis: f'(x) > 0.
D'autre part : f/(0) = 0.
. Il en résulte que f est strictement croissante sur [0; ], et donc :

Vxe€l0;x], f(x)> f(0)=0,
d’otl le résultat voulu.

5.3.9 Calculer 5.310 Soit f: 1-1;1[— R dérivable telle que
s . _ - ' B .
Sup{ X 7Tx; xeRetx? +36 < 13x2}- fp/=Hm/ = +oo. Monter quil existe ¢ €] ~ 1; 1

tel que f/(c) = 0.

= 5.4 Fonctions convexes
Xz
X f
- 541 Définition

1) Définition

_Définition

,:-[ % ’;/ Puisque 7 est un intervalle de IR, on a, Une application f : I —» R est dite convexe si et seulement sj ;
&

| pourtout (xy,x;) de 72 ettout A de
(0;1): Y(x1,x2) € I, ¥ [0; 11, fx1 + (1 - Mxyp) < AfOe) + (1= Q) £ (xy).

3 Axr+(l-Mx el ><

'.\ Exercices 5.4.145.4.3 On dit que fest concave s et seulement si — f est convexe.
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Accroissements finis

Dédou

Février 2012

Un exemple |

| 'inégalité des accroissements finis et son dessin

Theoreme IAF

Soit f dérivable sur / := [a, b] avec a < b et m et M deux nombres
réels. On suppose

m<f <M surl

Alors on a I'encadrement suivant de f(b) : |
f(a) + m(b— a) < f(b) < f(a) + M(b - a). |

Et ¢a se dessine grave.

Un exempie |l

Je peux prendre n'importe quelle f dérivable, par exemple

fi=xm— €,

et n'importe quel | := [a, b] dans DDf, par exemple

a:=0,b:=1.

Pour m et M, c'est plus compliqué.
Je dois d'abord calculer f/, facile :

fl=xrs e~
Et apres, je dois encadrer ' sur [0, 1]. Comme f' est croissante,
elle est encadrée par ses valeurs aux bornes 0 et 1, a savoir 1 et e.
Donc pour m je peux prendre n'importe quel nombre inférieur a 1,
par exemple 1, et pour M je peux prendre n'importe quel nombre
supérieur a e, par exemple 3 :

Vx€[0,1], 1<f(x)<3.
La formule f(a) + m(b— a)' < f(b) < f(a) + M(b — a) devient

1+41<e<1+4+3 autrementdit 2<e<4.

Bien siir on le savait déja.



Exercice

Quand on applique IAF, on sait peut-étre qui sont f, a et b, mais
il faut choisir m et M de fagon que I'hypothese soit vérifiée |

m<f <M= f(a)+m(b—a) < f(b) < f(a)+ M(b— a).

Encadrer In2 en appliquant IAF 2 In sur [1,2].

Le point de vue physique

En physique, on utilise une fonction f pour représenter la position
f(x) d'un point mobile sur un axe en fonction du temps (x, qu'on
préfere alors appeler t).

e La dérivée f'(t) représente alors la vitesse de notre mobile 3
I'instant t;

@ le quotient ﬂ%:—;(ﬂ représente la vitesse moyenne entre les
instants a et b;

@ I'hypothese m < £/ < M signifie que, dans l'intervalle de
temps considéré, la vitesse de notre mobile reste comprise
entre met M;

@ la conclusion m < ﬂw < M signifie que la vitesse
moyenne est elle aussi comprise entre m et M.

Que cette hypotheése implique cette conclusion semble
" physiquement” incontestable.

| a variante en termes de taux

La conclusion de IAF

f(a)+ m(b—a) < f(b) < f(a)+ M(b— a)

peut se reformuler comme suit (en retranchant f{a) aux trois
termes) :

m(b— a) < f(b) — £(a) < M(b - 2)

ou encore (en divisant les trois termes par b — a qui est bien
positif) :

Accroissements finis et approximation linéaire

Dans I'approximation linéaire on "approche” f(b) par

f(a) + f'(a)(b — a).

Avec IAF, on encadre le méme f(b) par

flay+ m(b—a) et f(a)+ M(b—a).

Notez que I'hypothése de |IAF implique en particulier

m< f(a) < M.



IAF a reculons L'inégalité des accroissements finis a reculons

On a vu comment encadrer f(b) en termes de f(a) mais comment

encadrer f(a) en termes de f(b)7? On a e Ve & nallens

- L |
Soit f dérivable sur [ := [a, b] avec a2 < b et m et M deux nombres
flay+ mb—a)< f(b) < fla)+ M(b—2a) < e, EEIHREE '

mb—a)<f(by—f(a) < M(b-2a) <& m<F <M sur l. |

Alors on a I'encadrement suivant de f(b) :
—-Mb—-a)<fla)-f(b)<—mb—a) &
f(b) — M(b—a) < f(a) < f(b) — m(b - a).

f(b) — M(b—a) < f(a) < f(b) — m(b - a) Et ¢a se dessine grave.

qui est I'encadrement révé. Ca se comprend bien sur le dessin.

Exemple Exercice

Encadrons [n2.7 "en partant de Ine". On prend donc

f:=In,a:=27,b:=e.

Onafl=xw— % Cette fonction est décroissante sur [a, b], ol elle Rappel de IAF A reculons
est donc encadrée par ses valeurs aux bornes :

m<f <M = f(b)—M(b-a3)< f(a) < f(b)— m(b-— a).

m:=

M| =

1 .
<fl<— =M. '
- —27

Exo 2

L'inégalité des accroissement finis "a reculons Encadrer sin 3 en appliquant |AF 2 la fonction sinus sur [3, 7. |

f(b)— M(b—a) < f(a) < f(b)—m(b-a)
donne, en réduisant au méme dénominateur :

5.4 —e
2.7

2.
<In27< —7
e



Preuve de IAF

On pose g := x + f(x) — f(a}) — m(x — a) et on calcule

g' = x — f/(x) — m. Notre hypothése assure que g’ est positive,
"donc” que g est croissante sur I'intervalle [a, b]. Quand on calcule
g(a) < g(b), on trouve

0<f(b)—f(ay—m(b—a) ie f(a)+m(b—a)<{(b).

On montre la deuxieme moitié de la méme fagon en posant
h:=xw— f(x) = f(a) = M(x — a).

Preuve de IAF

On pose g := x —» f(x) — f(a) — m(x — a) et on calcule

g = x = f'(x) — m. Notre hypothése assure que g’ est positive,
"donc” que g est croissante sur l'intervalle [a, b]. Quand on calcule
g(a) < g(b), on trouve

0<f(b)—f(a)—m(b—3a) ie f(a)+ m{b—a)<f(b).

On montre la deuxiéme moitié de la m&me fagon en posant
h:=x— f(x)—f(a) — M(x — a).

Exo 3
Faire cette deuxidgme moitié de preuve.



