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1 Introduction

L'�electromagn�etisme num�erique a suscit�e ces derni�er es ann�ees un int�erêt croissant de
la part des num�ericiens et a fourni un champ d'application de techniques avanc�ees de
math�ematiques appliqu�ees et de calcul scienti�que. Les enjeux technologiques, qui pen-
dant les derni�eres ann�ees sont devenus de plus en plus importants (soins m�edicaux par ra-
diation, t�el�ephonie mobile, etc.) ont mis en �evidence la n�ecessit�e d'avoir des algorithmes
�ables et performants. Les m�ethodes de discr�etisation d'ordre �elev�e pour l'approximation
d'�equations aux d�eriv�ees partielles (EDPs) sont d�esor mais incontournables pour leurs
propri�et�es de convergence rapide (qui peut être exponentielle en pr�esence de solutions
tr�es r�eguli�eres) et de haute pr�ecision.

Ayant abord�e ce domaine de recherche lors de mon travail au sein du CRS4 et en-
suite lors de ma th�ese, mes recherches autour de m�ethodes de discr�etisation variation-
nelle d'ordre �elev�e pour des probl�emes aux limites en �electromagn�etisme ont continu�e
par la suite et seront l'objet central de ce m�emoire. Ma recherche a port�e sur l'�etude
de trois techniques num�eriques avanc�ees : les m�ethodes d'�el�ements spectraux sur trian-
gles/t�etra�edres et des pr�econditionneurs issus de la d�ecomposition de domaine pour les
syst�emes lin�eaires r�esultants, la d�e�nition et l'appl ication des �el�ements �nis de Whitney
de degr�e polynomial un ou plus, les m�ethodes (de type \mortar") de d�ecomposition de
domaine non-conforme avec ou sans recouvrement entre les sous-domaines.

Le premier chapitre est d�edi�e �a des probl�emes aux limite s elliptiques discr�etis�es par
une m�ethode Fekete-Gauss d'�el�ements spectraux sur triangles (TSEM). La m�ethode
TSEM est d�e�nie et analys�ee sous di��erents aspects, commela pr�ecision, la 
exibilit�e, le
conditionnement des matrices �nales �a inverser. La pr�ecision de la m�ethode spectrale par
rapport au degr�e p d'approximation polynomiale et alg�ebrique par rapport �a la taille h des
�el�ements du maillage, est conserv�ee grâce �a un bon choix des points d'approximation (les
points de Fekete sur le triangle) et de la formule de quadrature (formule de type Gauss)
pour le calcul des int�egrales pr�esentes dans la formulation variationnelle du probl�eme.
La 
exibilit�e de la m�ethode repose sur la possibilit�e de d iscr�etiser le domaine de calcul
avec des maillages �a �el�ements triangulaires, �a côt�es droits ou courbes, de jouer sur le
couple taille des �el�ements et degr�e d'approximation pour aboutir au choix le meilleur
pour le probl�eme consid�er�e, et de s'appuyer sur des algorithmes multiniveaux �a maillage
�xe ( p-multigrille) o�u chaque niveau est associ�e �a un degr�e d' approximation di��erent.
Le mauvais conditionnement des matrices �nales �a inverserest trait�e de mani�ere satis-
faisante �a l'aide de pr�econditionneurs issus de la d�ecomposition de domaine. La m�ethode
a �et�e appliqu�ee �a la r�esolution d'un probl�eme mod�ele de di�raction d'une onde plane par
un objet polygonal m�etallique.

Dans la deuxi�eme partie, on s'int�eresse aux �el�ements de Whitney sur simplexes. On
regarde des applications pour ces �el�ements en topologie alg�ebrique (calcul automatique
des nombres de Betti pour un domaine �a topologie non-triviale), on d�e�nit des op�erateurs
de restriction et prolongement entre maillages embô�t�espour la mise au point d'une
technique multiniveau, on introduit une approche d'ordre �elev�e o�u les degr�es de libert�e
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gardent une signi�cation physique (comme la circulation du champ �electrique le long des
arêtes du maillage). Tous ces aspects sont valid�es du point de vue num�erique pour la
r�esolution d'un probl�eme aux limites elliptique en magn�etostatique ou magn�etodynamique
(apr�es discr�etisation en temps).

La troisi�eme partie est d�edi�ee �a l'�etude d'une m�ethod e d'�el�ements �nis avec joints
en pr�esence de sous-domaines avec recouvrement pour la simulation des courants in-
duits dans des conducteurs mobiles dans un champ magn�etique. Cette version avec
recouvrement de la m�ethode des joints, di��erente de celle sans recouvrement �etudi�ee
pendant la th�ese, est pr�ef�erable en l'absence d'interfaces invariantes par le mouvement.
La m�ethode a �et�e utilis�ee pour coupler un potentiel scal aire dans l'aire, d�ecrit par des
�el�ements �nis nodaux sur un maillage, et un potentiel vect eur dans le conducteur, d�ecrit
par des �el�ements �nis d'arêtes sur un autre maillage ind�ependant du premier. �A la
suite d'un �etude th�eorique et num�erique, la m�ethode a �e t�e utilis�ee pour la discr�etisation
variationnelle d'un probl�eme coupl�e magn�eto-m�ecaniq ue dans le but de simuler un frein
�electromagn�etique. Pour la m�ethode d'�el�ements �nis a vec joints en absence de recouvre-
ment entre les sous-domaines, on pr�esente une �etude d�etaill�ee de la discr�etisation de la
condition de couplage ainsi que la possibilit�e d'augmenter de fa�con hi�erarchique le degr�e
d'interpolation polynomiale sur l'interface.

Quelques mots sur ce manuscrit.
Ce manuscrit contient seulement du texte et aucune �gure. Les �gures d'explication

de certaines notations ou relatives aux r�esultats num�eriques obtenus sont contenues dans
les articles de l'auteur cit�es dans ce manuscrit.

Les notations adopt�ees dans ce manuscrit sont parfois di��erentes de celles adopt�ees
dans les articles correspondants, pour un souci (esp�erons-le) d'uniformit�e dans la r�edaction.

Noter l'omission volontaire de la variable x ou autre, de l'�el�ement de volume dx, de
surfaced�, etc., sous le signe d'int�egrale, chaque fois qu'on peut. Par exemple, l'int�egraleR

D f (x) dx devient simplement
R

D f , o�u la dimension du domaine d'int�egration D et
l'expression �a int�egrer indiqueront s'il s'agit d'une in t�egrale de volume, de surface ou de
ligne.
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2 M�ethodes d'�el�ements spectraux
pour des probl�emes aux limites elliptiques

Parmi les tr�es nombreuses techniques utilis�ees pour la discr�etisation d'�equations aux
d�eriv�ees partielles elliptiques, on a les m�ethodes de type variationnel. En e�et, la plupart
des �equations elliptiques dans un domaine born�e (et donc des �equations paraboliques
apr�es discr�etisation en temps, voir un exemple au chapitre 3) admettent une formulation
variationnelle �equivalente, reposant le plus souvent surdes espaces de Sobolev, et un
probl�eme discret peut être construit par approximation d e ces espaces de dimension
in�nie par des espaces de dimension �nie.

La m�ethode d'�el�ements spectraux \SEM" est une m�ethode d e discr�etisation varia-
tionnelle d'ordre �elev�e d'�equations aux d�eriv�ees par tielles, bas�ee sur des id�ees originelles
de A. T. Patera [90] pour le cas Chebyshev et d�evelopp�ee dans la suite pour le cas Legen-
dre, qui nous interesse ici, par Y. Maday et A. T. Patera [79] (voir [12, 42, 73] pour une
introduction g�en�erale). L'approximation par la m�ethod e SEM d�epend de la partition
g�eom�etrique du domaine et du degr�e d'approximation poly nomiale p. En consid�erant
�x�ee la partition du domaine et en augmentant le degr�e p dans les sous-domaines pour
am�eliorer la pr�ecision de l'approximation, la m�ethode S EM ressemble beaucoup, en ter-
mes de structure, �a la m�ethode d'�el�ements �nis, \FEM", d 'ordre p. Dans le même esprit,
nous avons la m�ethode d'�el�ements �nis hp [9, 112, 104, 105], qui consiste en une m�ethode
FEM dans laquelle la partition du domaine est ra�n�ee en mêm e temps que le degr�e poly-
nomial p crô�t. Ces trois m�ethodes (SEM, p-FEM et hp-FEM) sont toutes bas�ees sur
l'utilisation d'un �el�ement de r�ef�erence sur lequel on c onstruit les fonctions de base. La
principale di��erence r�eside dans le choix de l'�el�ement de r�ef�erence, des fonctions de base
(qui va in
uencer la structure des matrices des syst�emes lin�eaires correspondants) ainsi
que dans la fa�con de calculer les int�egrales. La m�ethode SEM utilise un quadrangle
comme �el�ement de r�ef�erence. Elle est n�ee comme g�en�eralisation des m�ethodes spectrales
�a des domaines ne pouvant pas être l'image d'un �el�ement de r�ef�erence unique. Elle
permet donc de faire du ra�nement local de maillage, de prendre en compte les com-
portements di��erents de la solution sur di��erentes parti es du domaine, etc. (voir [73]
pour une pr�esentation g�en�erale sur le sujet). Dans notre travail de recherche1 on a essay�e
d'aller encore plus loin, pour pouvoir appliquer la m�ethode d'�el�ements spectraux dans le
cas d'un maillage simplicial.

Dans la premi�ere partie de ce chapitre, on s'int�eresse donc �a la d�e�nition d'une
m�ethode SEM sur triangles (t�etra�edres en trois dimensio ns). L'int�erêt de cette nouvelle
m�ethode est �a la fois de garder la \convergence de typehp" 2 de la solution approch�ee �a

1En collaboration avec Richard Pasquetti (DR CNRS) �a l'Universit�e de Nice Sophia-Antipolis, Franc e.
L'aide de M. Pasquetti a �et�e fondamentale pour d�emarrer s ur la partie SEM, �etant moi plutôt du côt�e
FEM, et pour discuter les r�esultats num�eriques obtenus.

2Si l'on consid�ere un probl�eme aux limites elliptique avec une solution u 2 H k (
) et une source
f 2 H � (
), l'estimation d'erreur classique en �energie dans le ca s des m�ethodes pr�ec�edentes appliqu�ees
sur un maillage uniforme de �
 par des �el�ements de taille h est du type ku� u� kE � C (hr � 1p� ( k � 1) kukk +
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la solution exacte, en combinant un ra�nement des �el�ement s du maillage (ra�nement de
type h) et une augmentation du degr�e polynomial (ra�nement de typ e p) dans chaque
�el�ement, typique des m�ethodes SEM sur quadrilat�eres ou hp-FEM, et de pouvoir traiter
facilement des probl�emes aux limites pos�es dans des domaines de n'importe quel type
de g�eom�etrie sans perdre en pr�ecision. De plus, �a la di��erence de la m�ethodehp-FEM,
elle reste une m�ethode de type nodal, les inconnues du probl�eme discret �etant associ�ees
�a des n�uds particuliers dans les simplexes du maillages. Dans la deuxi�eme partie, on
analysera des techniques e�caces pour le pr�econditionnement et la r�esolution du syst�eme
lin�eaire r�esultant de l'application de la m�ethode �a un p robl�eme elliptique mod�ele. Dans
tout ce chapitre, le degr�e d'approximation polynomiale est N � p, sachant queN est
plutôt utilis�e dans les m�ethodes SEM et p dans celles FEM.

Le lecteur int�eress�e peut approfondir les concepts qui sont pr�esent�es dans ce chapitre
de fa�con synth�etique dans les r�ef�erences qui seront indiqu�ees dans le texte. Bien sûr, ces
quelques pages ne su�sent pas pour traiter le sujet de mani�ere exhaustive et de même
on ne pourra pas citer les nombreux articles et livres qui existent sur le sujet. On esp�ere
donner une pr�esentation compl�ete en ce qui concerne les id�ees principales.

2.1 La m�ethode QSEM, Gauss-Lobatto-Legendre sur quadrilat�eres

Cette partie est assez standard mais n�ecessaire �a la compr�ehension des di��erences entre
la m�ethode SEM classique sur quadrilat�eres (QSEM) et celle sur triangles (TSEM) qui
a fait l'objet de mes travaux de recherche.

Soit 
 un domaine born�e de Rd, d = 2 ; 3, �a fronti�ere @
 lipschitzienne et r�eguli�ere
par morceaux. On noten la normale sortante �a @
. On consid�ere, pour simpli�er, un
probl�eme lin�eaire aux limites elliptique en deux dimensions avec conditions au bord de
Dirichlet homog�enes:

�r � (� r u) + � u = f dans 
 ; u = 0 sur @
 (1)

avec �; � > 0 constantes par morceaux dans 
 et f une fonction donn�ee dansL 2(
),
l'espace de Hilbert des fonctions mesurables �a carr�e sommable. La m�ethode et les
r�esultats num�eriques pr�esent�es dans cette partie peuvent aussi être appliqu�es en trois
dimensions �a des probl�emes aux limites elliptiques moinsclassiques (conditions aux bord
de type Neumann, de type Robin, �a coe�cients variables, etc.). Le probl�eme (1) est
r�e-�ecrit sous forme variationnelle comme suit:

Trouver u 2 V tel que a(u; v) = ( f; v ) pour tout v 2 V; (2)

o�u la forme bilin�eaire a(�; �) et la forme lin�eaire ( f; �) sont d�e�nies par

a(u; v) :=
Z



(� r u � r v + � u v ); (f; v ) :=

Z



f v (3)

hs p� � kf k� ) o�u u� est la solution approch�ee, r = min( k; p +1), s = min( k; � ) et la constante C ne d�epend
pas deh; p; u; f mais d�epend de k [62, 73]. On voit donc que l'erreur decrô�t alg�ebriquemen t par rapport
�a h, et, si la solution est tr�es r�eguli�ere, de fa�con exponen tielle par rapport �a p.
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et V est l'espace de SobolevV � H 1
0 (
) = f v 2 H 1(
) : v = 0 sur @
 g. Le probl�eme

variationnel (2) admet une solution unique u 2 V grâce au lemme de Lax-Milgram.
En supposant que les zones de discontinuit�e des coe�cients� et � sont r�eguli�eres par
morceaux, il est possible de prouver que la solutionu du probl�eme a priori dans H 1(
)
est en fait dansH s(
) pour s > 1.

Pour construire un probl�eme discret qui peut être r�esolu sur l'ordinateur, on applique
la m�ethode de Galerkin conforme, c'est-�a-dire, on consid�ere un sous-espaceV� � V de
dimension �nie, � �etant le param�etre de discr�etisation que l'on pr�eciser a dans la suite, et
on pose le probl�eme variationnel (2) dansV� . Plus pr�ecisement, consid�erons un pavage
� h de 
 par des quadrilat�eres Q, de diam�etre maximal h, images du carr�e de r�ef�erence

Q̂ = f (r; s) : � 1 � r; s � 1g = [ � 1; 1]2 (4)

par des applicationsgQ , i.e., Q = gQ(Q̂) et �
 = [ Q2 � h
�Q. Il faut que ce soit un \maillage",

au sens des �el�ements �nis (voir [FR20], chapitre VIII) c'e st-�a-dire que deux quadrilat�eres
distincts se coupent selon une facette, une arête, un sommet, ou pas du tout (on parle
ainsi de maillage g�eom�etriquement conforme). Soit QN (Q̂) l'ensemble des polynômes
d�e�nis sur Q̂ de degr�e inferieur ou �egal �a N par rapport �a chaque variable. Alors,
l'espace discret est d�e�ni comme suit:

V� = VQ;N = f v 2 V : vjQ � gQ 2 QN (Q̂); 8Q 2 � hg: (5)

Pour arriver au probl�eme discret, il faut d�e�nir une base d e l'espaceVQ;N et savoir
calculer les int�egrales pr�esentes dans (2), c'est-�a-dire, remplacer le produit L 2(
) par une
approximation, ici bas�ee sur les points de Gauss-Lobatto-Legendre (GLL). Ces points
permettent, �a la fois, de calculer les int�egrales de fa�con pr�ecise et de construire une base
pour VQ;N par produit tensoriel de fonctions d�e�nies sur l'interval le [� 1; 1]. On note par
f � j gN

j =0 l'ensemble des points GLL sur l'intervalle [� 1; 1] d�e�nis comme les (N +1) z�eros

du polynôme (1� � 2) dL N (� )
d� o�u L N est le polynôme de Legendre de degr�eN sur [� 1; 1].

On note ! j les poids de la formule de quadrature bas�ee sur les n�uds� j . On consid�ere
ensuite le polynôme d'interpolation de Lagrange` j (r ) de degr�e inf�erieur ou �egal �a N
qui s'annule en tout point de GLL sauf � j o�u il prend la valeur 1. Les fonctions de la
base nodale de Lagrange sur le carr�e de r�ef�erenceQ̂ sont construites comme produits
tensoriels ` j (r )`k (s), 0 � j; k � N . Toute fonction u 2 QN (Q̂) est repr�esentable sur la
base nodale de Lagrange en utilisant les valeursu(� j ; � k ), 0 � j; k � N , de u aux points
GLL par

u(r; s) =
NX

j =0

NX

k=0

u(� j ; � k )` j (r )`k(s): (6)

Alors, sur Q̂, le produit discret L 2 est donn�e par

(u; v)Q̂;N =
NX

j =0

NX

k=0

u(� j ; � k )v(� j ; � k )! j ! k ; (7)
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et sur 
 par

(u; v)Q

 ;N =

X

Q2 � h

NX

j;k =0

(u � gQ)( � j ; � k )(v � gQ)( � j ; � k )jJQ(� j ; � k )j! j ! k ; (8)

o�u JQ est la matrice Jacobienne de l'applicationgQ . Le probl�eme variationnel discret
s'�ecrit donc:

Trouver u 2 VQ;N tel que aQ;N (u; v) = ( f; v )Q;N pour tout v 2 VQ;N ; (9)

o�u la forme bilin�eaire aQ;N (�; �) est obtenue �a partir de a(�; �) d�e�nie dans (3) en rem-
pla�cant l'int�egrale sur 
 par la formule de quadrature (8) . En utilisant l'expansion (6)
dans (9) et en rempla�cant v par les fonctions de la base deVQ;N , le probl�eme discret
est �equivalent �a un syst�eme lin�eaire de la forme AQu = b o�u AQ est la matrice QSEM
assembl�ee,b est le vecteur tenant compte de la sourcef , et u est le vecteur des incon-
nues qui sont les valeurs de la fonctionu aux n�uds GLL internes �a 
 (on rappelle que
l'on consid�ere ici des conditions aux limites de Dirichlet homog�enes). La matriceAQ est
la somme de deux matrices, une matrice de raideurK Q qui tient compte de la partie
div grad du probl�eme discret, et une matrice de masseM Q qui tient compte de l'autre
terme. Cette deuxi�eme matrice est diagonale par le fait queles n�uds de quadrature et
d'interpolation coincident. Dans la suite on verra comment r�esoudre de mani�ere e�cace
le syst�eme lin�eaire AQu = b.

Avant de passer au cas des �el�ements triangulaires, on tient �a souligner les aspects
important de la m�ethode QSEM introduite ici pour d = 2. On d�e�nit, localement et par
produit tensoriel,

� l'�el�ement de r�ef�erence Q̂ = [ � 1; 1]2,

� l'ensemble desn = ( N + 1) 2 n�uds GLL ( � j ; � k), 0 � j; k � N , sur Q̂, qui sont
utilis�es �a la fois comme points d'interpolation et comme p oints de quadrature (avec
des poids appropri�es),

� des matrices de d�erivation d'une fonction par rapport aux variables r; s,

� une base orthonormale dansL 2(Q̂) pour QN (Q̂) compos�ee des polynômes de Leg-
endre,

� une base nodale pourQN (Q̂) compos�ee des polynômes de Lagrange associ�es aux
n�uds GLL dans Q̂,

et globalement,

� un maillage conforme sur 
 de quadrilat�eres Q,

� une famille d'applications f gQ : Q̂ ! QgQ2 � h �a matrice Jacobienne f JQgQ2 � h ,

� un produit discret sur 
 d�e�ni par (8).
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2.2 La m�ethode TSEM, Fekete-Gauss sur triangles

Consid�erons maintenant un �el�ement de r�ef�erence trian gulaire,

T̂ = f (r; s) : r; s � � 1; r + s � 0g; (10)

et soit PN (T̂ ) l'espace des polynômes d�e�nis surT̂ de degr�e total inf�erieur au �egal �a N .
Les points GLL ne sont connus que sur des domaines obtenus parproduit tensoriel �a
partir d'un intervalle de l'axe r�eel, et il n'est pas �evide nt de les d�e�nir sur une g�eom�etrie
quelconque, par exemple un triangle. �A d�efaut des points GLL, quels autres points
utiliser pour approcher la fonction u dans T̂ ? Comment calculer les d�eriv�ees deu par
rapport �a r et s sur T̂ ? Et encore, quelle formule de quadrature utiliser pour calculer
les int�egrales du probl�eme variationnel le plus pr�ecis�ement possible ?

Di��erentes strat�egies ont �et�e propos�ees, des plus sim ples comme celle de consid�erer
les points GLL deQ̂ contenus dansT̂ [83] ou de transporterQ̂ sur T̂ [73], aux plus sophis-
tiqu�ees bas�ees sur la minimisation d'une �energie [34, 64] (voir [35, 65] pour la dimension
3). Ici on s'int�eresse �a la m�ethode TSEM introduite dans [113, 119], bas�ee sur l'utilisation
des points du math�ematicien hongrois Michael Fekete (1886-1957) [114] comme points
d'interpolation sur T̂ . Dans [FR36] on pr�esente la m�ethode dans sa premi�ere version,
pour la perfectionner plus tard dans [FR37]. En voici les aspects essentiels.

Remarquons au pr�ealable que dans le cas de la m�ethodeTSEM, le rôle des polynômes
de Legendre est jou�e par les polynômes de Koornwinder-Dubiner (KD) [45] qui forment
une base orthogonale dePN . Sur le triangle de r�ef�erence T̂ , les polynômes KD suivants
sont orthonorm�es dans L 2(T̂ ), muni du produit scalaire ( f; g ) =

R
T̂ f (r; s) g(r; s) dr ds:

 ij (r; s) = cij P0;0
i (

2r + s + 1
1 � s

)(
1 � s

2
) i P2i +1 ;0

j (s); i; j � 0; i + j � N; (11)

o�u cij =
p

(2i + 1)( i + j + 1) =2 et P �;�
i (x) sont les polynômes de Jacobi [1]. Dans la

suite, ces polynômes seront not�es k , 1 � k � n = ( N + 1)( N + 2) =2, pour n'importe
quelle bijection entre les indicesi; j et k. On suppose cependant que le polynôme constant
est  1(r; s) = 1 =

p
2.

2.2.1 Les points de Fekete

Les points de Fekete sont li�es �a la recherche d'un ensemblede points optimaux pour
d�e�nir l'interpolant I N pour des fonctionsu 2 C0(T̂ ), c'est-�a-dire, des points caract�eris�es
par une faible constante de Lebesguejj I N jj1 (voir [34] pour une analyse sur la qualit�e
de l'interpolation polynomiale et le calcul de points presque optimaux sur un triangle).
Presque rien n'est connu �a ce sujet en dimension sup�erieure �a un. Or, bien que ne
minimisant pas la constante de Lebesgue, les points GLL sontsatisfaisants du point de
vue de l'interpolation sur quadrilat�eres ou hexa�edres.

Pour d�e�nir les points de Fekete, on consid�ere une base polynomiale f ' j gn
j =1 de

PN (T̂ ) et on construit la matrice V de Vandermonde avecVij = ' j (ŷ i ), 1 � i; j � n, o�u
les ŷ i sont n points quelconques deT̂ .
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D�e�nition 2.1 Pour une base polynomiale �x�ee dePN (T̂ ), les points de Feketef x̂ j gn
j =1

sont ceux qui maximisent le d�eterminant de la matrice de Vandermonde surT̂ .

Le calcul des points de Fekete n�ecessite la r�esolution d'un probl�eme d'optimisation
en haute dimension et n'est pas du tout trivial. Les points deFekete qu'on a utilis�es
dans la suite sont ceux calcul�es dans [114] jusqu'au degr�eN = 18.

Les points de Fekete sont une g�en�eralisation possible despoints GLL pour les do-
maines qui ne sont pas produit tensoriel d'intervalles. Ceci est li�e �a la proposition 2.2,
prouv�ee dans [51] pourd = 1 et dans [19] pour d > 1.

Proposition 2.2 Les points de Fekete co•�ncident avec les points GLL sur les produits
tensoriels d'intervalles.

Les principales propriet�es de ces points sont pr�esent�ees dans [18, 114]. On a notam-
ment:

(pr1) La d�e�nition des points de Fekete ne d�epend pas du choix de la base polynomiale
f ' j gn

j =1 . Un changement de base revient en e�et �a multiplier le d�eterminant par
une constante (qui est le d�eterminant de la matrice de changement de base).

(pr2) Les points de Fekete peuvent être d�e�nis pour tout domaine.

(pr3) Les polynômes de Lagrangè j associ�es �a ces points prennent la valeur maximale
en ces points,i.e., ` j (x̂) � 1, pour tout x̂ 2 T̂ .

(pr4) La formule de quadrature bas�ee sur ces points n'est exacte que dansPN (T̂ ).

(pr5) Les points de Fekete ne sont pas des points de Lebesgue (c'est-�a-dire, les points
qui minimizent la constante de Lebsegue). D'autre part, pour ces points on a
num�eriquement jj I N jj1 � N , contre une croissance exponentielle pour des points
�equidistribu�es.

(pr6) Les points de Fekete sur le bord deT̂ co•�ncident avec les GLL 1D (cette pro-
pri�et�e permet donc d'avoir des maillages conformes de triangles et de quadrilat�eres
m�elang�es, voir [76] pour une application en �elastodynamique). Pour un degr�e

d'interpolation N , on a n = ( N + 1)( N + 2) =2 points de Fekete surT̂ , avec N + 1
points sur chacun des côt�es deT̂ (i.e. 3N points de Fekete sur le bord deT̂ ).

Les points de Fekete sont utilis�es dans la m�ethodeTSEM comme points d'interpolation,
i.e., les fonctions de base de la m�ethodeTSEM sont les polynômes de Lagrangèj associ�es
�a ces points.
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2.2.2 Formules de quadrature

Les points de Fekete n'ont pas d'aussi bonnes propri�et�es que les points GLL vis-�a-vis
de la quadrature (voir (pr4)). Pourtant, une formule de quadrature de haute pr�ecision
est indispensable a�n de garder la \convergencehp" des m�ethodes SEM bas�ees sur des
formulations variationnelles. Cet aspect de la question a motiv�e des recherches dans deux
directions: d'un côt�e, on cherche un ensemble de points qui aient de bonnes propriet�es
d'interpolation et de quadrature sur T̂ [115, 123], d'un autre côt�e, on cherche �a developper
des formules de quadrature plus sophistiqu�ees [119]. Notre recherche se situe plutôt dans
le deuxi�eme cadre.

La premi�ere version de la m�ethode SEM sur triangles [113] �etudi�ee dans [FR36] est
bas�ee sur la formule de quadrature suivante:

I =
Z

T
u v �

nX

i =1

(u � gT )( x̂ i )(v � gT )( x̂ i )jJT (x̂ i )j! i ; (12)

avec! i =
p

2(V � 1)1i , 1 � i � n et gT : T̂ ! T une application de matrice JacobienneJT .
Ce r�esultat est minimal dans le sens que la formule (12) est exacte pour (u v) 2 P N (T̂ ).
Si la matrice de masse reste diagonale comme pour la m�ethodeQSEM, la \convergence
hp" de la m�ethode est perdue [FR37].

Une premi�ere am�elioration [FR36] peut être propos�ee dans le cas o�u l'application gT

est lin�eaire (le triangle T n'a donc que des côt�es droits et le jacobienjJT j est constant).
Soit f ûi gn

i =1 le spectre du polynôme interpolant deu � gT sur la base des polynômes KD
f  i gn

i =1 . Alors

I � j JT j(
nX

i =1

ûi  i ;
nX

j =1

v̂j  j ) = jJT j
nX

k=1

ûk v̂k :

Consid�erant que ` i (x) =
P n

j =1 V � t
ij  j (x), o�u V est la matrice de Vandermonde,

ûk = (
nX

i =1

ui ` i ;  k ) =
nX

i =1

ui (` i ;  k ); (` i ;  k ) = V � t
ik = V � 1

ki ;

o�u ui est la valeur deu � gT au i�eme point d'interpolation. On voit alors que

I � j JT j
nX

k=1

(
nX

i =1

ui V
� 1

ki )(
nX

j =1

vj V � 1
kj ) = jJT j

nX

i =1

ui

nX

j =1

vj

nX

k=1

V � 1
ki V � 1

kj :

Sous forme matricielle, on obtient donc la formule de quadrature suivante:

I � j JT j u t Wv ; W = V � t V � 1 (13)

Dans le cas lin�eaire, la formule (13) est exacte par construction (u et v dans PN ) pour
(uv) 2 P 2N . D'autre part, on remarque que la matrice de masse �el�ementaire n'est plus
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diagonale mais proportionnelle �a jJT jW . Dans le cas non-lin�eaire, le jacobien n'est plus
constant. Une premi�ere approche est bas�ee sur la d�e�nition de la matrice W comme
W = J1=2

T V � t V � 1J1=2
T avec JT = diagf J1; : : : ; Jn g, J i = JT (x̂ i ). Une approche plus

pr�ecise mais coûteuse est celle propos�ee dans [66] o�u lamatrice W d�epend de la forme
du triangle T. Ses �el�ements W kl =

R
T̂  k (x̂ )  l (x̂ ) JT (x̂ ) dx̂ sont calcul�es exactement �a

l'aide d'une sur-int�egration et m�emoris�es pour les tria ngles courbes.
Pour garder la \convergence de typehp" de la m�ethode SEM en pr�esence de trian-

gles courbes, nous avons propos�e de s�eparer l'ensemble des points d'interpolation de celui
des points de quadrature (m�ethode TSEM-3 dans [FR37]). Quels points de quadrature
utiliser alors dans T̂ ? Les formules de quadrature surT̂ bas�ees sur des points de Gauss
[38, 109, 118] ne sont pas connues ou accessibles pourN >> 1. Il est toujours possible
d'utiliser des formules de quadrature bas�ees sur des points de Gauss en adoptant une ap-
plication h : Q̂ ! T̂ , du quadrilat�ere de r�ef�erence Q̂ sur le triangle de r�ef�erence T̂. Cette
application est d�ecrite dans [73] pour d = 2 et d = 3. Il est aussi sugg�er�e d'utiliser les
points et les poids de quadrature associ�es avec le produit tensoriel de polynômes de Jacobi
J 1;0

i , 0 � i � NQ. Ces polynômes sont orthogonaux avec une fonction poids proportion-
nelle au jacobien de l'applicationh. Avec une telle formule de quadrature, les points ne
sont plus distribu�es de fa�con sym�etrique dans T̂ et leur nombre est maximal: (NQ + 1) 2

points sont n�ecessaire pour int�egrer exactement surT̂ polynômes de degr�eM = 2NQ + 1
selon chaque variable. Par ailleurs, il est possible de sous-int�egrer, c'est-�a-dire d'utiliser
une formule de quadrature exacte dansP2N � 3(T̂ ) plutôt que P2N (T̂ ), sans d�eteriorer la
pr�ecision spectrale de la m�ethodeTSEM : asymptotiquement, la d�ecroissance de l'erreur
reste exponentielle par rapport au degr�e N . Sur le triangle T̂ , on consid�ere donc la
formule suivante

(u; v)T̂ ;N =
mX

j =1

u(ŷ j )v(ŷ j )! j ; (14)

o�u f ŷ j gm
j =1 est l'ensemble des points de quadrature etm sa cardinalit�e. En g�en�eral, sur


,

(u; v)T

 ;N =

X

T 2 � h

mX

j =1

(u � gT )( ŷ j )(v � gT )( ŷ j )jJT (ŷ j )j! j : (15)

Le probl�eme variationnel discret s'�ecrit donc:

Trouver u 2 VT;N tel que aT;N (u; v) = ( f; v )T;N pour tout v 2 VT;N ; (16)

o�u la forme bilin�eaire aT;N (�; �) est obtenue �a partir de a(�; �) d�e�nie dans (3) en rem-
pla�cant l'int�egrale sur 
 par la formule de quadrature (15 ) et l'espace dicret est

V� = VT;N = f u 2 V : ujT � gT 2 P N (T̂ ); 8T 2 � hg:

Le probl�eme discret est �equivalent �a un syst�eme lin�eai re de la formeAT u = b o�u AT est
la matrice TSEM assembl�ee,b le vecteur tenant compte de la sourcef , et u le vecteur
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des inconnues qui sont les valeurs de la fonctionu aux points de Fekete internes �a 
 (on
rappelle que l'on consid�ere ici des conditions aux limitesde Dirichlet homog�enes). La
matrice AT est somme de deux matrices, une matrice de raideur qui tient compte de la
partie div grad du probl�eme discret, et une matrice de massequi tient compte de l'autre
terme. Cette deuxi�eme matrice n'est plus diagonale du faitque les n�uds de quadrature
ne co•�ncident plus avec les points d'interpolation.

2.2.3 Matrices de d�erivation

A�n de calculer les valeurs d'une fonction et de ses d�eriv�ees en des points dêT di��erents
des points d'interpolation, on est amen�e �a introduire une matrice d'interpolation et des
matrices de d�erivation. Soient donc f ŷ i gm

i =1 les points de quadrature sur T̂ o�u l'on
veut calculer la valeur et les d�eriv�ees d'une fonction u 2 P N (T̂ ) connue aux points
d'interpolation f x̂ j gn

j =1 (points de Fekete). On noteu le vecteur des valeursui = u(x̂ i ),
1 � i � n, et u0 le vecteur des valeursu0

i = u(ŷ i ), 1 � i � m. De même, on note
Vij =  j (x̂ i ) et V 0

ij =  j (ŷ i ) les �el�ements des deux matrices de Vandermonde construites
avec les polynômes KD pour les deux ensembles de points donn�es. On peut exprimer
le vecteur u0 en fonction du vecteur u en utilisant les composantes ^uj de u sur la base
des polynômes KD, c'est-�a-dire, en �ecrivant u(x̂ i ) =

P n
j =1 ûj  j (x̂ i ) =

P n
j =1 Vij ûj . Sous

forme matricielle, on a u = V û et alors u0 = V 0̂u = V 0V � 1u. Sur un triangle T
quelconque du maillage, �etant donn�e queT = gT (T̂ ), on aura la même relation entreu0

et u pourvu que ui = ( u � gT )( x̂ i ) et u0
i = ( u � gT )( ŷ i ).

Pour construire
D 0r

ij = @r ` j (ŷ i ); D 0s
ij = @s` j (ŷ i );

on ne peut pas proc�eder comme on le fait pour la m�ethodeQSEM, c'est-�a-dire, par
produit tensoriel d'op�erateurs monodimensionnels [97].On utilise une technique similaire
�a celle de la m�ethode FEM, qui s'appuie sur la composition d'op�erateurs bidimensionnels.
On utilise ici les polynômes KD  j exprim�es sur la base de Lagrange,

 j (x̂ ) =
nX

k=1

 j (x̂k )`k(x̂ ) =
nX

k=1

Vkj `k (x̂ )

et en di��erentiant ces polynômes par rapport �a r et s, et en les exprimant aux pointsŷ i ,
on obtient

D 0r = V 0r V � 1; D 0s = V 0sV � 1

o�u V 0r
ij = @r  j (ŷ i ). Une fois que les matricesD 0r et D 0s sont connues, on peut appliquer

la composition d'op�erateurs pour les avoir sur n'importe quel triangle T du maillage. Les
polynômes KD  j sont ici utilis�es car on calcule facilement leurs d�eriv�e es et la matrice
de Vandermonde �a inverser est bien conditionn�ee. On note que les matrices de d�erivation
D 0r et D 0s sont ici de dimensionm � n avec m � n, contre la taille (N + 1) � (N + 1)
de celles pour le quadrangle. Pour un r�esultat sur la complexit�e des calculs, voir par
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exemple [FR42], mais en gros on peut a�rmer que pour la m�ethode QSEM, grâce �a
la tensorisation, la complexit�e est O(N d+1 ), alors que pour la m�ethode TSEM, c'est
(malheureusement)O(N 2d).

2.2.4 R�esultats num�eriques pour la m�ethode TSEM :
pr�ecision et application �a l'�electromagn�etisme

La pr�ecision et les perfomances de la m�ethodeTSEM que l'on vient de d�ecrire, s'appuyant
sur deux ensembles distincts de points pour l'interpolation (Fekete) d'une part et la
quadrature (Gauss) de l'autre, ont �et�e �etudi�ees dans [F R37]. La \convergencehp" de
la m�ethode est conserv�ee même en pr�esence de triangles �a côt�es courbes (li�es donc au
triangle de r�ef�erence T̂ par une application gT non-lin�eaire).

Dans [FR36], la m�ethode TSEM a �et�e utilis�ee pour r�esoudre le probl�eme (ext�erie ur,
en deux dimensions) de di�raction d'une onde plane par un obstacle conducteur [88]. Il
s'agit d'un probl�eme tr�es classique de propagation d'ondes qui permet de tester/valider
une m�ethode num�erique donn�ee, dans notre cas la m�ethodeTSEM. L'id�ee �a la base de
cette application est la possibilit�e d'exploiter l'aspect \spectral" de la m�ethode TSEM,
qui porte, pour une erreur �x�ee de � 10%, �a utiliser un nombre \petit" (4 ici) d'�el�ements
par longueur d'onde, �a la di��erence des 10 n�ecessaires dans une approche FEM classique.
On consid�ere donc un obstacle 
c deR2 de forme carr�ee centr�e �a l'origine des axes du plan
cart�esien, en position oblique de� �

4 par rapport aux axes, sur lequel va se di�racter une
onde harmonique en temps qui se propage avec une vitesse constante c dans la direction x.
En partant de l'�equation d'ondes @2

t U � c2� U = 0, on cherche la solutionU harmonique
en temps, combinaison de l'onde incidente et de celle di�ract�ee U(t; x) = Re[ei (k �x � !t ) +
u(x)e� i!t ] (seule la composante r�eelle a une signi�cation physique). Alors, l'amplitude
u de l'onde di�ract�ee est solution de l'�equation de Helmhol tz � � u � j k j2u = 0, o�u
jk j = !=c est le nombre d'onde. Le probl�eme ext�erieur �etant pos�e d ans un milieu ouvert,
on introduira un bord arti�ciel � A , de forme simple (un cercleD(0; R) de rayon R centr�e
�a l'origine des axes), de normale ext�erieure sortanten, entourant l'obstacle, sur lequel on
imposera des conditions aux limites absorbantes d'ordre un[49]. De plus, en exploitant
la sym�etrie du probl�eme, on ne consid�ere que la portion du domaine ext�erieur �a l'obstacle
contenu dansf (x; y); y � 0g\ D (0; R) et on appelle 
 le domaine compris entre le bord de
l'obstacle � D , le bord arti�ciel � A , et le bord de symm�etrie � N . Le probl�eme �a r�esoudre
est le suivant:

� � u � j k j2u = 0 ; dans 
 ;
u(x) = � ei k �x ; sur � D ;
@yu = 0 ; sur � N ;
@nu = i jk ju; sur � A :

(17)

Le probl�eme (17) est bien pos�e [88]. Une di�cult�e dans le t raitement num�erique de
(17) est li�ee au fait que la solution u est une fonction �a valeurs complexes, �a cause des
conditions aux limites sur � D et � A . La taille du probl�eme discret �a r�esoudre d�epend du
degr�e d'approximation polynomiale N dans chaque triangle du maillage (les points de
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Fekete correspondants constituent le \micromaillage") et du nombre total de triangles
dans le maillage de �
 (appel�e \macromaillage"). Même en l'absence d'une solution
analytique pour ce probl�eme, on a e�ectu�e une �etude de l'erreur en choisissant comme
solution de r�ef�erence celle obtenue pourN grand (N = 15) sur un macromaillage assez
�n (nombre total d'inconnues � 104). �A partir des r�esultats obtenus, on peut conclure
que le choix correct deN d�epend de la �nesse du macromaillage et de la longueur d'onde
� = 2�

jk j .
En ce qui concerne la m�ethodeTSEM, on a pu appr�ecier la grande 
exibilit�e de la

m�ethode due �a l'introduction des matrices de d�erivation , qui permettent de calculer les
d�eriv�ees aux points de quadrature de fonctions connues aux points d'interpolation, aspect
nouveau dans le cadre des m�ethodes SEM. De plus, on a la possibilit�e de sous-int�egrer,
obtenant ainsi des matrices de d�erivation de taille plus petite. La mise en �uvre de la
m�ethode TSEM change peu par rapport �a celle d'une m�ethode FEM classique. Le point
faible de la m�ethode TSEM est le mauvais conditionnement de la matrice du syst�eme
lin�eaire �a r�esoudre vis-�a-vis du degr�e d'approximati on polynomiale N . Cet aspect nous
a pouss�e �a l'�etude de pr�econditionneurs pour la matrice AT [FR24, FR41, FR42], comme
on le d�ecrira dans la suite. L'�etude et le d�eveloppement de pr�econditionneurs pour les
syst�emes alg�ebriques �emanant des approximations SEM et plus g�en�eralement d'ordre
�elev�e est un sujet tr�es actif �a l'heure actuelle. Des alg orithmes tr�es performants ont �et�e
construits et analys�es pour la m�ethode QSEM (voir par exemple [93, 119, 32, 42]), alors
que dans le cas de la m�ethodeTSEM ou d'autres s'appuyant sur des �el�ements qui ne
sont pas produit tensoriel d'intervalles, de nombreux probl�emes restent ouverts.

2.3 R�esolution du syst�eme lin�eaire pour QSEM et TSEM

L'e�cacit�e de la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire d�ep end grandement du nombre de
conditionnement de la matrice �a inverser. On rappelle que le nombre de conditionnement
d'une matrice carr�ee inversible A, que l'on notera � (A), est la racine carr�ee du quotient
de la plus grande valeur singuli�ere deA �a la plus petite. Lorsque la matrice A est
sym�etrique d�e�nie positive, comme c'est le cas ici pour AQ et AT , � (A) co•�ncide avec le
quotient de la plus grande valeur propre deA �a la plus petite.

Proposition 2.3 Pour le probl�eme de Poisson en dimension deux avec condition au
bord de type Dirichlet, la matrice de raideur K Q de la m�ethode QSEM a un nombre de
conditionnement O(N 3h� 2), o�u h est la taille des quadrilat�eres du maillages etN le
degr�e d'approximation polynomiale [84].

Un pr�econditionnement de la matrice K Q est donc n�ecessaire pour la r�esolution rapide
du probl�eme discret. Les premiers travaux sont pr�esent�es dans [89]: le pr�econditionneur
est donn�e par une matrice de di��erences �nies centr�ees sur un maillage compos�e des
n�uds GLL. Plus tard, dans [40, 42], il a �et�e propos�e d'uti liser une matrice des �el�ements
�nis lin�eaires ou bilin�eaires, K h , appliqu�ee sur un maillage de 
 ayant comme sommets les
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n�uds GLL de 
. Ce type de pr�econditionneur a �et�e g�eneral is�e dans la suite [27, 41, 98]
et son e�cacit�e tient au r�esultat suivant:

Proposition 2.4 Les matrices K Q et K h sont spectralement �equivalentes, c'est-�a-dire
que le nombre de conditionnement de la matriceK � 1

h K Q est optimal3, uniform�ement
born�e ind�ependamment du degr�e d'approximation polynomiale N et de la taille h des
�el�ements spectraux (quadrilat�eres) [29].

Pour la m�ethode TSEM, on a le r�esultat num�erique suivant:

Conjecture 2.5 Pour le probl�eme de Poisson en dimension deux avec condition au bord
de type Dirichlet, la matrice de raideur K T de la m�ethode TSEM pr�esente un nombre
de conditionnement O(N 4h� 2), o�u h est la taille des triangles du maillage etN le degr�e
d'approximation polynomiale [FR36].

Le comportement O(N 4) du nombre de conditionnement par rapport au degr�e N pour
K T est moins bon que celui deK Q mais reste acceptable. En e�et, dans [71], on prouve
que le nombre de conditionnement de la matrice associ�ee �a une m�ethode hp-FEM est
O(N 4(d� 1) ) o�u d est la dimension de l'espace. Le probl�eme avec la m�ethodeTSEM est
que la proposition 2.4 n'est plus valable pourK T , c'est-�a-dire, la matrice K h d'�el�ements
�nis lin�eaires sur triangles ayant comme sommets les points de Fekete d'un maillage de

 n'est plus un pr�econditionneur optimal pour K T (� (K � 1

h K T ) = O(N ), voir [119]). On
a donc4 �etudi�e d'autre types de pr�econditionneurs issus de la d�ecomposition de domaine.

Par d�ecomposition de domaine on entend la reformulation duprobl�eme initial (ou de
son approximation) en un ensemble de probl�emes coupl�es sur des domaines plus petits,
qui forment une partition du domaine 
 original. Cette refor mulation peut se faire au
niveau de la discr�etisation (m�ethode de type mortar, mail lages non-conformes, dont un
exemple est trait�e dans le dernier chapitre de ce m�emoire,couplage d'�el�ements h et p)
ou au niveau de la r�esolution du syst�eme alg�ebrique (pr�e conditionnement, dont on parle
ici) qui vient de l'approximation de l'EDP. En ce qui concerne le pr�econditionnement
des syst�emes lin�eaires, les m�ethodes de d�ecompositionde domaines appartiennent �a deux
groupes, selon le type de partition en sous-domaines [107]:avec recouvrement (m�ethodes
de type Schwarz) ou sans recouvrement (m�ethodes �asous-structures). Pour compl�eter les
solveurs locaux sur les sous-domaines, un solveur grossierdoit g�en�eralement être ajout�e
au pr�econditionneur, a�n que le taux de convergence soit ind�ependant du nombre de
sous-domaines (m�ethodescalable).

3Un pr�econditionneur F peut être d�e�ni comme optimal si � (F K ) d�epend \faiblement" du param�etre
h de discr�etisation spatiale. En g�en�eral, une d�ependanc e de la forme O

�
(1 + log( 1

h )) �
�
, avec � \pe-

tit", est consid�er�ee faible. Les techniques de d�ecompos ition de domaine permettent de d�e�nir de tels
pr�econditionneurs.

4En collaboration avec Luca Pavarino et Elena Zampieri , professeurs au D�epartement de
Math�ematiques de l'Universit�a degli Studi di Milano, Ita lie. La collaboration avec M. Pavarino et Mme
Zampieri, a �et�e indispensable pour m'initier aux pr�econ ditionneurs issus de la d�ecomposition de domaine.
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2.3.1 Pr�econditionneur de type Schwarz pour QSEM et TSEM

On va maintenant revoir les aspects essentiels de la construction d'un pr�econditionneur
de type Schwarz pour les matricesAQ et AT (pour une introduction g�en�erale �a ce sujet,
voir [97, 116, 107, 44]). On a

�
 = [ k=1 ;K �
 k

avec 
 k � Q (resp. T), Q(T) �el�ements d'un maillage � h, et on rappelle que la partition
en sous-domaines est conforme. SiH d�enote la taille maximale des sous-domaines 
k et
h celle des �el�ements (T ou Q) dans les sous-domaines, le cas de sous-domaines compos�es
d'un seul �el�ement spectral, �etudi�e pour TSEM dans [FR24], se traduit parH = h (l'autre
cas, �etudi�e pour TSEM dans [FR42], �etant H > h ).
QSEM . Le maillage grossier� 0 sur 
 est compos�e des quadrilat�eres 
 k sur lesquels on
utilise une m�ethode d'�el�ements �nis bilin�eraires (de d egr�e N = 1 en chaque direction)
pour obtenir le probl�eme grossier. Le maillage �n � N est d�e�ni par les points GLL de
chaque quadrilat�ere 
 k . On construit la partition de 
 en sous-structures, en �elar gissant
les 
 k �a des sous-domaines 
0k plus grands incluant tous les points de� N qui sont dans

 k et dans les �el�ements voisins mais �a une certaine distancede 
 k . On mesure cette
distance par le nombre� de points GLL qui �etendent 
 k dans chaque direction (on parle
ainsi de recouvrement partiel de taille � , voir par exemple [31, 52, 53, 74]).
TSEM . Le maillage grossier� 0 sur 
 est compos�e des triangles 
 k sur lesquels on utilise
une m�ethode d'�el�ements �nis lin�eaires (de degr�e total N = 1) pour obtenir le probl�eme
grossier. Le maillage �n � N est d�e�ni par les points de Fekete de chaque triangle 
 k . On
construit la partition de 
 en sous-structures, en �elargis sant les 
 k �a des sous-domaines

 0

k plus grands incluant tous les triangles 
 j 6= 
 k qui partagent avec 
 k un sommet
ou une arête (on parle ainsi de recouvrement total). Deux remarques: (i) on ne sait pas
d�e�nir pour les points de Fekete un recouvrement partiel simple, du fait que ces points ne
sont pas distribu�es de fa�con tensorielle dans les 
k ; (ii) un recouvrement total incluant
moins d'�el�ements (par exemple seulement les 
 j qui partagent avec 
 k une arête) n'est
pas satisfaisant num�eriquement.

Le pr�econditionneur de type Schwarz est alors bas�e sur (a)la r�esolution du probl�eme
grossier avec �el�ements �nis V0 lin�eaires (pour la m�ethode TSEM) ou bilin�eaires (pour la
m�ethode QSEM) sur le maillage� 0, (b) la r�esolution de K probl�emes locaux dans l'espace
V associ�es aux sous-domaines 
0k . Pour le pr�econditionneur grossier, on a besoin de
d�e�nir une matrice de restriction R0 du maillage �n au maillage grossier et une matrice
de raideur A0 pour la r�esolution du probl�eme grossier sur � 0. Soient f � H

i gi =1 ;nH une base
de V0, f � h

j gj =1 ;nh une base deV et f xh
j gj =1 ;nh les points du maillage �n. Dans notre cas

V0 � V , alors on a

� H
i (x) =

nhX

j =1

r ij � h
j (x) avec r ij := � H

i (xh
j );

et l'op�erateur Rt
0 : V0 ! V a par �el�ements les valeurs r ij (il repr�esent une interpolation
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lin�eaire d'une fonction d�e�nie sur � 0 au points du maillage� N ). La matrice A0 est donn�ee
par R0AR t

0 o�u A co•�ncide avecAT ou AQ selon le cas consid�er�e.
Pour le pr�econditionneur �n, on a besoin des matrices de restriction Rk aux sous-

domaines 
 0
k et des matrices de raideur locales pour la r�esolution du probl�eme local dans


 0
k avec des conditions de type Dirichlet homog�enes sur@
 0

k (on rappelle queu = 0 sur
@
). La forme additive du pr�econditionneur de type Schwarz s '�ecrit comme suit:

FOS = Rt
0A � 1

0 R0 +
KX

k=1

Rt
kA � 1

k Rk : (18)

Le terme Rt
0A � 1

0 R0 est la partie grossi�ere du pr�econditionneur qui se charged'�eliminer
les composantes basse fr�equence de l'erreur, et le terme

P K
k=1 Rt

kA � 1
k Rk est la partie

�ne du pr�econditionneur qui se charge localement dans les sous-domaines d'�eliminer les
composantes haute fr�equence de l'erreur. Des variantes multiplicatives ou hybrides de ce
pr�econditionneur sont donn�ees dans [107] et [116]. Le r�esultat suivant est prouv�e dans
[116] et bas�e sur la th�eorie d�evelopp�ee dans [31]:

Proposition 2.6 Le nombre de conditionnement de la matriceFOS AQ pour la m�ethode
QSEM v�eri�e

� (FOS AQ) � C(1 +
H
� ? ); � ? =

K
min
k=1

f dist(@
 k ; @
 0
k )g

o�u la constante C ne d�epend pas deN; H; h; � .

Dans le cas d'un recouvrement minimal,� = 1 et � ? � h=N 2 (en e�et le deuxi�eme point
de quadrature est �a une distance 1=N2 du bord de l'�el�ement), le r�esultat de la proposition
2.6 devient

� (FOS AQ) � C(1 +
H
h

N 2);

c'est-�a-dire, le nombre d'it�erations augmente comme N pour une valeur �x�ee de H=h,
alors qu'il se comporte comme

p
H=h pour une valeur �x�ee de N . Dans le cas d'un

recouvrement total, � = N et � ? = h, le r�esultat de la proposition 2.6 devient

� (FOS AQ) � C(1 +
H
h

);

c'est-�a-dire, le nombre d'it�erations ne d�epend plus de N et se comporte comme
p

H=h
pour une valeur �x�ee de N . La même limitation reste valable aussi dans le cas o�u le coef-
�cient � du probl�eme elliptique consid�er�e est discontinu (voir l es r�esultats obtenus dans
[FR42]). La preuve de la proposition 2.6 est bas�ee sur la propri�et�e d'�equivalence spectrale
de la proposition 2.4 entre les matrices (de raideur et de masse) de la m�ethode QSEM
et celles de la m�ethode FEM bas�e sur les n�uds GLL. Dans le cas TSEM, la propri�et�e
d'�equivalence spectrale n'est plus valable et on ne connait pas des pr�econditionneurs
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avec recouvrement partiel entre les sous-domaines. Dans lecas des m�ethodeshp-FEM
sur un maillage non-structur�e d'un domaine qui n'est pas produit tensoriel d'intervalles,
les bornes sur le nombre de conditionnement pr�esent�ees (voir [31, 91]) ne sont plus val-
ables. On peut toujours construire des pr�econditionneursavec recouvrement total comme
on l'a indiqu�e et les r�esultats num�eriques dans [FR24, FR 42] montrent que ce type de
pr�econditionneur est optimal et scalable. On peut donc conjecturer un r�esultat similaire
�a la proposition 2.6 pour la m�ethode TSEM.

Conjecture 2.7 Dans le cas d'un recouvrement total (� ? = h), le nombre de condition-
nement de la matriceFOS AT pour la m�ethode TSEM v�eri�e

� (FOS AT ) � C(1 +
H
h

);

o�u la constante C ne d�epend pas deN; H; h .

2.3.2 Pr�econditionneur �a sous-structures pour TSEM

Dans cette section on va pr�esenter la construction d'un pr�econditionneur �a sous-structures,
de la famille Neumann-Neumann (NN), pour la matrice AT (on renvoie �a [116, 107]
pour une introduction g�en�erale sur ce type de pr�econditi onneur, �a [92, 94] pour le cas
d'�el�ements spectraux sur quadrilat�eres, et �a [16] pour le cas de la m�ethode p-FEM).
On consid�ere le cas o�u chaque �el�ement T du maillage � h sur 
 est un sous-domaine.
L'id�ee de base est d'�ecrire le syst�eme Su � = f du compl�ement de Schur pour les incon-
nues associ�ees aux points de Fekete qui sont sur le squelette de la d�ecomposition (ici
r�epresent�e par l'ensemble des arêtes internes du maillage). Ce syst�eme est r�esolu par
une m�ethode de gradient conjugu�e pr�econditionn�e (PCG) et on calcule les inconnues as-
soci�ees aux points de Fekete internes �a chaque sous-domaine de fa�con ind�ependante d'un
domaine �a l'autre. Le pr�econditionneur consid�er�e est l e Balancing Neumann-Neumann �a
deux niveaux (BNN), compos�e d'une partie �ne, qui est le pr�econditionneur Neumann-
Neumann �a un niveau, qui �elimine la d�ependance du nombre de conditionnement par
rapport au degr�e N de l'approximation polynomiale, auquel s'ajoute une partie grossi�ere
qui �elimine la d�ependance par rapport au nombre d'�el�eme nts. En voici les aspects essen-
tiels de la construction.

Soit �
 = [ k=1 ;K �
 k avec 
 k \ 
 j = ; pour k 6= j , et le squelette de la d�ecomposition
� = [ k=1 ;K

�@
 k n �@
. On suppose que les sauts �a l'int�erieur de 
 du coe�cient �
du probl�eme elliptique consid�er�e (1) soient align�es av ec les bords des sous-domaines 
k

et que, pour simplicit�e, dans chaque sous-domaine 
k le coe�cient � aye une valeur
constante � j 
 k

= � k > 0. On note h et H les diam�etres maximaux respectivement des
triangles du maillage et des sous-domaines de 
. On utilise l'indice I pour noter le bloc
d'inconnues associ�ees aux points de Fekete internes �a chaque sous-domaine 
k , et l'indice
B pour noter le bloc associ�e aux points de Fekete qui sont sur le squelette �. Le syst�eme
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AT u = b a la forme �
A II A IB

ABI ABB

� �
u I

uB

�
=

�
b I

bB

�
:

Si la matrice A II est inversible, on peut �eliminer les variablesu I et �ecrire un nouveau
syst�eme pour le bloc uB , donn�e par

SuB = f ; S = ABB � ABI A � 1
II A IB ; f = bB � ABI A � 1

II b I :

La matrice S du compl�ement de Schur est de taille plus petite queAT et est mieux
conditionn�ee, comme l'atteste la proposition suivante :

Proposition 2.8 Le nombre de conditionnement de la matriceS pour la m�ethode FEM
d'ordre un v�eri�e

� (S) � C
1

hH
o�u la constante C ne d�epend pas deH; h .

Si chaque �el�ement spectral est un sous-domaine, on a� (S) � C(N )
h2 . En tenant compte

du fait que les points de Fekete sur les arêtes du maillage sont des points GLL, le
comportement de C(N ) est �etabli dans [84]. Dans cet article, il est montr�e que, pour
un maillage de triangles ou quadrilat�eres, si les fonctions de base sont des polynômes de
Lagrange et les points auxquels elles sont associ�ees sur les arêtes ou les sommets sont de
points GLL, alors C(N ) � N . Par cons�equent, on peut �enoncer la proposition suivante:

Proposition 2.9 Pour l'approximation du probl�eme (1) par la m�ethode TSEM, le nom-
bre de conditionnement de la matriceS v�eri�e

� (S) � C
N
h2

o�u la constante C ne d�epend pas deN; h.

Il s'av�ere donc qu'en consid�erant seulement la matrice S plutôt que AT on a d�ej�a une
am�elioration importante du nombre de conditionnement vis-�a-vis du degr�e N . On re-
marque que si dans la proposition 2.8 on poseh = H=N , qui est une taille moyenne pour
les �el�ements du micromaillage associ�e aux points de Fekete (ou de GLL), et qu'ensuite
on utilise la notation h pour le diam�etre des �el�ements spectraux, on retrouve le r�esultat
de la proposition 2.9.

Le pr�econditionneur BNN �a deux niveaux pour la matrice S est construit par �etapes.

(i) Le pr�econditionneur NN �a un niveau est donn�e par

FNN =
KX

k=1

Rt
kDkSy

kDkRk ;
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o�u Sk est la matrice du compl�ement de Schur pour le sous-domaine 
k et Sy
k sa

pseudo-inverse,Rk est la matrice (faite de 1 et de 0) de restriction aux points
de Fekete sur@
 k , D i est une matrice diagonale dont les �el�ements sont �egaux �a
� y

k (x) au point x 2 @
 k , � y
k �etant la fonction inverse de � k (x) = (

P
j 2N x

� j )=� k ,
8x 2 @
 k \ �, avec Nx = f j : x 2 @
 kg. Dans le cas de la m�ethode FEM d'ordre
un, on a [116]:

Proposition 2.10 Le nombre de conditionnement de la matriceFNN S pour la
m�ethode FEM d'ordre un v�eri�e

� (FNN S) �
C

H 2 (1 + log(
H
h

))2

o�u la constante C ne d�epend pas deH et h.

Pour la m�ethode TSEM et avecH = h on peut s'attendre �a avoir la borne suivante
comme montr�e par les r�esultats num�eriques obtenus [FR41].

Conjecture 2.11 Le nombre de conditionnement de la matriceFNN S pour la
m�ethode TSEM v�eri�e

� (FNN S) �
C
h2 (1 + log(N ))2

o�u la constante C ne d�epend pas deh et N .

Ce r�esultat est vrai pour la m�ethode QSEM, comme prouv�e dans [92]. La d�ependance
O(h� 2) du nombre de conditionnement est typique en l'absence d'unpr�econditionneur
grossier. C'est pour �eliminer cette d�ependance qu'on consid�ere un algorithme de
type balancing.

(ii) Le pr�econditionneur BNN �a deux niveaux [80] est donn�e par

FBNN = F0 + ( I � F0S)FNN (I � F0S)

o�u la partie �ne (additive) est donn�ee par FNN et la partie grossi�ere (multiplicative)
par

F0 = Rt
0S� 1

0 R0 avec S0 = R0SRt
0:

La matrice de restriction R0 est telle que (R0)� 1
ij donne le nombre d'�el�ements qui

partagent le point j de l'�el�ement i . Si l'on consid�ere un vecteur v de valeurs aux
points sur �, R0v est un vecteur de taille �egale au nombreK de sous-domaines,
et dont la composante k-�eme est la somme pond�er�ee des composantes dev as-
soci�ees aux points de � \ @
 k . La matrice S0 de taille K est, en g�en�eral, sin-
guli�ere. Pour d�e�nir S� 1

0 on a plusieurs strat�egies: celle qu'on a consid�er�ee porte
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sur l'�elimination d'un sous-domaine et on construit donc une matrice S0 de taille
K � 1. Le pr�econditionneur BNN �a deux niveaux est souvent appliqu�e �a l'aide
d'un algorithme �a trois pas, o�u un+1  (un ; un+1 =3; un+2 =3) et le terme \balanc-
ing" vient du fait que le calcul de un+1 =3 et un+1 �equilibre la moyenne de u sur
chaque sous-domaine. La correction sur la grille grossi�ere a par e�et d'enlever la
partie constante de l'erreur de chaque sous-domaine �a chaque it�eration [107]. Dans
le cas de la m�ethode des �el�ements �nis d'ordre un, on a [116]:

Proposition 2.12 Le nombre de conditionnement de la matriceFBNN S pour la
m�ethode FEM d'ordre un v�eri�e

� (FBNN S) � C(1 + log(
H
h

))2

o�u la constante C ne d�epend pas deH , h.

Pour la m�ethode TSEM on peut s'attendre �a avoir la borne suivante comme montr�e
par les r�esultats num�eriques obtenus [FR41].

Conjecture 2.13 Le nombre de conditionnement de la matriceFBNN S pour la
m�ethode TSEM v�eri�e

� (FBNN S) � C(1 + log(N ))2

o�u la constante C ne d�epend pas deN et H .

2.3.3 M�ethode p-multigrille pour TSEM

Une autre possibilit�e de r�esolution rapide pour le syst�e me lin�eaire AT u = b est celle
d'utiliser une m�ethode multigrille 5 par rapport au degr�e d'approximation N et pas �a la
taille h des �el�ements. Les m�ethodes it�eratives classiques sontessentiellement des lisseurs,
i.e., elles �eliminent assez rapidement les composantes �a haute fr�equence de l'erreur. Pour
les autres composantes, on peut penser �a passer sur un maillage plus grossier, sur lequel
les basses fr�equences deviennent des hautes fr�equences et peuvent ainsi être �elimin�ees.
L'id�ee de base du multigrille est donc de combiner di��eren ts m�ethodes/niveaux pour
obtenir un algorithme qui soit e�cace sur tout le spectre de l'erreur (voir par exemple
[121] et les r�ef�erences qui y sont indiqu�ees). Dans l'approche p-multigrille pr�esent�ee ici,
les di��erents niveaux sont obtenus en consid�erant di��er ents degr�es d'approximation poly-
nomiale sur un même maillage de�
. Les premiers travaux sur le sujet pour la m�ethode
QSEM ont �et�e pr�esent�es dans [100, 78, 103] et r�ecemment appliqu�es en CFD dans [53].
On s'int�eresse ici au casTSEM, pour lequel on a analys�e di��erents type d'op�erateur s de
restriction/prolongement entre les niveaux, di��erents l isseurs et di��erentes constructions

5En collaboration avec Victorita Dolean-Maini , MdC �a l'Universit�e de Nice Sophia-Antipolis, FR.



27

du syst�eme aux niveaux autres que le �n. On pr�esente les r�esultats de cette analyse
qui est d�etaill�ee dans [FR25, FR45]. Pour l'�ecriture des algorithmes, on consid�ere deux
niveaux d'approximation, en sachant que la même approche marche avec un nombre
quelconque de niveaux. Les indicesc et f sont utilis�es pour indiquer le niveau grossier
et le niveau �n, qui sont li�es, respectivement, �a un bas et haut degr�e d'approximation
polynomiale. Pour le niveau grossier,Nc est le degr�e d'approximation dans chaque trian-
gle du maillage, f xc

i g
nc
i =1 est l'ensemble des points de Fekete etf ' c

i g
nc
i =1 les polynômes de

Lagrange associ�es. De même, pour le niveau �n, on aura, respectivement, N f , f x f
i g

n f
i =1

et f ' f
i g

n f
i =1 , avec N f > N c.

Lisseur . Algorithme de Gauss-Seidel.
Le choix de faire 2� 4 it�erations d'un algorithme de Gauss-Seidel �a chaque niveau

sauf le plus grossier (o�u l'on r�esout exactement le syst�eme) est bas�e sur l'�etude th�eorique
et num�erique men�ee dans [FR25].

Op�erateur de prolongement . P de type interpolatoire.
L'utilisation du polynôme d'interpolation pour d�e�nir l 'op�erateur de prolongement

est assez naturelle dans le cadre des m�ethodes SEM. On peut �ecrire

uf (x f
i ) =

ncX

j =1

uc(xc
j )'

c
j (x f

i ) ; 1 � i � nf

o�u uc (resp. uf ) repr�esente uN c (resp. uN f ). Sous forme matricielle, l'op�erateur de
prolongement P s'�ecrit comme suit:

u f = P uc ; [P ]ij = ' c
j (x f

i ) :

On remarque que les valeurs deu f aux points de bord d�ependent seulement des valeurs
de uc aux points de bord. En e�et, on a N +1 points de Fekete sur chaque côt�ea de T̂ et
les polynômes de Lagrange associ�es aux autres points (de bord et internes) s'annulent sur
a. L'op�erateur P poss�ede donc une structure particuli�ere: si l'on num�erote en premier
les points de bord et apr�es les points internes,

P =
�

PBB 0
PIB PII

�
(19)

o�u les indices B et I sont utilis�es pour indiquer ce qui est sur le bord et ce qui est
�a l'int�erieur. L'op�erateur P est donc une matrice de taillenf � nc o�u le bloc PBB a
la dimension 3N f � 3Nc. Dans un algorithme multigrille, l'op�erateur de prolonge ment
s'applique au vecteurec de l'erreur sur le niveau grossier pour donner la correctionau
niveau �n ef = Pec. Les composantes deef associ�ees aux points de bord dependent
donc seulement des composantes deec aux points de bord.

Op�erateur de restriction . R = P t .
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Si l'on utilise une m�ethode variationnelle pour approcher la solution du probl�eme
donn�e (1), on discr�etise la forme faible (2) dans laquelleon voit apparâ�tre des produits
L 2(T̂ ). En tenant compte de ceci, il est assez naturel de d�e�nir l'op�erateur de restriction
comme �etant le transpos�e de l'op�erateur de prolongement. En e�et, on a:

(uf ; ' c
i ) = ( uf ;

n fX

j =1

' c
i (x

f
j )' f

j ) =
n fX

j =1

' c
i (x

f
j )(uf ; ' f

j ); [R]ij = ' c
i (x

f
j );

et donc R = P t . Dans une approche de type multigrille, l'op�erateur de restriction est
appliqu�e au r�esidu r f sur le niveau �n pour donner un vecteur bc = Rr f sur le niveau
grossier. �Etant donn�ee par transposition, la structure de l'op�erat eur de restriction est
telle que les composantes debc associ�ees aux points internes dependent des composantes
de r f associ�ees aux points internes uniquement.

Matrice aux niveaux autres que le plus �n . Obtenue par aggr�egation de la matrice
au niveau le plus �n.

La matrice Ac du syst�eme �a un niveau autre que le plus �n peut être construite soit
directement, comme pour la matriceAT du niveau �n [100], soit par ce qu'on appelle
aggr�egation de AT , i.e., Ac = RAT P. Cette op�eration d'aggr�egation est �a faire sur
la matrice AT avant de prendre en compte les conditions au bord. On remarque que
les conditions au bord pour les probl�emes associ�es aux niveaux autres que le plus �n
doivent être prises du même type que celles pour le probl�eme initial au niveau �n, mais
homog�enes.

On remarque aussi que la construction deAc par aggr�egation est coh�erente avec la
d�e�nition par transposition de l'op�erateur de restricti on. On peut facilement v�eri�er
(voir les d�etails dans [FR45]) que si AT est sym�etrique d�e�nie positive et Ac = RAP ,
R = P t , alors ec, tel que Acec = Rr f , est solution du probl�eme suivant: minimiser

� (u � ) =
1
2

(Au � ; u � ) � (b; u � ) (20)

sous la contrainte u � = u f + Pec :

La m�ethode p-multigrille ainsi d�e�nie a �et�e test�ee pour la r�esolut ion du syst�eme
lin�eaire AT u = b associ�e au probl�eme � � u + u = f dans 
 avec di��erents types de
conditions au bord et discr�etis�e par m�ethode TSEM sur maillages structur�es et non-
structur�es. Des r�esultats obtenus, on peut tirer les conclusions suivantes :

1. Pour un maillage donn�e, le taux de convergence de la m�ethodep-multigrille d�epend
essentiellement du degr�e d'approximation polynomialeN f sur la grille la plus �ne.

2. Pour un degr�e donn�e d'approximation polynomiale N f sur la grille la plus �ne,
le taux de convergence ne d�epend ni du nombre de niveaux (permettant donc de
r�esoudre exactement le syst�eme grossier pourNc = 1), ni du type de maillage
(structur�e ou pas), ni du nombre d'�el�ements du maillage, ni du type de conditions
au bord.
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3. Tout en conservant le nombre de degr�es de libert�e, �xer le nombre d'�el�ements du
maillage et augmenter le degr�e N f est plus cher en temps CPU que l'approche
duale pour laquelle on gardeN f �x�e (bas) et l'on augmente le nombre d'�el�ements
du maillage. De plus, le temps CPU pour unp-multigrille �a trois niveaux est
l�eg�erement sup�erieur �a celui demand�e par un p-multigrille �a deux niveaux.

2.4 Conclusions et perspectives

En premier lieu, les r�esultats num�eriques pour la m�ethod e TSEM ont �et�e obtenus �a partir
de codes en Fortran90 que j'ai d�evelopp�es moi-même. Beaucoup reste �a faire au niveau
th�eorique. Les points de Fekete, vu leur distribution non-cart�esienne �a l'int�erieur de
T̂ , sont di�ciles �a manier. Une possibilit�e reste de tester/ trouver d'autres points pour
lesquels une esquisse d'analyse soit possible, et c'est bien le sujet sur lequel je me penche
ces derniers temps.

Du côt�e des pr�econditionneurs, on voudrait �etendre aux m�ethodes TSEM deux ap-
proches parmi les plus r�ecentes (et importantes) m�ethodes de d�ecomposition de domaine
en sous-domaines sans recouvrement, le BDDC (Balancing Domain Decomposition by
Constraints, [43, 81, 82]) et le FETI-DP (Dual-Primal Finit e Element Tearing and In-
terconnecting, [50, 75]), d�ej�a �etudi�ees dans [95] pour les m�ethodes QSEM.

Pour compl�eter le cadre, il reste �a voir ce qu'on peut faire en trois dimensions
d'espaces et l'application de la m�ethodeTSEM �a un probl�eme concret, voir en CFD 6 ou
en �elastodynamique, domaines d'utilisation par excellence des m�ethodes SEM.

6Co-encadrement de la th�ese de Mlle Laura Lazar avec Richard Pasquetti (DR CNRS) et Victorita
Dolean (MdC Universit�e de Nice Sophia-Antipolis) �a parti r de septembre 2007 sur la \M�ethode d'�el�ements
�nis d'ordre �elev�e pour les �equations de Navier-Stokes" (�nancement : BDO CNRS-R�egion PACA)
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3 Quelque applications en l'�electromagn�etisme
des �el�ements de Whitney

Mon int�erêt vers des applications en �electromagn�etism e a caract�eris�e ma recherche d�es
le d�ebut de ma carri�ere. Au sein du CRS4 (Centro di Ricerca, Sviluppo e Studi Supe-
riori en Sardaigne, Italie) je me suis int�eress�ee �a des m�ethodes pour la d�etermination
de la zone de couverture d'une antenne pour la t�el�ephonie cellulaire en r�egions urbaines
(probl�emes de di�raction et de propagation d'ondes �elect romagn�etiques �a haute fr�equence
dans des domaines 2D et 3D de taille grande par rapport �a la longeur d'onde) [FR3, FR16,
FR17, FR18]. J'ai continu�e, pendant les ann�ees de Th�ese,avec l'�etude et l'utilisation de
m�ethodes issues de la d�ecomposition de domaine (plus pr�ecis�ement, de la m�ethode des
�el�ements avec joints sans recouvrement coupl�ee avec di��erentes discr�etisations de type
�el�ements �nis dans les sous-domaines) pour des probl�emes de courants induits dans des
moteurs �electriques (probl�emes �electromagn�etiques �a basse fr�equence, voir [FRphd] et
les r�ef�erences dans la section 5). Je continue7 �a travailler dans le cadre de probl�emes
d'�electromagn�etisme �a basse fr�equence, dans des directions di��erentes dont les plus im-
portantes sont d�ecrites dans ce chapitre. Un point commun �a ces directions diverses
est repr�esent�e par l'�etude et l'utilisation au niveau di scret des �el�ements �nis de Whit-
ney. En particulier, les �el�ements de Whitney d'arête ou d e face sont des �el�ements �nis
mixtes, c'est-�a-dire des �el�ements �nis �a valeurs vecto rielles �a continuit�e partielle au pas-
sage des interfaces entre �el�ements (continuit�e de la partie tangentielle ou de la partie
normale). Grâce aux propri�et�es particuli�eres de ces �e l�ements, la structure g�eom�etrique
des �equations de Maxwell (incluant en particulier la sym�etrie des �equations et les deux
dualit�es en jeu, entre champ �electrique et champ magn�etique d'une part, et entre cir-
culations des champs �electrique et magn�etique et 
ux des inductions correspondantes
d'autre part), est pr�eserv�ee pour l'essentiel, suite �a l a discr�etisation. Une tradition bien
�etablie classe les �el�ements �nis selon la nature des degr�es de libert�e (ddl). C'est ainsi que
l'on a des �el�ements de Lagrange, lorsque les ddl sont des valeurs ponctuelles de la fonc-
tion �a reconstituer, d'Hermite , lorsque les ddl peuvent être aussi des valeurs de certaines
d�eriv�ees de la fonctions �a reconstituer, de Whitney, dont les ddl sont des int�egrales (sur
les arêtes, les facettes, etc.) de la forme di��erentielle�a reconstituer.

Dans ce chapitre, nous allons donner un exemple d'application �a di��erents probl�emes
d'�electromagn�etisme d'outils de calcul di��erentiel ex t�erieur, introduit par Cartan [30]
puis d�evelopp�e au cours du XX�eme si�ecle pour devenir la base de la g�eom�etrie di��erentielle
moderne. Le calcul ext�erieur sur les formes di��erentiell es permet d'exprimer les �equations
di��erentielles ou int�egrales sur des surfaces courb�eesreguli�eres de fa�con consistante tout
en mettant en evidence certains invariants g�eom�etriquesdu mod�ele. Les op�erateurs gra-
dient, divergence et rotationnel peuvent ainsi être exprim�es de mani�ere tr�es simple en

7En collaboration avec Alain Bossavit , Chercheur �a EdF R&D entre 1971 �a 2002, et maintenant
consultant scienti�que au LGEP-CNRS, et Fran�cois Dubois , professeur au CNAM �a Paris et Chercheur
associ�e au sein de l'�equipe Analyse Num�erique et E.D.P. d e l'Universit�e Paris Sud �a Orsay.
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termes de l'op�erateur d de d�erivation ext�erieure qui ser a introduit par la suite. De même,
les th�eor�emes de Green, Gauss et Stokes prennent une forme�a la fois g�en�erale et concise
en termes de formes di��erentielles et de l'op�erateur d agissant sur ces formes. Compar�e
au calcul tensoriel classique, le calcul ext�erieur pr�esente plusieurs avantages.

� Il est souvent di�cile de reconnâ�tre la nature non-m�etri que de certaines quantit�es
en notation vectorielle. En revanche, ces propri�et�es sont facilement identi�ables dans
une notation en formes di��erentielles en utilisant les th�eor�emes de Stokes, de Poincar�e
ou en appliquant l'op�erateur de d�erivation ext�erieure.

� Une grande partie de notre connaissance scienti�que reposesur la description de
ph�enom�enes physiques au moyen d'�equations di��erentie lles. Cependant, le concept même
de di��erentiabilit�e est en contradiction avec les capaci t�es de l'ordinateur, outil desormais
incontournable de la recherche scienti�que permettant seulement de manipuler des en-
sembles �nis de nombres. Pour r�esoudre cette contradiction, un premier groupe de tech-
niques computationnelles visant �a satisfaire les �equations continues sur un ensemble �ni
de positions spatiales et temporelles a �et�e propos�e (e.g. di�erences �nies ou m�ethodes de
particules). Mais pour bien discr�etiser des lois de comportement local, on perd souvent
de vue les structures globales ainsi que leurs propri�et�es. Des m�ethodes plus r�ecentes de
calcul de variations, comme la m�ethode FEM, se trouvent être mieux adapt�ees �a cela
car la solution discr�ete obtenue par ces m�ethodes v�eri�e en moyenne des lois locales
de conservation et certains invariants (th�eoriques, comme par exemple la sym�etrie, ou
exp�erimentaux) du mod�ele sont conserv�es. La m�ethode FEM devient de facto l'outil
computationnel des ing�enieurs. Les avanc�ees en termes decontrôle de l'erreur, de con-
vergence et de stabilit�e de ces m�ethodes de discr�etisation n'empêchent pourtant pas
toujours que la structure g�eom�etrique du syst�eme contin u mod�elis�e soit d�etruite ( e.g.,
en �electromagn�etisme num�erique, une cavit�e vide r�eso nnante peut produire des modes
parasites).

� Les outils classiquement utilis�es en g�eom�etrie di��ere ntielle ont tr�es souvent des
analogues en th�eorie combinatoire discr�ete. Pour cette raison, les versions discr�etes
des notions de forme et de surface sont formellement identiques aux versions continues
(elles devraient donc avoir les mêmes propri�et�es). De plus, cet approche permet de
maintenir tr�es clairement la s�eparation entre propri�et �es topologiques (ne d�ependant pas
de la m�etrique) et g�eom�etriques (d�ependant de la m�etri que) des quantit�es consid�er�ees,
en gardant intacte la structure intrins�eque du mod�ele.

� Une approche num�erique bas�ee sur une mod�elisation di��e rentielle discr�ete est en
g�en�eral plus facile �a d�e�nir et �a d�evelopper que sa ver sion continue. Par exemple, la
notion de forme di��erentielle se traduit au niveau discret par un ensemble de valeurs
sur les �el�ements du maillage. La notion discr�ete d'orientation est plus directe que son
analogue continu. Par exemple, la d�e�nition di��erentiel le d'orientation fait intervenir
la notion de classe d'equivalence de cartes d�etermin�ee par le signe du Jacobien de la
transformation. En revanche, l'orientation d'une arête du maillage correspond �a une des
deux directions de parcours de l'arête, un triangle ou une face est orient�e en sens horaire
ou anti-horaire, un volume par la direction d'une h�elice s'enroulant selon la rêgle de la
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main droite ou de la main gauche. Aucune notion de carte n'estdonc pr�esente au niveau
discret.

Pour toutes ces raisons, on va d�evelopper une approche num�erique avec un point de
vue g�eom�etrique (pour une exposition d�etaill�ee de la st ructure g�eom�etrique des mod�eles
en �electromagn�etisme, voir [21]). La cl�e pour comprendre cela, est simple : il su�t de
reconnâ�tre que des quantit�es physiques di��erentes ont des propri�et�es di��erentes qu'il faut
donc traiter de fa�con appropri�ee. En dynamique des 
uides ou en �electromagn�etisme,
par exemple, on fait tr�es fr�equemment intervenir des int�egrales de ligne, de surface, ou
de volume. Des �evaluations ponctuelles (et par cons�equent des approximations nodales)
pour ces quantit�es ne sont pas appropri�ees. Il faut alors manipuler ces quantit�es sur
des �el�ements g�eom�etriques propres, c'est-�a-dire considerer des valeurs aux sommets, aux
arêtes, aux faces, etc., comme valeurs approch�ees respectivement pour des fonctions
scalaires, des int�egrales de ligne, des int�egrales de surfaces, etc., et c'est bien ce qui se
passe avec les �el�ements �nis de Whitney.

3.1 Notations

On rappelle ici quelques notions de base que nous allons utiliser tout le long de ce chapitre
(voir [22] pour plus de d�etail). Le lecteur famili�e avec ces notations peut se dispenser de
lire cette section.

Notion d'orientation et de bord d'un simplexe et complexe simplicial.
Soit 
 un domaine born�e de Rd, o�u d = 3 est la dimension spatiale, avec une fronti�ere
r�eguli�ere @
. Consid�erons un pavage mde 
 par des t�etra�edres. Un p-simplexe, 0 �
p � d, est le terme g�en�erique pour d�ecrire l'�el�ement simple (d'o�u le nom) de dimension p
dans m. Formellement, un p-simplexes est l'enveloppe convexe non-d�eg�en�er�ee de (p+ 1)
points g�eom�etriquement distincts v0; : : : ; vp 2 Rd, d � p, c'est-�a-dire

s = f x 2 Rd j x =
pX

i =0

� i vi ; avec � i � 0 et
pX

i =0

� i = 1g:

Les points v0; : : : ; vp sont appel�es les sommets dup-simplexe s. On d�esigne par N , A ,
F , T les ensembles form�es par lesp-simplexes demde di��erentes dimensions 0 � p � d,
c'est-�a-dire par les n�uds ( p = 0), les arêtes (p = 1), les faces (p = d� 1) et les t�etra�edres
(p = d). Dans une notation plus compacte, l'ensemble desp-simplexes demsera not�e Sp

et sa cardinalit�e par jSpj.
Orienter signi�e, en dimension d = 1, pouvoir distinguer vecteurs positifs ou n�egatifs,

en dimensiond = 2, tourner vers la gauche ou vers la droite, en dimensiond = 3, savoir
ce qu'est un tri�edre de sens direct (bas�e sur la r�egle des trois doigts de la main droite).
Fixer une orientation (interne) sur une p-surface, 0� p � d, signi�e choisir une classe
d'�equivalence. Dans le cas desp-simplexes, l'orientation interne aux simplexes peut être
d�e�nie de la fa�con suivante. Un simplexe est une liste de sommets, plus le choix d'une
des deux classes d'�equivalence obtenues en tenant pour �equivalentes deux permutations
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de ces sommets qui ont même parit�e. Ainsi,f `; n; k g et f k; `; n g d�esignent la même face,
mais f `; k; n g est la face d'orientation oppos�ee (et seule l'une des deux est cens�ee faire
partie du maillage).

Il existe aussi une notion d'orientation externe, pour la distinguer de la pr�ec�edente
que l'on a quali��e d'interne. Sa d�e�nition est simple : un s ous-espace est pourvu d'une
orientation externe lorsque l'un de ses compl�ementaires est (int�erieurement) orient�e.
L'orientation externe d'un plan, en dimension d = 3, est donc l'orientation interne
d'une droite qui le traverse, autrement dit \sens de travers�ee" (�a travers) du plan, alors
que l'orientation interne consiste �a donner un \sens gyratoire" dans le plan. Orienta-
tions interne et externe d'un même sous-espace ne se d�eduisent l'une de l'autre que si
l'espace ambiant est orient�e. En revanche, orientation interne d'un sous-espace et externe
de n'importe lequel de ses compl�ements se correspondent canoniquement, sans aucune
r�ef�erence �a l'orientation de l'espace ambiant.

Tout ( p � 1)-simplexe engendr�e par un sous-ensemble de (p � 1) sommets parmi
v0; : : : ; vp est appel�e (p � 1)-face des. L'union des (p � 1)-faces est ce qu'on appelle
bord du p-simplexes. L'op�erateur de bord @appliqu�e �a un p-simplexe orient�e s donne la
somme de toutes les (p� 1)-faces des avec coe�cients 1 (resp. � 1) selon que l'orientation
de la face concorde (resp. ne concorde pas) avec l'orientation induite sur la face par celle
de s. Plus pr�ecisement, on peut d�e�nir l'op�erateur de bord co mme suit:

@(f v0; : : : ; vpg) =
pX

j =0

(� 1)j f v0; : : : ; v̂j ; : : : ; vpg;

o�u v̂j indique que vj n'est pas pr�esent dans la s�equence. Par exemple,@(f v0; v1; v2g) =
f v1; v2g � f v0; v2g + f v0; v1g. Un p-simplexe a donc (p + 1) faces. Pour que la d�e�nition
reste valide pourp = 0 (les n�uds), l'ensemble vide est la ( � 1)-face de chaque 0-simplexe.

Un complexe simplicial ou maillage de
 est un pavage m compos�e de simplexes
v�eri�ant les deux conditions suivantes: toute face de simplexes de m est dans m et
l'intersection de deux simplexes demest soit vide soit une face enti�ere commune aux
deux simplexes.

Matrices d'incidence associ�ees �a un maillage donn�e.
Les ensemblesSp sont li�es entre eux par des matrices d'incidence [21], not�eesd en g�en�eral,
mais aussiG (p = 0), R (p = 1) et D (p = 2). Ces matrices, tr�es creuses et remplies de
0 et de � 1, sont un outil tr�es puissant, comme on le verra dans la suite de ce chapitre,
pour d�e�nir les formes de Whitney, pour explorer les propri �et�es topologiques du domaine

, etc. Pour les construire, il faut tenir compte d'une notio n d'orientation.

Pour donner un exemple, consid�erons la construction deG. Soit e = f `; ng une
arête du maillage m, orient�ee de ` �a n. On peut d�e�nir les nombres d'incidence G n

e = 1,
G `

e = � 1 et G k
e = 0 pour tout n�ud k di��erent de ` et de n (les n�uds ont aussi une

orientation, � 1; implicitement ici ils ont �et�e orient�es positivement ; si on consid�erait
l'orientation n�egative pour le n�ud n, il faudrait alors changer de signe aux �el�ements de
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la colonne n de G). Ces nombres composent la matriceG qui d�ecrit la relation arête-
n�ud dans le maillage m. De même pour la construction des autres matricesR et D .
De fa�con g�en�erale, le symbole ds

v d�enote l'�el�ement de la matrice d'incidence d (ou dp,
quand on a besoin de sp�eci�er la dimension) qui d�e�nit la re lation entre le p-simplexe
orient�e s et le (p + 1)-simplexe orient�e v. Les matrices d'incidence v�eri�ent la relation
dp+1 dp = 0, 0 � p � d � 1 (en trois dimensions, on aRG = 0 et DR = 0).

p-châ�nes et op�erateur de bord.
Nous avons d�ej�a rencontr�e la notion de châ�ne, sans le dire. L'op�erateur de bord associe
�a chaque p-simplexe la somme de ses (p � 1)-faces avec des coe�cients� 1, qui est une
(p � 1)-châ�ne, comme on va le voir dans un instant.

Une p-châ�ne ordinaire d'un complexe simplicial orient�e mest une somme formelle
pond�er�ee de p-simplexes orient�es s, appell�es composantes de la châ�ne, avec les poids
� s pris dans un certain anneau de coe�cients, tel que R ou Z. Il est commode de
noter une telle châ�nec =

P
s2S p � ss = � s1 s1 + ::: + � sk sk , o�u les signes + ne signi�ent

pas additionner au sens courant. En revanche, les châ�nes elles mêmes peuvent être
additionn�ees, en attribuant �a chaque composante la sommedes poids qu'elle avait dans
chacune des deux châ�nes. Si tous les poids� s sont nuls, on a la châ�ne nulle, not�ee 0. Les
châ�nes tordues sont d�e�nies de la même fa�con, �a ceci pr�es que leurs composantes ont une
orientation externe. Bien �evidemment, les châ�nes ordinaires et tordues ne se m�elangent
pas et ne s'additionnent pas. Sis est unp-simplexe orient�e, la châ�ne �el�ementaire associ�ee
�a s est

P
s2S p � ss avec � s = 1 et � s0 = 0 pour tout s0 6= s. Dans la suite, on utilisera

parfois le même symboles (ou n, e, etc. selon la dimension) pour indiquer lep-simplexe
orient�e et la châ�ne �el�ementaire qui lui est associ�ee. On notera Cp(m) l'ensemble des
p-châ�nes d�e�nies sur m. Une p-châ�ne peut être repr�esent�ee au niveau num�erique par le
vecteur de taille jSpj ayant pour �el�ements les coe�cients � s de la p-châ�ne.

Consid�erons maintenant une vari�et�e M orient�ee, r�eguli�ere par morceaux, de dimen-
sion (p + 1). Sa fronti�ere @M est un assemblage dep-vari�et�es, que l'on peut supposer
chacune orient�ee. Assignons �a chacune d'elles le poids� 1, selon que l'orientation co•�ncide
ou non avec celle induite parM . On obtient ainsi une p-châ�ne, que l'on notera@M.
Même notation, mais sens nouveau:@est ici un op�erateur Cp+1 (m) ! Cp(m) et par
lin�earit�e, @(

P
s2S p � ss) =

P
s2S p � s@s, o�u @sest donn�e par

@e=
X

n2N

Gn
e n; @f =

X

e2A

Re
f e; @t=

X

f 2F

D f
t f ;

selon la dimension. L'op�erateur ainsi obtenu s'appelle bord. La repr�esentation matricielle
de l'op�erateur @(ou @p si on a besoin de pr�eciser la dimensionp) est donn�ee par d t ,
la transpos�ee de la matrice d'incidenced (de taille jSp� 1j � jS pj en dimensionp). La
s�equence d'espaces de châ�nes li�es entre eux par l'op�erateur @v�eri�ant la propri�et�e @� @=
0 est un complexe de châ�nes, not�e (C; @).

Une p-châ�ne dont le bord est la châ�ne nulle s'appellep-cycle, et si unep-châ�ne est
le bord d'une (p+1)-châ�ne, on dit qu'elle est un bord. Les bords sont des cycles, �a cause
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de la propri�et�e fondamentale @p � @p+1 = 0. Le contraire, \un cycle est-il un bord ?",
d�epend de la vari�et�e ambiante. Si l'on note Im( @) = B (m) et Ker( @) = Z (m), la propri�et�e
@� @= 0 implique que Bp+1 (m) est un sous-groupe deZp(m). On peut donc d�e�nir le
groupe quotient Hp(m) = Zp(m)=Bp+ 1(m) qui est le p-�eme groupe d'homologie demet la
dimension deHp(m) est le nombre de Betti bp. La d�e�nition de ces groupes s'appuie sur
un maillage mmais leurs propri�et�es d�ependent du domaine 
 et pas du mai llage md�e�ni
sur �
 (ils sont des invariants du domaine).

p-cochâ�nes
Une p-cochâ�ne (sur m) est le dual d'une p-châ�ne, c'est-�a-dire une forme lin�eaire sur
l'espace vectoriel desp-châ�nes �a valeurs r�eelles. On a donc:

w : Cp ! R
c ! w(c);

pour dire que la p-cochâ�new s'applique sur la p-châ�ne c pour donner un nombre r�eel.
�A la di��erence d'une p-châ�ne, unep-cochâ�ne est �evalu�ee sur chaquep-simplexe, en

d'autres termes, unep-cochâ�ne est assimilable �a un champ d�e�ni sur lesp-simplexes de
m.

�Etant donn�e un vecteur de nombres r�eels b = f bs; s 2 S pg, on peut aussi d�e�nir
la p-cochâ�ne w : c !

P
s2S p cs bs o�u c =

P
s2S p css et bs = w(s). La repr�esentation

num�erique d'une p-cochâ�ne r�esulte de celle des châ�nes par dualit�e. Plus pr�ecisement,
une p-châ�ne c est repr�esent�ee par un vecteur c de taille jSpj. Une p-cochâ�ne w est
aussi repr�esent�ee par un vecteur w de la même taille quec. Une p-cochâ�new associe
un nombre r�eel w(c) �a chaque p-châ�ne c. L'op�eration lin�eaire w(c) se traduit dans un
produit scalaire entre deux vecteurs.

p-formes di��erentielles et op�erateur de d�erivation ext� erieure.
Une forme di��erentielle ordinaire (resp. tordue) de degr�e p est une application w sur
l'espace vectoriel desp-châ�nes ordinaires (resp. tordues), �a valeurs r�eelles, lin�eaire et
continue par rapport �a la topologie de l'espace des châ�nes. La construction de ces
topologies est techniquement compliqu�ee, voir [122]. Il s'agit donc d'un �el�ement de
F p(m), le dual topologique de Cp(m). Les espacesCp(m) et F p(m) sont mis en dualit�e
par l'application bilin�eaire continue f w; cg !

R
c w, de type p-formes � p-châ�nes !

r�eel. La notation habituelle pour de tels produits de duali t�e est hw; ci . Ce produit
de dualit�e est non d�eg�en�er�e, en ce sens que hw; c0i = 0 pour tout c0 implique w = 0
et hw0; ci = 0 pour tout w0 implique c = 0. En particulier, si c =

P
s2S p � ss, alors

par lin�earit�e, hw; ci =
P

s2S p � shw; si . Or, c'est pr�ecis�ement d'applications de type
p-formes � p-châ�nes ! r�eel dont l'�electromagn�etisme a besoin, comme on va le voir.

Les p-cochâ�nes sont les �equivalents discrets desp-formes di��erentielles. En gros, une
p-forme continue est une application lin�eaire d'une p-surface �a valeurs dansR, puisque
on peut seulement int�egrer la p-forme sur unep-surface. Au niveau discret, le domaine

 est repr�esent�e par le maillage met la p-surface devient unep-châ�ne. Une application
lin�eaire qui �a une p-châ�ne associe un nombre r�eel est unep-cochâ�ne.
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Une forme di��erentielle w g�en�ere donc une p-cochâ�ne c !
P

s2S p cs
R

s w o�u c =P
s2S p css. Si l'on note par b le vecteur de composantesbs =

R
s w, la relation R : w ! b

est l'application de de Rham. Lesp-formes de Whitneyws, comme on le verra, vont dans
l'autre sens, c'est-�a-dire �a un vecteur b est associ�e lap-forme

P
s2S p bsws. L'application

P : b !
P

s2S p bsws est l'application de Whitney. On anticipe que pour les p-formes de
Whitney d'ordre polynomial un, RP = Id ; pour le cas des ordres �elev�es, cette propriet�e
n'est plus vraie [FR53]. Si l'on introduit une m�etrique dan s l'espace a�ne ambiant, les
formes di��erentielles sont en correspondance avec les champs de scalaires et de vecteurs.
Les coe�cients des p-cochâ�nes deviennent les ddl de ces champs.

Pour p > 0, la d�eriv�ee ext�erieure de la ( p � 1)-forme w est la p-forme dw. En
trois dimensions, l'op�erateur d est la version a�ne de l'op �erateur di��erentiel classique
gradient, rotationnel, divergence, selon la valeur dep, qui eux d�ependent de la structure
euclidienne. En notation matricielle, l'op�erateur d est r epr�esent�e par une matrice d de
taille jSp+1 j � jS pj. Les matrices d'incidenceG; R ; D sont la repr�esentation matricielle
de l'op�erateur d appliqu�e �a des 0-, 1- et 2-formes respectivement. Le th�eor�eme de Stokes
s'�ecrit

R
c dw =

R
@cw ou de fa�con �equivalente hdw; ci = hw; @ci , pour tout c 2 Cp(m) et

w 2 F p� 1(m). L'op�erateur d est donc le dual de l'op�erateur @. De plus, on a d� d = 0.
Quand les espaces lin�eaires consid�er�es sont des espacesde formes di��erentielles F p(m)
et l'op�erateur est la d�eriv�ee ext�erieure d, le complexe de châ�nes (F; d) est appel�e le
complexe de de Rham.

Une forme w est dite ferm�ee si dw = 0 ( w est un cocycle) et exacte s'il existe
une forme v telle que w = d v (w est un cobord). �A nouveau, tout cobord est un
cocycle, mais un cocycle peut ne pas être un cobord dans des domaines �a topologie non
triviale: c'est l'aspect dual de \tout cycle n'est pas un bord" vu plus haut. Le lemme
de Poincar�e atteste que toute forme ferm�ee sur une surfacer�eguli�ere contractile 8 est
localement exacte. Au niveau discret, ce lemme atteste que pour toute p-cochâ�ne w
ferm�ee (dw = 0) sur un maillage �etoil�e, il existe une ( p � 1)-châ�ne � telle que w =
d� . Etudier les formes di��erentielles est donc une autre approche, duale par rapport �a
l'homologie, des questions de topologie globale, qu'on appelle cohomologie. Les groupes
de cohomologie dans le complexe de de Rham sont les espaces quotients Ker d=Imag d.
Les groupes d'homologie et de cohomologie ne sont pas simplement deux notions duales,
mais ils sont isomorphes, de même dimension donn�ee par lesnombres de Betti. Une
mani�ere classique de construire une base de ces groupes r�epose sur l'utilisation de la
forme normale de Smith, comme d�etaill�e dans la section 3.3.

Arbre et coarbre
Un ensemble� p dep-simplexes du maillagemsur �
 tel que Cp(� ) ne contient pas de cycles
sauf le 0 est appel�e arbre de dimensionp. Un p-arbre � p est dit couvrant (\spanning tree"
en anglais) si tout p-arbre � 0

p 6� � p v�eri�e � 0
p � � p. L'ensemble desp-simplexes du maillage

mqui ne sont pas dans lep-arbre constitue le p-coarbre. Supposons pour un moment
que 
 soit contractile et on note � 1 l'arbre couvrant d'arêtes. Les arêtes d'un maillagem

8R�eductible �a un point par d�eformation continue.
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sur �
 sont r�eparties entre un arbre couvrant et son compl�ement , le coarbre. Les arêtes
de l'arbre sont utilis�ees pour g�en�erer une base de l'espace de dimension �nie compos�ee
de gradients de fonctions scalaires sur 
. Les coarêtes sont utilis�ees pour construire une
base de l'espace des rotationnels.

Si 
 n'a pas une topologie triviale, il peut exister des champs �a divergence nulle
qui ne sont pas des rotationnels et les arêtes deA n � 1 ne sont pas su�santes pour
tout prendre en compte. Il faut donc enrichir l'arbre en ajoutant une coarête pour
chaque cycle deC1(m) qui n'est pas le bord d'une surface contenue dans 
, c'est-�a-dire
pour chaque g�en�erateur du groupe d'homologieH1(m) (les g�en�erateurs de H1(m) sont en
nombre �egal au nombre de Betti b1 = dim H1(m)). L'arbre enrichi est connu sous le nom
d'arbre augment�e (\belted tree" en anglais). Grâce �a cet te coarête que l'on a ajout�ee,
tout circuit form�e de coarêtes est le bord d'une surface dans 
 (voir une application dans
[FR32, FR46]). L'arbre augment�e n'est plus un arbre au sensstrict du mot, mais on
l'appelle toujours arbre.

3.2 p-formes de Whitney d'ordre un sur les simplexes

Avant de proc�eder dans le d�etail, j'aimerais rappeler la mani�ere par laquelle on est arriv�e
�a ce type d'�el�ements �nis, en reprenant une partie de la Pr �eface de [21].

Dans les ann�ees 70 on avait bien compris comment discr�etiser par �el�ements �nis
classiques (nodaux) l'�equation de Poisson (e.g. en �electrostatique, un potentiel scalaire
�electrique � , li�e au champ �electrique e par la relation e = �r � , v�eri�e �r � (� r � ) = q
o�u � � � 0 > 0 est la permittivit�e �electrique et q la charge �electrique pr�escrite). P. P.
Silvester �etait parmi les ardents promoteurs de l'utilisation de cette discr�etisation pour
la r�esolution de probl�emes en �electromagn�etisme. Le succ�es a �et�e tr�es important pour
des mod�elisations en dimension deux mais le passage �a la dimension trois s'est av�er�e
tr�es di�cile. En e�et, l'�equation de Poisson n'est pas le s eul \mod�ele" d'�equation en
�electromagn�etisme. Il y en a un autre, qui est r � (� r � v ) = j : en magn�etostatique, v
repr�esente un potentiel vecteur magn�etique li�e �a l'ind uction magn�etique b par la relation
b = r � v , o�u � � � 0 > 0 est la r�eluctivit�e magn�etique (on rappelle que � = 1

� )
et j est la densit�e de courant qui g�en�ere b. Si on se place en dimension deux, dans
une formulation transverse magn�etique (TM, le champ magn�etique est dans la section
d'�etude), le potentiel vecteur v est (0; 0; v) (et de même pour j = (0 ; 0; j )) et l'�equation
r � (� r � v ) = j devient �r � (� r v) = j . On a donc l'illusion de pouvoir traiter avec un
unique mod�ele tous les probl�emes. Mais en dimension trois, les op�erateurs div-grad et rot-
rot sont profond�ement di��erents et demandent donc un trai tement di��erent. Ceci n'�etait
pas evident dans les ann�ees 70. En dimension trois, on ar � (r � v ) = r (r � v ) � � v ,
il semblait donc possible de transf�erer en dimension troisdes techniques propres �a la
dimension deux en imposant juste une \condition de jauge" dutype r � v = 0 pour avoir
r � (r � v ) = � � v = j et travailler s�epar�ement sur les trois composantes (scalaires) de
v. Il a fallu des ann�ees avant de se rendre compte de l'erreur.

Au d�ebut des ann�ees 80, A. Bossavit et J. C. V�erit�e [23] ad optent une approche
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di��erente inspir�ee par les m�ethodes de r�eseaux (voir pa r exemple [117]) pour traiter le
terme rot-rot dans l'�equation des courants induits @t (� h) + r � ( 1

� r � h) = 0, o�u � est
la conductivit�e �electrique. Dans ces m�ethodes il �etait usuel de prendre comme inconnues
de base les forces �electromotrices le long des branches d'un circuit et appliquer des lois de
Kirchho� pour poser les �equations. Dans le cas du probl�emedes courants induits formul�e
en termes de champ magn�etiqueh, les forces magn�etomotrices,i.e., les circulations du
champ magn�etique le long des arêtes du maillage, doivent ^etre les inconnues du probl�eme.
Puisque Bossavit et V�erit�e travaillaient avec la formula tion variationnelle du probl�eme
pour une approche par �el�ements �nis, la question qui se posait �etait comment reconstituer
le champh �a partir des forces magn�etomotrices d'arête. Plus pr�ecis�ement, en connaissant
la circulation de h le long des arêtes des t�etra�edres d'un maillage du domaine, comment
s'exprime h �a l'int�erieur des t�etra�edres ? J.C. N�ed�elec r�epond � a la question d'une fa�con
originale en donnant la formule suivante [87] :h(x) = � � x + � , o�u x est la position et
� ; � sont deux vecteurs qui d�ependent du t�etra�edre contenant x. Il y a ainsi six degr�es
de libert�e par t�etra�edre, en correspondance lin�eaire i nversible avec les six circulations
sur les arêtes. Toutefois, l'expression analytique de cesfonctions de base est rest�ee un
myst�ere pour un bon moment (pourquoi � � x + � ?). Une remarque de Kotiuga [77]
aida plus tard �a y reconnâ�tre une forme di��erentielle, e t �a comprendre la vraie nature
de ces interpolants [20]. Cette remarque porte sur la connexion avec un sujet peu connu
de la g�eom�etrie di��erentielle classique, les formes de Whitney [122]. Ceci a �et�e le d�ebut
d'un grand travail de reformulation qui a abouti aux �el�eme nts �nis de Whitney tels qu'on
les connâ�t aujourd'hui [21, 87].

Dans la suite de cette section, je me permets de d�ecrire rapidement cette connexion.
Pour faire cela, on passe par trois �etapes sur un exemple donn�e, le champ �electrique. Les
trois �etapes sont : (1) le champ �electrique comme 1-forme,(2) la 1-forme de Whitney sur
un t�etra�edre, (3) la repr�esentation vectorielle de la 1- forme de Whitney sur un t�etra�edre
par un champ de vecteurs du type� � x + � .

Premi�ere �etape. Un champ est une fonction, d�e�nie sur tout ou partie de l'espace,
qui associe �a chaque point la valeur d'une grandeur physique en ce point. Le concept
du champ est tr�es utile pour mod�eliser les perturbations des propri�et�es de l'espace dues
�a la pr�esence d'une source. Le champ �electromagn�etique est invisible, sa pr�esence dans
un domaine 
 est d�etect�ee parce que, par exemple, une charge �electrique q pos�ee dans

 se d�eplace sous l'action de la force du champ. Or, consid�erons une charge �electrique
q que l'on fait bouger le long d'une courbe orient�eec (orientation d�e�nie par le champ
de vecteurs tangents� ). Il s'agit d'une charge de d�etection avec q assez petit pour ne
rien changer au champ �electromagn�etique f E; B g ambiant, et d'un d�eplacement virtuel
qui nous permet de consid�erer le champ comme �g�e �a sa valeur �a l'instant t. Un certain
travail (virtuel) est mis en jeu dans ce d�eplacement, �egal �a q fois une quantit�e que l'on
appelle force �electromotrice (f.�e.m.) le long de c au tempst. Aucune unit�e de longueur ni
�el�ement de la structure euclidienne, ne sont impliqu�es dans cette description. Pourquoi
trouve-t-on alors de tels �el�ements dans l'expression math�ematique de cette f.�e.m., �a savoir
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la circulation
R

c E � � du champ �electrique ? Parce que le champE n'est pas l'observable
physique, le v�eritable objet d'int�erêt est sa circulati on. Le champ de vecteurs dont les
circulations sont les f.�e.m., c'est-�a-dire celui qui code les donn�ees physiques, d�epend de
la m�etrique, alors que les donn�ees elles-mêmes n'en d�ependent pas. Ce champ, comme
on l'a dit tout au d�ebut, ne fait donc que repr�esenter l'obj et math�ematique pertinent,
qui est l'application c ! h f.�e.m. le long de ci , c'est-�a-dire une 1-forme di��erentielle, que
nous allons notere. Cette 1-forme (ordinaire) est le bon objet math�ematique avec lequel
repr�esenter le champ �electrique, car il contient toute l' information �a son sujet, sans aucun
�el�ement de structure super
u. On peut donc se passer compl�etement de E et introduire
e directement, en disant : le champ �electrique (physique) est totalement d�ecrit (quant
�a ses e�ets observables) par l'application de type 1-châ�ne ! r�eel que nous appelons
f.�e.m., dont l'exp�erience montre qu'elle est lin�eaire c ontinue. Mais cela n'est autre que
la d�e�nition d'une 1-forme. Cette forme e est ainsi la description math�ematique la plus
�economique du ph�enom�ene champ �electrique. La dualit�e châ�ne-forme prend ainsi un
sens tr�es concret : les 1-châ�nes mod�elisent les d�etecteurs grâce auxquels on mesure le
champ. La 1-forme repr�esente le champ lui-même et le produit de dualit�e est le r�esultat
de la mesure.

Deuxi�eme �etape. Nous avons d�e�ni la 1-forme e comme une application de type
courbe orient�ee (
 ) ! r�eel (f.�e.m. =

R

 e). On s'int�eresse maintenant aux 1-formes

de base (les 1-formes de Whitney) qui permettent de d�ecriree dans une approche par
�el�ements �nis. Soit donc 
 un domaine de Rd contenant 
 , discr�etis�e �a l'aide d'un
maillage t�etra�edrique m, dont les arêtes sont not�ees par l'indicea. Soit wa la 1-forme
de Whitney de degr�e polynomial un, que l'on va d�e�nir dans u n moment, associ�ee �a
l'arête a. Alors, dans une approche par �el�ements �nis (d'arêtes), e est repr�esent�e parP

a2A eawa. L'application e !
P

a2A eawa est la compos�ee de celle de de Rham,e !
e = ( ea)a2A et de celle de Whitney,e !

P
a2A eawa. On remplace maintenant la courbe


 par une 1-châ�ne P t 
 =
P

a2A wa(
 )a. L'op�erateur P t associe �a unep-vari�et�e sa
repr�esentation \�nie" qui est une p-châ�ne simpliciale. Alors, he; P t 
 i = hPe; 
 i , ce qui
justi�e la notation P t . Si on interpr�ete les quantit�es scalaires ea comme des circulations
�el�ementaires

R
a e, on a une approximation naturelle de

R

 e en remplacant 
 par P t 
 . On

dispose donc d'une connaissance (approch�ee) du champe �a partir du vecteur e = ( ea)a2A .
Par cette transposition, on est pass�e de la fa�con traditionnelle de voir les probl�emes

d'interpolation (\comment repr�esenter au mieux un champ c omme somme �nie pond�er�ee
de champs de base ?") �a celle \duale" : \quelle 1-châ�ne approche le mieux la courbe
orient�ee 
 ?". La r�eponse �a cette deuxi�eme question fournit, par dua lit�e, une d�e�nition
des formes de Whitney grâce �a une nouvelle interpr�etation [24]. Prenonswa par exemple :
wa est commee une application du type courbe orient�ee (
 ) ! r�eels (wa(
 ) =

R

 wa).

Avec cette convention, on a

he; P t 
 i =
X

a2A

wa(
 )ea = h
X

a2A

waea; 
 i = hPe; 
 i :

Alors, wa est la 1-forme de Whitney de degr�e polynomial un associ�ee �a l'arête a et la
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composante de
 dans la 1-châ�neP t 
 est
R


 wa = hwa; 
 i . Les formes de Whitney ont
un double rôle : d'un côt�e elles construisent une forme �apartir d'un vecteur de scalaires
(c'est l'op�erateur P), de l'autre côt�e elles approchent une p-vari�et�e par une p-châ�ne
(c'est l'op�erateur P t ).

Pour arriver �a la formulation des formes di��erentielles d e Whitney, il s'agit de
repr�esenter une p-vari�et�e par une p-châ�ne. C'est e�ectivement l'approche d�e�nie dans
[22, 24] qu'on a adopt�ee dans [FR40, FR43, FR53]. Lorsquep = 0, la solution de
ce probl�eme est connue. Tout point x du domaine maill�e �
 est le barycentre x =P

n2N � n (x)xn des sommets du simplexe auquel il appartient. Les quantit�es � n (x) sont
les poids barycentriques du pointx par rapport au n�ud n, lorsque x appartient �a l'un
des t�etra�edres qui ont n comme sommet (dans les autres cas,� n (x) = 0). Le point x
est donc repr�esent�e par la 0-châ�neP t x =

P
n2N � n (x)n. Les 0-formes de Whitney sont

donc les � n , les fonctions chapeau de la m�ethode FEM. Par transposition, on a donc
hv; P t xi =

P
n2N � n (x)vn =

P
n2N wn (x)vn = h

P
n2N wnvn ; xi = hPv; xi : Autrement

dit, les fonctions chapeau sont les poids qui permettent de repr�esenter les points �a partir
des positions des n�uds mais ce sont aussi les interpolants qui donnent les fonctions
scalaires �a partir de leurs valeurs nodales.

Pour p = 1, soit xy le segment orient�e dex �a y. On sait queP t x =
P

n2N hwn ; xi n et,
par lin�earit�e, on peut �ecrire P t xy =

P
n2N hwn ; yiP t xn. Par quelle 1-châ�ne repr�esenter

P t xn ? Une seule r�eponse est possible :P t xn est la moyenne des trois arêtesf n; kg,
f n; `g, f n; mg du t�etra�edre contenant x qui ont une extr�emit�e en n avec pour poids
les poids barycentriques dex par rapport aux autres extr�emit�es de ces arêtes. Tenant
compte des orientations des arêtes et pour une position quelconque dex, on poseP t xn =P

a2A G n
a � a� n (x)a, o�u la notation a � n = ` si par exemplea = f n; `g. Alors P t xy =P

n2N ;a2A G n
a � a� n (x)hwn ; yi a que l'on veut �egal �a

P
a2A hwa; xyi a, d'o�u

hwa; xyi =
X

n2N

G n
a � a� n (x)hwn ; yi :

On a �egalement, 0 = hwa; xx i =
P

n2N G n
a � a� n (x)hwn ; xi , d'o�u

hwa; xyi =
P

n2N G n
a � a� n (x)hwn ; y � xi

=
P

n2N G n
a � a� n (x)hwn ; @(xy)i =

P
n2N G n

a � a� n (x)hdwn ; xyi

(puisque d est l'op�erateur dual de @) pour chaque segmentxy contenu enti�erement dans
l'ensemble des t�etra�edres qui entourent a. Par cons�equent, wa =

P
n2N G n

a � a� n dwn .
De fa�con g�en�erale, nous sommes conduits �a la d�e�nition r�ecursive suivante (d�e�nition
1.7 dans [22])

D�e�nition 3.1 La p-forme di��erentielle de Whitney w� de degr�e polynomial un associ�ee
au p-simplexe � est

w� =
X

s2S p� 1

ds
� � � � sd ws; 1 � p � d; (21)
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avec wn = � n pour p = 0 . L'espace engendr�e par lesp-formes de Whitney de degr�e
polynomial 1 sur le maillagemest W p = spanf ws; s 2 Spg.

Si on d�esigne par W p, (p = 0,1,2,3), les espacesIR N ; IR A ; IR F ; IR T isomorphes aux
produits cart�esiens IR N ; IR A ; IR F ; IR V , nous pouvons d�ecrire la structure des espaces
d'�el�ements de Whitney par le diagramme commutatif suivan t

W 0 grad
�! W 1 rot�! W 2 div�! W 3

j j j j

W 0 G�! W 1 R�! W 2 D�! W 3

(22)

o�u les lignes verticales repr�esentent des isomorphismes. La propri�et�e d'exactitude des
suites en haut ou en bas dans (22) d�epend de la topologie du domaine d'�etude 
. Si
l'union de tous les t�etra�edres de la triangulation de 
 est contractile, alors on peut
montrer que

W 1 \ Ker(rot) = grad( W 0) ; W 2 \ Ker(div) = rot( W 1) : (23)

Si une des propri�et�es dans (23) n'est pas valable, on peut en d�eduire des informations
sur la topologie de 
. En gros, l'existence de champs �a rotationnels nuls mais qui ne sont
pas des gradients indique la pr�esence d'un ou plusieurs \circuits" dans 
 (comme pour
le tore). L'existence de champs �a divergence nulle mais quine sont pas des rotationnels
signale la pr�esence d'un \trou" dans 
 (comme le domaine inclus entre deux sph�eres
de même centre). Les suites pr�ec�edentes constituent donc des objets alg�ebriques parmi
lesquels on peut explorer la topologie du domaine d'�etude (et sur lesquels Whitney a
travaill�e dans [122]).

Troisi�eme �etape. Pour l'arête a = f m; ng, la formule wa =
P

n2N G n
a � a� n dwn donne

wa = � m dwn � � ndwm . Si l'on remplace l'op�erateur d par r , on a le champ de vecteurs
repr�esentatif de wa, c'est-�a-dire wa = � m r wn � � n r wm (pour le cas des formes de
face et de volume, le passage de la formule r�ecursive (21) aux champs repr�esentatifs
demande quelques propri�et�es en plus, voir [FR43]). Pour terminer, montrons que dans
un t�etra�edre t = f m; n; k; ` g le champ de vecteurswf m;n g prend la forme � � x + � , o�u
� ; � 2 Rd et � est parall�ele �a l'arête f k; `g oppos�ee �a f m; ng. En notant jt j le volume
du t�etra�edre t et par (` � k) le vecteur d'extr�emit�es k et ` dans cet ordre, on peut �ecrire
wf m;n g = [( ` � k) � (x � k)]=6jt j car le produit mixte ( ` � k) � (x � k) � (m � n) = 6 jt j
pour un point x appartenant �a l'arête f m; ng et hwf m;n g; f m; ngi = 1. Ceci nous donne
wf m;n g = [( ` � k) � [(x � o) � (k � o)]=6jt j = (` � k)

6jt j � x + � qui est l'expression� � x + �

vue plus haut, o�u � = (` � k)
6jt j est un vecteur parall�ele �a f k; `g (ici on a not�e o l'origine du

syst�eme cart�esien). C'est sous cette forme, propos�ee dans [87], que l'�el�ement �ni d'arête
est entr�e dans la litt�erature de l'�electrotechnique [23 ].
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3.3 Calcul automatique de groupes d'homologie

Une description pr�ecise de g�eom�etries de type industriel est bas�ee sur l'utilisation d'outils
de conception assist�ee par ordinateur (CAO). Di��erentes parties de la g�eom�etrie sont
souvent maill�ees s�epar�ement et au moment du recollement, des erreurs accidentelles
(humaines, d'arrondi, de programmation, etc.) peuvent être commises et se concr�etiser
dans la pr�esence de cycles et/ou trous dans le maillage.Question 1 : Comment d�etecter
ces d�efauts du maillage de fa�con automatique ?

La d�ecomposition de Hodge d'un vecteur u 2 L 2(
) d est la repr�esentation de ce
vecteur comme somme de trois composantes orthogonalesu = grad � + rot v + � , o�u la
d�e�nition de � d�epend de la topologie du domaine 
. Question 2 : Comment construire
une base pour la composante� ?

La topologie alg�ebrique et l'alg�ebre lin�eaire peuvent d onner une r�eponse �a ces deux
questions, comme on l'a d�etaill�e dans [FR46, FR32], ainsiqu'�a d'autres.

Soit C : X ! Y un op�erateur lin�eaire entre deux espaces vectoriels de dimension
m et n respectivement. �Etant donn�ee une base dans chaque espace, l'op�erateurC est
repr�esent�e par une matrice C de taille n � m. On peut choisir des bases dans les deux
espacesX et Y telles que la matriceC ait la forme

�
diag(s1; : : : ; sk ) 0k;m � k

0n� k;k 0n� k;m � k

�
(24)

qui est connue commeforme normale de Smith [106, 47]. Cette forme normale exhibe
clairement le rang k, le noyau (engendr�e par lesm � k derniers vecteurs de base deX )
et l'image (engendr�ee par lesk premiers vecteurs de base deY) de l'op�erateur C.

Dans [FR46, FR32], nous avons propos�e un algorithme pour calculer la forme nor-
male de Smith associ�ee �a une matrice donn�ee de nombres entiers (+1; � 1; 0) de taille
n � m, qui travaille en O(s2) o�u s = max( m; n). Cette forme normale est construite
�a l'aide de transformations unimodulaires, c'est-�a-dir e de transfomations repr�esent�ees
par des matrices de nombres entiers �a d�eterminant � 1, dont les matrices inverses sont
encore �a nombres entiers. Ces transformations sont le r�esultat d'un enchâ�nement �ni
d'op�erations �el�ementaires (permutation de deux lignes , multiplication d'une ligne par
� 1, substitution d'une ligne par une combinaison �a poids entiers d'autres lignes). Une
op�eration �el�ementaire sur les lignes correspond �a un changement de base deY et une
op�eration �el�ementaire sur les colonnes correspond �a un changement de base deX . Ces
op�erations �el�ementaires sont m�emoris�ees dans deux matrices unimodulaires, Q de taille
n pour les colonnes etP de taille m pour les lignes. Ces deux matricesQ et P sont telles
que �a la sortie de l'algorithme, la matrice QCP soit sous la forme normale de Smith
(24). Et donc, le noyau deC est engendr�e par lesm � k derniers vecteurs lignes deP
alors que l'image deC est engendr�e par lesk premiers vecteurs colonnes deQ. La forme
normale de Smith permet de r�epondre aux deux questions pos�ees.

R�eponse 1. Une premi�ere r�eponse rapide �a la Question 1 est donn�ee par la caracter-
istique d'Euler-Poincar�e associ�ee au domaine 
, i.e., l'entier � (
) =

P d
i =0 (� 1)i bi , o�u bi
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est le i�eme nombre de Betti de 
 d�e�ni par bi = dim(Ker( @; Cp(m))=@Cp+1 (m)) (ou de
fa�con �equivalente par bi = dim(Ker(d ; F p(m))=dF p� 1(m))). Dans [108], on montre que
ces nombres sont des invariants topologiques, en ce sens qu'ils d�ependent du domaine 
,
�a un hom�eomorphisme pr�es, mais pas du maillage m. D'apr�es la d�e�nition des bi , on a
la formule d'Euler-Poincar�e � (
) = N � A + F � T = 1 � r (
) o�u N , A, F , T sont les
nombres de n�uds, arêtes, etc., d�e�nis plus haut et r (
) est le nombre de trous de 
. La
constante� vaut typiquement de 0 �a 2 (lorsque la r�egion maill�ee est born�ee et contractile,
� = 1). Pour la fronti�ere � du domaine 
, la constante � (�) = N � � A � + F� = 2(1 � r (�))
o�u r (�) est le nombre de trous de �. En connaissant la constante � pour le domaine
maill�e, on peut voir si le maillage g�en�er�e v�eri�e la for mule.

Une autre r�eponse est donn�ee par l'algorithme d�e�ni aupa ravant. En e�et, un
g�en�erateur de H1(m) = Ker( @; C1(m))=@C2(m) est un 1-cycle c qui n'est pas le bord
d'une 2-châ�ne. En termes matriciels, il s'agit d'un vecteur du noyau de G t qui n'est pas
dans l'image deR t , qui est donc calculable par la m�ethode pr�esent�ee dans [FR46, FR32].

R�eponse 2. On s'int�eresse �a la solution approch�ee du probl�eme de la magn�etostatique
lin�eaire dans un domaine 
 �a topologie non triviale, par ex emple un tore, de fronti�ere
r�eguli�ere connexe �. Le probl�eme consid�er�e est le suiv ant : Trouver le champ d'induction
magn�etique b tel que

r � (�b ) = j; dans 
 ;
r � b = 0 ; dans 
 ;
b� n� = g; sur � = @
 ;

(25)

o�u � est la r�eluctivit�e magn�etique ( � = 1
� , o�u � � � 0 > 0 est la perm�eabilit�e magn�etique)

d�e�nie sur 
, j est une densit�e de courant source donn�ee etg une fonction scalaire
d�e�nie sur la fronti�ere �. Un premier point di�cile est la p rise en compte de la condition
r � b = 0. Dans la litt�erature, on trouve di��erentes approches, dont la construction
d'une base pour ces �el�ements qui tient compte explicitement de cette condition [67], la
technique des formulations variationnelles augment�ees mixtes [36], l'introduction d'un
potentiel vecteur [6] magn�etique v tel que b = r � v (voir [FR26] pour une application),
etc. Si on utilise le potentiel vecteur, il se pose le probl�eme de son unicit�e, c'est-�a-
dire que le vecteurv est d�e�ni modulo le gradient d'une fonction scalaire (v0 = v + r � ,
r � v = r � v0 = b). Dans l'ensemble des potentiels vecteursv, la relation r � v = r � v0

est une relation d'�equivalence dont les classes sont en correspondance biunivoque avec
les champsb. La \classe" d'�equivalence repr�esente \un" seul objet qu i est le champ
induction magn�etique b. L'approche classique revient �a choisir un repr�esentant parmi
les �el�ements de la classe: la condition sur laquelle on base le choix d'un repr�esentant
dans la classe s'appelle \condition de jauge". Une condition possible est la jauge de
Coulomb (r � v = 0), g�en�eralement impos�ee par la technique de p�enalisation ou par
l'intermediare d'un multiplicateur de Lagrange [39]. Une autre condition tr�es utilis�ee
est la jauge p � z = 0 o�u z est un champ de vecteurs dont les lignes de champ ne sont
pas ferm�ees et sont telles qu'elles peuvent relier toute paire de points quelconque du
domaine d'�etude [6]. En particulier, si v et v0 sont tels que r � v = r � v0, alors
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r � �v = 0 o�u �v = v � v0. S'ils v�eri�ent la condition v � z = 0, alors �v � z = 0 et
0 =

R

 �v � � =

R

 r f � � = f (x) � f (y), 8x; y 2 
, o�u 
 est une courbe orient�ee qui

lie x �a y et de vecteur tangent � k z. Il en r�esulte que la fonction f est constante et
donc que �v = r f = 0, c'est-�a-dire que v � v0. Dans le cas d'une approximation par
�el�ements d'arêtes, cette technique est bien adapt�ee. Comme le champ de vecteursz peut
être d�etermin�e par un arbre constitu�e d'une suite d'ar^etes dans le maillage, cette jauge
est parfois appel�ee la jauge d'arbre. Th�eoriquement, le choix de l'arbre est arbitraire.
Pourtant, les exp�eriences num�eriques montrent que la pr�ecision du calcul ainsi que la
vitesse de convergence du syst�eme �a r�esoudre d�ependentdu choix de l'arbre [96].

Dans [FR32], c'est la formulation en potentiel vecteur qu'on a consid�er�ee avec une
jauge d'arbre et nous avons �etudi�e �a quoi elle peut correspondre au niveau discret dans
le cas o�u 
 n'est pas simplement connexe (voir [46] pour le cas o�u 
 est connexe mais �a
fronti�ere pas simplement connexe). Plus pr�ecis�ement, on cherche une basef v1; : : : ; vA g 2
W 1 pour l'espaceRW 1 et une fa�con de s�electionner un uniquev 2 W 1 tel que b = r � v
pour un champ b 2 W 2 soleno•�dal. Dans la litt�erature il existe plusieurs techniques
de construction d'arbres. Dans [FR46, FR32] nous abordons le sujet d'un point de
vue alg�ebrique (voir aussi [111]). Prenonsc 2 C1(m) : l'�ecriture @c= 0 signi�e que
le vecteur G t c = 0, de taille N , combinaison lin�eaire des lignes de la matriceG t , est
nul. L'extraction d'un arbre couvrant est donc �equivalent e �a trouver un ensemble de
cardinal maximal de lignes libres deG, ce qui revient �a chercher une sous-matrice de
rang maximal dans G. Les autres lignes, correspondant aux coarêtes, sont combinaison
lin�eaire des lignes libres et forment une base de KerG t . Les coarêtes donnent donc une
base pour les 1-cycles dans le sens que, pour une coarête� �x�ee, il existe une fa�con
unique d'associer un entierca �a chaque arête a de l'arbre � 1 pour avoir une 1-châ�ne
ferm�ee (@(� +

P
a2 � 1

caa) = 0).

3.4 Op�erateurs de restriction/prolongement pour les �el� ements de Whit-
ney

La r�esolution e�cace et performante des syst�emes alg�ebr iques d�erivant de la discr�etisation
d'un probl�eme donn�e �a l'aide d'une m�ethode choisie est u ne �etape d�elicate. Les matrices
associ�ees �a des discr�etisations par �el�ements �nis (de Whitney) sont g�en�eralement creuses
et de grande taille, et leur inversion se fait de pr�ef�erence par des m�ethodes it�eratives
ou multiniveaux. Dans le chapitre 2, on a vu un exemple de m�ethodes multiniveaux
o�u les di��erents niveaux �etaient associ�es �a des degr�e s d'interpolation di��erents sur un
même maillage du domaine�
 ( p-multigrille). On s'int�eresse maintenant �a des m�ethode s
multiniveaux classiques o�u les di��erents niveaux sont associ�es �a di��erents maillages de �

(h-multigrille), le degr�e d'interpolation par �el�ements � nis de Whitney �etant �x�e �a un sur
chacun de ces maillages (voir [17, 68, 101] pour des r�esultats dans le cadre des approxi-
mations par �el�ements d'arête sur maillages simpliciaux et [37] pour une formulation de
ces m�ethodes dans le cas d'un maillage en hexa�edres).

Consid�erons donc deux maillages embô�t�essur �
, pour simpli�er la pr�esentation,
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not�es mh le �n et mH le grossier, respectivement. SoientVh et VH les espaces vecto-
riels de dimension �nie compos�es de vecteurs de ddl (vecteurs dont les composantes
sont des cochâ�nes), avec dim(Vh) > dim(VH ) en accord avec le choixH > h . Dans
une approche multiniveaux, les espacesVh et VH communiquent entre eux (les vecteurs
des r�esidus et des erreurs) par l'interm�ediaire de deux op�erateurs R H

h : Vh ! V H de
restriction et Ph

H : VH ! V h de prolongement. Il s'agit de deux op�erateurs, entre
vecteurs de cochâ�nes, lin�eaires et de rang maximal. Dans[FR38] on montre comment
l'op�erateur Ph

H entre cochâ�nes est le dual de l'op�erateurs de châ�nes,� : (@; C(mh)) !
(@; C(mH )), o�u ( @; C(mh)) (resp. (@; C(mH ))) est le complexe de châ�nes d�e�ni sur mh

(resp. mH ). L'op�erateur R H
h est d�e�ni comme �etant le transpos�e de Ph

H . On introduit
aussi l'op�erateur � qui est l'injection naturelle de mH dans mh , d�e�ni comme suit.

D�e�nition 3.2 Soit S un p-simplexe du maillage grossiermH , alors on pose

� (S) =
X

s�S p
mh

� s
S

s avec � s
S

=

8
><

>:

0 si s 6� S;

+1 si s � S et même orientation ;

� 1 si s � S et di��erente orientation :
(26)

Dans le cas particulier o�u p = 0 , si l'on d�e�nit une orientation positive pour les n�uds,
� s

S
vaut 0 si S 6� s et 1 si S � s, pour S 2 mH and s 2 mh.

L'op�erateur � traduit en termes math�ematiques l'op�eration de repr�ese ntation d'un petit
p-simplexe s par une châ�ne de grandsp-simplexes S. �A ce propos, notonswS la p-
forme de Whitney associ�ee aup-simplexe S de mH telle que hwS ; S0i = � SS0 pour tout
p-simplexe S0 2 mH .

D�e�nition 3.3 Soit s un p-simplexe du maillage �n mh, alors on pose

� (s) =
X

S�S p
mH

< w
S
; s > S �

X

S�S p
mH

� S
s S: (27)

L'utilisation de formes de Whitney pour la d�e�nition de � est naturelle : on a en e�et
vu auparavant que les formes de Whitney sont un outil de repr�esentation dep-surfaces
par desp-châ�nes simpliciales. Dans ce cas, lap-surface est le petitp-simplexe s.

L'application de châ�nes � permet de d�e�nir naturellement par dualit�e un op�erateur
de prolongementPh

H comme suit : hu; � (s)i = hPh
H u; si pour toute p-châ�ne s 2 Cp(mh)

et vecteurs dep-cochâ�nesu 2 VH , comme sugg�er�e par le diagramme suivant

Vh C(mh)

Ph
H " h�; �i # �

VH C(mH ):

En choisissant des bases duales sur les espaces vectorielsVh et VH , les �el�ements de la
repr�esentation matricielle de l'op�erateur Ph

H sont les r�eels (Ph
H )s

S = � S
s . On rappelle queS
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et s sont deux simplexes de même dimensionp dans les maillagesmH et mh respectivement.
On a donc un op�erateur de prolongement distinct pour chaquevaleur de p. L'op�erateur
de restriction, comme on l'a vu dans la section 2.3.3, est choisi comme �etant le transpos�e
de l'op�erateur de prolongement. Ce choix est li�e aux propri�et�es de la matrice Ah au
niveau �n et �a la d�e�nition de la matrice AH au niveau grossier par aggr�egation de la
matrice Ah .

Les poids (ou moments)hwS; si ne d�ependent pas de la g�eom�etrie (m�etrique) de S
et s mais de leurs position et orientation relatives. Ce sont desquantit�es ind�ependantes
de toute m�etrique. Cet aspect a�ne est li�e au fait de consid �erer les formes de Whitney
(ici de degr�e polynomial �egal �a un) comme un outil pour d�e crire une p-surface de 

par des sommes pond�er�ees dep-châ�nes d'un maillage de�
. Cette id�ee conduit �a des
strat�egies simples et �equivalentes de calcul de poids dep-formes sur un simplexe de même
dimension p, qui sont analys�ees dans [FR48]. Pour deux maillages embô�t�es, c'est-�a-dire
que le �n mh est obtenu par ra�nement prescrit du grossier mH (voir [FR38] pour plus de
d�etails), les coe�cients � S

s sont calculables \�a la main". Dans le cas g�en�eral (mailla ges
non embô�t�es), ces coe�cients sont calculables de fa�connon m�etrique [FR48] �a partir
seulement de la connaissance des coordonn�ees barycentriques.

3.5 p-formes de Whitney de degr�e sup�erieur �a un

Les �el�ements de Whitney sur p-simplexes [21, 87] sont parmi les �el�ements �nis les
plus utilis�es en �electromagn�etisme num�erique. Ils per mettent de repr�esenter les formes
di��erentielles sur un maillage simplicial �a partir d'un e nsemble de ddl qui sont des
cochâ�nes. Ils sont donc bien adapt�es pour la discr�etisation des �equations de Maxwell.
Dans les mod�eles d�evelopp�es, les �el�ements �nis de Whit ney utilis�es sont de degr�e poly-
nomial �egal �a un. La pr�ecision du calcul peut être insu�s ante [86, 110] dans certains cas
comme, par exemple, les probl�emes coupl�es magn�eto-m�ecaniques o�u les champs peuvent
varier fortement, les probl�emes de cavit�es r�esonnantesqui n�ecessitent un calcul pr�ecis des
valeurs propres du syst�eme [4], etc. Il existe deux m�ethodes pour am�eliorer la pr�ecision :
la premi�ere consiste �a e�ectuer un ra�nement local du mail lage (h-m�ethode), la seconde
�a utiliser des �el�ements d'ordre sup�erieur ( p-m�ethode). Le ra�nement local du maillage
impose bien souvent l'apparition d'�el�ements d�eform�es ind�esirables car de tels �el�ements
d�et�eriorent la stabilit�e du syst�eme et la pr�ecision de calcul. �A ce propos, dans [FR38] on a
�etudi�e une technique de ra�nement de maillage uniforme, c 'est-�a-dire une technique qui
g�en�ere au cours de la proc�edure un nombre �ni de types de cellules. Avec des �el�ements
d'ordre sup�erieur, on peut obtenir une bonne pr�ecision avec en g�en�eral un petit nombre
d'�el�ements. A�n d'optimiser le nombre d'inconnues, il y a �egalement int�erêt �a combiner
des �el�ements d'ordres di��erents pour la r�esolution d'u n probl�eme donn�e ( hp-m�ethode).

Des nombreux papiers ont �et�e d�edi�es �a la construction d '�el�ements �nis de Whitney
(d'arête ou de face) d'ordre polynomial sup�erieur �a un, en s'appuyant sur la th�eorie
publi�ee au d�ebut des ann�ees 80 [87, 85]. Les �el�ements d'ordre �elev�e sont appr�eci�es pour
leur haute pr�ecision mais leur d�eveloppement a �et�e frei n�e par la di�cult�e de g�en�erer
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les fonctions de base correspondantes et par le manque d'unenotation coh�erente. La
d�e�nition propos�ee par J.-C. N�ed�elec est optimale dans le sens o�u, �a pr�ecision �x�ee, il
utilise un nombre minimal de ddl, mais di�cile �a suivre car l es fonctions de base n'ont
pas �et�e explicitement fournies. Par cons�equent, il existe dans la litt�erature de nombreuses
approches pour la construction de formes de Whitney d'ordresup�erieur �a un (voir [110]
et les r�ef�erences qui y sont contenues). En regardant par exemple la forme des fonctions
de base propos�ees dans [61, 63, 120, 69, 70, 8, 5], il est di�cile de savoir si les espaces
engendr�es sont les mêmes. En outre, les constructions existantes (hi�erarchiques ou non)
d'�el�ements �nis de Whitney suivent la d�emarche traditio nnelle qui consiste �a utiliser
des \moments" d'ordre de plus en plus �elev�e. Plus pr�ecis�ement, des �el�ements �nis de
Whitney d'ordre �elev�e associ�es �a des p-simplexes en dimensiond font intervenir des ddl
associ�es �a desq-simplexes, avecp < q � d, dont l'interpr�etation physique reste obscure.

Dans [FR40, FR43, FR53], nous pr�esentons une d�e�nition d'�el�ements �nis de Whit-
ney de degr�e polynomial k + 1 (pour un entier k > 0) bas�ee sur l'utilisation de \petits
simplexes", i.e., simplexes obtenus par des contractions a�nes (associ�eesau treillis prin-
cipal d'ordre k) d'un simplexe du maillage. Cette approche peut être interpr�et�ee comme
une formule de reconstruction de haute pr�ecision bas�ee sur la r�epresentation d'un sim-
plexe mâ�tre par un nombre �nis de sous-simplexes (qui ne constituent pas un maillage
du simplexe mâ�tre). Les sous-simplexes n'existent pas dans la r�ealit�e, c'est une astuce
math�ematique qui nous permet de d�e�nir tr�es simplement u ne base pour les �el�ements
�nis de Whitney de degr�e polynomial k +1. Dans chaque t�etra�edre du maillage de �
, les
fonctions de base pour lesp-formes de Whitney de degr�ek +1 sont obtenues comme pro-
duit des fonctions de base pour lesp-formes de Whitney de degr�e un usuelles (D�e�nition
3.1) par un monôme homog�ene de degr�ek dans les fonctions barycentriques du t�etra�edre.
Dans le cas d'�el�ements �nis d'arête ou de face, cette approche est coh�erente avec la tech-
nique classique pour g�en�erer une base compl�ete �a l'ordre k pour ce type d'�el�ements
(voir les d�etails dans [63]). Dans [FR40, FR43, FR53] nous justi�ons d'un point de vue
g�eom�etrique et dans le langage des formes di��erentielles, la construction de fonctions de
base �a partir de produits de monômes de coordonn�ees barycentriques et dep-formes de
Whitney d'ordre 1. Les points de base de cette construction sont : (1) les p-formes de
Whitney de degr�e sup�erieur doivent, elles aussi, former des partitions de l'unit�e, (2) �etant
a priori plus nombreuses que celles de degr�e un les formes dedegr�e sup�erieur doivent
correspondre �a une discr�etisation plus �ne dans chaque t�etra�edre, et c'est bien les \petits
simplexes" dont on a parl�e plus haut, (3) les espacesW p

k+1 engendr�es par lesp-formes
de Whitney de degr�e k + 1 doivent, eux aussi, constituer une suite exacte (voir la preuve
dans [FR53]).

Voici les points principaux de cette construction. Nous adoptons une notation par
multi-indices : soit k , en gras, un vecteur (k0; : : : ; kd) de d + 1 entiers ki � 0, et on
note par k son poids

P d
i =0 ki . L'ensemble des multi-indicesk �a d + 1 composantes

et de poids k est not�e par I (d + 1 ; k) et sa cardinalit�e # I (d + 1 ; k) est le coe�cient

binomial
�

k + d
d

�
= ( k + d)!=d! k!. Nous adoptons aussi la notation suivante : pour
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k 2 I (d + 1 ; k), l'expression � k denote le monôme homog�ene �di =0 (� i )k i :
Dans chaque t�etra�edre v, les \petits simplexes" sont l'image dev par la transforma-

tion g�eom�etrique suivante :

D�e�nition 3.4 �A chaque multi-indice k 2 I (d + 1 ; k) correspond une application~k de
v en lui même. Soit ~ki la fonction a�ne qui transforme l'intervalle [0; 1] en l'intervalle
[ k i
k+1 ; 1+ k i

k+1 ]. Si � i (x), 0 � i � d, sont les coordonn�ees barycentriques d'un pointx 2 v,
son image ~k(x) a des coordonn�ees barycentriques~ki (� i (x)) , avec ~ki (� i (x)) = (� i (x) +
ki )=(k + 1) .

G�eom�etriquement, cette application est une homoth�etie , i.e. une transformation de
l'espace qui r�eduit la distance entre deux points d'un facteur k+1 par rapport �a un point
�xe o de coordonn�ees barycentriqueski =k. Noter que les images~k(v) de v ne constituent
pas un maillage dansv, il y a en e�et des trous pas n�ecessairement homoth�etiques�a
v. Noter aussi que~k(x i ), pour tout multi-indice k 2 I (d + 1 ; k) et tout n�ud i de v,
forment Tk+1 , le treillis principal d'ordre k + 1 dans v.

D�e�nition 3.5 On appelle \petits p-simplexes" dev, 0 � p � d, les images~k(S) pour
tout (\grand") p-simplexe S 2 S p(v) et tout multi-indice k 2 I (d + 1 ; k), et on les note
s = f k; Sg.

Tout p-simplexe de~k(v), pour k 2 I (d + 1 ; k), est un petit p-simplexe.
Les p-formes de Whitney de degr�e polynomial sup�erieur dansv sont associ�ees �a la

transformation g�eom�etrique d�e�nie dans v par l'application ~k pour tout choix de multi-
indice k 2 I (d + 1 ; k).

D�e�nition 3.6 Les p-formes de Whitney de degr�e polynomialk+1 sur msont les formes
ws = � k wS, o�u s = f k; Sg, pour tout multi-indice k 2 I (d + 1 ; k) et pour tout (grand)
p-simplexeS 2 S p, et wS est la p-forme de Whitney de degr�e1 associ�ee �a S (D�e�nition
3.1). L'espace engendr�e par lesp-formes de Whitney de degr�e polynomialk + 1 sur le
maillage mest W p

k+1 = spanf ws; s = f k; Sg; k 2 I (d + 1 ; k); S 2 Spg.

D'o�u l'algorithme suivant : pour W p
2 , associer �a chaquep-simplexe S 2 Sp le produit

� nwS, o�u n parcourt N et wS 2 W p
1 , pour W p

3 , associer �a chaquep-simplexe S 2
Sp le produit � n � m wS, o�u n; m parcourent N et wS 2 W p

1 , etc. Noter, toutefois,
que ces nouvelles formes ne sont pas lin�eairement ind�ependantes et une proc�edure de
s�election est n�ecessaire pour extraire un ensemble de formes libres. En outre, les matrices
associ�ees �a une discr�etisation d'un probl�eme par ces formes ne sont pas bien conditionn�ees
(voir [FR43]) par rapport �a celles associ�ees par exemple aux formes propos�ees dans
[5]. Mais, la \convergence de typehk" (spectrale en k et alg�ebrique en h) de l'erreur
d'approximation associ�ee �a ces �el�ements est prouv�ee num�eriquement pour un probl�eme
mod�ele en magn�etodynamique apr�es discr�etisation en temps [FR43] et �egalement pour
le probl�eme de calcul des valeurs propres de Maxwell dans une cavit�e vide �a parois
m�etalliques, et non excit�ee par des sources ext�erieures[FR54].
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3.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e trois applicationsde p-formes de Whitney sur sim-
plexe et les outils de topologie alg�ebrique correspondants. Nombreuses sont les directions
de recherche ouvertes par ces premiers travaux.

En ce qui concerne le calcul automatique de groupes d'homologie d'un domaine 
,
il faudrait valider l'algorithme propos�e sur des cas tests plus compliqu�es. On voudrait
utiliser les mêmes outils pour �etudier le cas du probl�eme de la magn�etostatique pos�e
dans un domaine tridimensionnel 
 non simplement connexe et�a fronti�ere non connexe.

L'analyse d�etaill�ee de la convergence et des performances de l'algorithme multi-
niveaux bas�e sur l'op�erateur � n'a pas �et�e consider�ee jusqu'�a maintenant.

Pour le cas desp-formes de Whitney de degr�e sup�erieur, on aimerait voir si la même
construction fonctionne pour les hexa�edres, domaines quisont plus simples �a traiter
du point de vue g�eom�etrique (g�en�eration de maillage, ra �nement de maillage, etc.).
Une fois �etablie la d�e�nition pour les p-formes de Whitney de degr�e sup�erieur sur un
hexa�edre, des questions int�eressantes se posent. Par exemple, en deux dimensions, un
carr�e est divisible en triangles (2 en tra�cant une diagonale, ou 8 en tra�cant les deux
diagonales et les deux medianes). On peut donc composer deuxapplications de châ�ne :
celle de Whitney vers le complexe simplicial et celle du complexe simplicial au complexe-
briques. Par transposition, on obtient un nouveau syst�emede formes de Whitney sur
le complexe-briques, di��erent du complexe isoparam�etrique. Ces nouvelles formes sont
associ�ees aux mêmes cellules. Les deux complexes de Whitney ont mêmes dimensions,
mêmes cohomologie, etc., quels sont leurs rapports et propri�et�es d'approximation ? Il
y a une deuxi�eme question analogue, mais dans l'autre sens.Par exemple, en deux
dimensions, un triangle est divisible en quadrilat�eres (3en joignant le centre de gravit�e
du triangle aux milieux des côt�es). Composant les formes de Whitney du complexe-
briques avec l'application du complexe-briques vers le simplicial, on obtient un nouveau
complexe de Whitney associ�e au complexe simplicial et di��erent de l'habituel, quels sont
leurs rapports et propri�et�es d'approximations ?

Une autre tâche int�eressante serait de comprendre si les di��erentes fonctions de
base pour lesp-formes de Whitney d'ordre sup�erieur contenues dans les articles cit�es
en r�ef�erence �a ce sujet, engendrent le même espace. La d�e�nition de bases hi�erarchiques
(concept tr�es utile pour les p-ra�nements) pour les formes de Whitney est une autre
question ouverte et pas du tout claire.

Dans ce chapitre, on a introduit des notions de g�eom�etrie di��erentielle discr�ete et
expliqu�e comment ces notions peuvent être tr�es utiles pour d�e�nir une approche de
discr�etisation simple mais �able. Nous avons aussi montr�e comment construire une
version discr�ete de la d�ecomposition de Hodge dans des domaines �a topologie non triviale.
Cette approche g�eom�etrique au calcul num�erique est assez r�ecente, et beaucoup de d�etails
restent encore �a explorer. L'application d'une telle approche en �elasticit�e ou dynamique
des 
uides, serait interessante �a �etudier.
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4 La m�ethode d'�el�ements �nis avec joints

La m�ethode des �el�ements avec joints MEM (\mortar element method" en anglais), intro-
duite en 1987 dans [13, 14], est une technique non-conforme de d�ecomposition de domaine
reposant sur une partition du domaine de calcul en sous-domaines sans recouvrement
et permet d'utiliser des discr�etisations compl�etement i nd�ependantes sur chaque sous-
domaine, grâce �a des conditions de raccord appropri�ees sur les interfaces. Elle permet de
combiner ces discr�etisations de fa�con optimale, c'est-�a-dire, l'erreur globale est born�ee
par la somme des erreurs d'approximation locales dans les sous-domaines. Depuis son
appartition, la m�ethode des �el�ements avec joints a eu un t r�es grand succ�es. Il est di�cile
de recenser les nombreuses publications qui font appel �a cette m�ethode ; on peut s'en
faire une petite id�ee en regardant, par exemple, [10, 125, FR35] et les r�ef�erences qui y
sont cit�ees. Un des grands avantages de la m�ethode par rapport �a d'autres techniques de
d�ecomposition de domaine est la possibilit�e de traiter di��erents types de non-conformit�e
avec beaucoup de 
exibilit�e.

Non-conformit�e fonctionnelle . La m�ethode MEM s'appuie sur des techniques de type
variationnel pour la discr�etisation de EDPs, comme par exemple la m�ethode (p- ou
h- ou hp-)FEM, ( Q ou T)SEM, etc. Le probl�eme discret est construit �a l'aide de la
m�ethode de Galerkin appliqu�ee �a la formulation variatio nnelle du probl�eme donn�e. Or,
même si les espaces discrets locaux aux sous-domaines sontcontenus dans les espaces
variationnels continus locaux, l'espace global discret n'est plus contenu dans l'espace
fonctionnel global, du fait de la pr�esence de conditions deraccordement aux interfaces
entre les sous-domaines qui sont trop faibles pour assurer la conformit�e.

Non-conformit�e g�eom�etrique . La partition du domaine 
 en sous-domaines est dite
g�eom�etriquement conforme, si deux sous-domaines voisins se partagent un sommet ou
une arête ou face enti�eres. Dans le cas contraire, la partition est dite g�eom�etriquement
non-conforme. La possibilit�e de traiter, par m�ethode MEM , des d�ecompositions non-
conformes pr�esente des avantages importants, comme par exemple, ra�nements locaux
des maillages de calcul, parties du domaine qui sont mobilespar rapport �a d'autres mais
avec \interfaces de glissement",i.e., interfaces invariantes par rapport au mouvement,
g�eneration \par parties ind�ependantes" du maillage dans les g�eom�etries complexes, cou-
plage de m�ethodes sur maillages di��erents, etc.. Cet aspect non-conforme a �et�e largement
�etudi�e et utilis�e pendant mon travail de th�ese [FRphd], pour �etudier la distribution des
courants induits dans un moteur �electrique.

Non-conformit�e de recouvrement. La partition du domaine est choisie avec recouvrement
et, une fois encore, di��erentes discr�etisations sont possibles dans les sous-domaines. La
condition de raccordement va transf�erer l'information d' un sous-domaine �a l'autre au
niveau d'une interface qui est contenue dans les sous-domaines, qui peut même être dans
le maillage de ces sous-domaines. Cette version de la m�ethode (les premiers travaux
�a ma connaissance sont [2, 26]) est pref�erable en pr�esence de parties du domaine qui
sont mobiles par rapport �a d'autres mais sans interfaces deglissement (c'est le cas,
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par exemple, d'un ballon lanc�e dans l'air). J'ai abord�e ce cas9 (voir [FR47, FR23,
FR33, FR34, FR50]) apr�es mon travail de th�ese. Notons que les travaux qu'on a men�e
sur ce sujet ont �et�e �a la base de [54, 55]. D'autres techniques \multi-echelles" sont,
par exemple, la m�ethode de domaines �ctifs, la m�ethode chim�ere et la m�ethode de
\patches" d'�el�ements �nis. Les m�ethodes de domaines �ct ifs, sous la forme introduite
par R. Glowinski, ne sont pas des d�ecompositions de domainepuisqu'elles �etendent
le probl�eme �a un domaine plus grand de forme simple, mais elles partagent avec les
d�ecompositions de domaine le fait qu'elles se formulent aussi avec un multiplicateur de
Lagrange. Ce multiplicateur peut être localis�e sur la fronti�ere, comme dans [15, 56] ou
r�eparti dans un volume, comme dans [57, 59]. La m�ethode chim�ere [25] vise �a r�esoudre des
PDE dans un domaine d�ecompos�e en sous-domaines avec recouvrement par corrections
successives comme dans un algorithme de Schwarz. La m�ethode de \patches" d'�el�ements
�nis [60, 99] est une approche de d�ecomposition de domaine avec recouvrement, qui
fait apparâ�tre plusieurs niveaux de grilles non n�ecessairement embô�t�ees pour r�esoudre
num�eriquement des probl�emes elliptiques �a donn�ees multi-�echelles. La m�ethode consiste
�a calculer des corrections successives de la solution par sous-domaines discr�etis�es de fa�con
non n�ecessairement conforme.

Pour simpli�er la pr�esentation, on commence avec un probl�eme mod�ele elliptique
avec conditions au bord homog�enes de type Dirichlet, donn�e par

�r � (� r u) = f dans 
 ; u = 0 sur @
 (28)

o�u � est une matrice d�e�nie positive, sym�etrique et coercive sur le domaine 
 � Rd,
d = 2 ; 3, de fronti�ere @
 et f une fonction donn�ee dansL 2(
). Le probl�eme (28) a la
formulation variationnelle suivante:

Trouver u 2 H 1
0 (
) tel que a
 (u; v) = ( f; v )
 pour tout v 2 H 1

0 (
) ; (29)

o�u la forme bilineaire a(�; �)
 et la forme lineaire (f; �)
 sont d�e�nies par

a
 (u; v) :=
Z



� r u � r v; (f; v )
 :=

Z



f v (30)

et H 1
0(
) = f v 2 H 1(
) : vj@
 = 0g. Grâce au lemme de Lax-Milgram, le probl�eme (29)

a une solution unique.

4.1 Le cas d'une d�ecomposition de 
 sans recouvrement entre les sous-
domaines

Dans cette section, je pr�esente les travaux successifs �a la th�ese sur la m�ethode MEM.
Ma recherche s'est orient�ee suivant deux directions: (i) comment discr�etiser de fa�con

9En collaboration avec Yvon Maday, professeur au laboratoire J.-L. Lions de l'Universit�e Pi erre et
Marie Curie, France, Barbara Wohlmuth , professeur �a l'Inst. Ang. Analysis und Numwr. Simulation de
l'Universit�e de Stuttgart, Allemagne, Bernd Flemisch, �etudiant en th�ese du professeur Wohlmuth.
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optimale la condition de couplage �a l'interface entre sous-domaines, (ii) utilisation de
multiplicateurs de Lagrange d'ordre �elev�e dans la condition de couplage.

Supposons, pour simpli�er, que le domaine 
 soit d�ecompos�e en deux sous-domaines

 k , k = 1 ; 2, tels que


 = 
 1 [ 
 2; 
 1 \ 
 2 = ; ; 
 1 \ 
 2 = � : (31)

On cherche donc la solutionu du probl�eme (29) comme un couple (u1; u2) o�u u1 = uj 
 1

et u2 = uj 
 2 . L'application v ! (v1 = uj 
 1 ; v2 = uj 
 2 ) est un isomorphisme deH 1(
)
sur l'espace

X = f (v1; v2) 2 H 1(
 1) � H 1(
 2); 
 1;� (v1) = 
 2;� (v2)g

o�u 
 k;� : H 1(
 k ) ! H
1
2 (�) est l'op�erateur de trace �a l'interface � entre les deux sous-

domaines. Ici, on a 
 k;� (v) = vj � , k = 1 ; 2. On remarque queX est un espace de
Hilbert par rapport au produit scalaire ( u; v)� =

P 2
k=1 (uk ; vk )
 k , de norme (bris�ee)

correspondantejjujj2
� =

P 2
k=1 jjuk jj2

1;
 k
. Le probl�eme (29) se re-�ecrit comme suit :

Trouver ( u1; u2) 2 X 0 tel que 8 (v1; v2) 2 X 0
P 2

k=1

R

 k

� grad uk � grad vk =
P 2

k=1

R

 k

f j 
 k
vk

(32)

o�u X 0 = f (v1; v2) 2 X; v kj@
 k \ @
 = 0 ; k = 1 ; 2g. Le probl�eme (32) a une unique
solution (u1; u2) 2 X 0. On note que sans lacondition de couplage fortev1j� = v2j� dans
la d�e�nition de X , les deux probl�emes (29) et (32) ne seraient pas �equivalents.

Soient TH et Th deux maillages simpliciaux sur 
 1 et 
 2 respectivement, o�u H et
h sont les diam�etres maximaux des triangles. On introduit ensuite des espaces discrets
d'�el�ements �nis d'ordre un :

X H (
 1) = f v 2 H 1(
 1) j vj t 2 P1(t) ; 8 t 2 TH g

et X h(
 2) d�e�ni en utilisant Th. On note X H; 0(
 1) = f v 2 X H (
 1) j vj@
 1 \ @
 = 0g et
X h;0(
 2) = f v 2 X h(
 2) j vj@
 2 \ @
 = 0g. L'espace des traces de fonctions deX h(
 2) sur
� est not�e Wh(�). On note X � ;0 = X H; 0(
 1) � X h;0(
 2) et chaque �el�ement u� 2 X � ;0 est
un couple de fonctions (uH ; uh).

Si les triangulations des deux sous-domaines co•�ncident sur � (on parle de maillages
conformes), alors on peut satisfaire exactement la condition de couplage forte. Mais
la conformit�e des maillages �a l'interface entre les sous-domaines est une condition trop
contraignante si on veut am�eliorer l'e�cacit�e des m�etho de locales (FEM ou SEM dans les
sous-domaines) �a travers, par exemple, un ra�nement hp des �el�ements ou en pr�esence de
g�eom�etries mobiles (voir la section 4.3 pour un probl�eme concret). L'id�ee �a la base de la
m�ethode MEM est de relaxer la contrainte de conformit�e, en imposant une condition de
couplage faible�a l'aide d'un espace de multiplicateurs de Lagrange. La cl�e de la m�ethode
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MEM est la construction d'un \bon" espace discret de multipl icateurs de Lagrange a�n
d'assurer la stabilit�e du probl�eme discret.

Soient

a(u� ; v� )� =
R


 1
� grad uH � grad vH +

R

 2

� grad uh � grad vh ;
(f; v � )� =

R

 1

f j 
 1 vH +
R


 2
f j 
 2 vh

les formes bilin�eaire et lin�eaire d�e�nies sur X � ;0. Le probl�eme discret s'�ecrit:

Trouver u� 2 ~X � ;0 tel que a(u� ; v� )� = ( f; v � )� 8 v� 2 ~X � ;0 (33)

o�u ~X � ;0 = f u� 2 X � ;0 j u� v�eri�ant une condition de couplage faible sur � g. La cons�equence
imm�ediate de l'imposition d'une condition de couplage faible sur � est de travailler avec
un espace discret~X � ;0 qui n'est plus un sous-espace de l'espace continuX .

Allons voir comment la condition de couplage faible sur � estd�e�nie pour la m�ethode
MEM. L'�evaluation de l'erreur entre la solution u du probl�eme (32) et u� du probl�eme
discret (33) peut être obtenue �a partir du deuxi�eme lemme de Berger-Scott-Strang [11].

Lemma 4.1 Si la forme bilineaire a(:; :)� est elliptique et continue sur X � ;0, alors la
solution u du probl�eme continu et u� du probl�eme discret v�eri�ent l'estimation d'erreur
suivante:

jju � u� jj � � C

 

inf
v� 2 X � ;0

jju � v� jj � + sup
w� 2 X � ;0 ; w � 6=0

R
�

@u
@n[w� ]�

jjw� jj �

!

(34)

o�u [w� ]� = wH j� � whj� .

On observe ici, en plus de l'erreur d'approximation, l'apparition d'une erreur de con-
sistance qui indique dans quelle mesure le probl�eme discret approche bien le probl�eme
continu (29). L'erreur de consistence mesure le \crime" commis en travaillant avec un
espace discretX � ;0 qui n'est pas un sous-espace deX . Son estimation est le point critique
de la m�ethode MEM car elle est d�ecisive pour l'optimalit�e de la m�ethode.

On sait que pour le probl�eme consider�e, la solution \physique" u est continue �a
travers l'interface � alors que, dans le cas o�u les maillages des sous-domaines ne sont
pas conformes, ce n'est pas vrai pour la solutionu� du probl�eme discret. En fait, la
restriction de la fonction uH 2 X H (
 1) �a l'interface � n'est pas, en g�en�eral, un �el�ement
de Wh(�), si les triangulations des sous-domaines sont ind�ependantes l'une de l'autre et
donc pas co•�ncidantes a priori sur �. Il y a donc la necessit�e de bien choisir l'op�erateur
� h qui transporte l'information �a travers l'interface � surt out si les maillages des sous-
domaines ne sont pas conformes sur �. Ceci signi�e un op�erateur tel que, du point de vue
th�eorique, l'erreur de consistance soit du même ordre quel'erreur d'approximation, et, du
point de vue num�erique, sa discr�etisation soit simple et les caract�eristiques de creusit�e,
positivit�e et conditionnement de la matrice du syst�eme al g�ebrique �nal �a r�esoudre soient
maintenues.
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A�n d'avoir une estimation d'erreur a priori optimale, i.e., l'erreur globale est born�ee
par la somme des erreurs locales dans les sous-domaines foisune constante qui ne d�epend
que de la solution, il faut bien choisir l'op�erateur � h : H 1(
) ! Wh(�) comme �etant
une projection sur Wh(�), i.e., � hvh = vh pour tout vh 2 Wh(�), v�eri�ant

jj � hvjj1=2;� � Cjjvjj1=2;� ; pour tout v 2 H 1(
) ; (35)

avec une constanteC ind�ependante de h et o�u jj � jj 1=2;� est la norme usuelle surH 1=2(�).
On remarque que si l'op�erateur � h v�eri�e (35), alors on a la propriet�e d'approximation
suivante sur H 1=2(�):

jjv � � hvjj1=2;� � Chjjvjj3=2;� ; pour tout v 2 H 1(
) :

Dans le cadre des m�ethodes MEM, l'op�erateur � h est bien connu, et d�e�ni �a l'aide
d'un espace de multiplicateurs de LagrangeM h(�) comme suit:

Z

�
� hv � =

Z

�
v �; pour tout � 2 M h(�) : (36)

La bonne d�e�nition de M h(�) est le point cl�e pour obtenir un op�erateur � h v�eri�ant
(35). L'approche classique [13] est de prendre, pour le probl�eme consid�er�e, en dimension
2 par exemple

M h(�) = f � 2 Wh(�) j 8 arête e 2 Th \ � ;

� je 2 P1(e) ; si les deux extremit�es dee sont sur � n @�

� je 2 P0(e) ; si e � � mais une extremit�e de e est sur @� g:

(37)

Si @� = ; , l'espaceM h co•�ncide avec Wh(�) mais si @� 6= ; , alors l'espaceM h est un
sous-espace propre deWh(�) (voir [124] pour un autre choix). L'avantage majeur de
ce choix est que la matrice du syst�eme lin�eaire (36) est facile �a assembler et �a inverser,
grâce au fait que toutes les fonctions impliqu�ees dans (36) ont un support tr�es localis�e
(pour le choix pr�esent�e dans [124], cette matrice est diagonale). La d�e�nition de l'espace
M h(�) en trois dimensions est assez technique (on renvoi au Chapitre 5 dans [FRphd]).
L'espace ~X � ;0 du probl�eme discret est donc:

~X � ;0 = f u� = ( uH ; uh) 2 X � ;0 j uh = � huH sur � g:

4.1.1 Discr�etisation de la condition de couplage

Si l'on note M ` et M r les matrices de masse correspondant, respectivement, �a lapartie
de gauche et �a celle de droite de (36), on obtient le syst�emelin�eaire M `u � = M r uH , o�u
u � r�epresente le vecteur (\esclave") des valeurs approch�ees aux n�uds du maillage Th

sur � et uH est celui (\mâ�tre") des valeurs approch�ees aux n�uds du m aillage TH . La
relation (36) s'�ecrit matriciellement u � = QuH , avec Q = M � 1

` M r .
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Les �el�ements de la matrice M ` ne sont pas compliqu�es �a �evaluer vu qu'il s'agit de
calculer des int�egrales de la forme

R
arête � h  h en deux dimensions (resp.

R
face � h  h en

trois dimensions), o�u les fonctions impliqu�ees, � h et  h , sont d�e�nies sur le même maillage
Th \ �. Si l'on regarde de pr�es les �el�ements de la matrice M r , il s'agit de calculer
des int�egrales de la forme

R
arête � H  h en deux dimensions (resp.

R
face � H  h en trois

dimensions) o�u � H est une fonction de base de l'espaceX H; 0(
 1) et  h est une fonction
de base de l'espace des multiplicateurs de LagrangeM h(�). Pour calculer cette int�egrale,
il faudrait d�eterminer l'intersection entre les supports de  h et � H . Cette intersection
est facile �a calculer en deux dimensions, mais pas du tout entrois dimensions. On peut
contourner cette di�cult�e en faisant appel aux formules de quadrature, en ramenant
ainsi le calcul de l'int�egrale au calcul de produits du type � H (� ) h(� ) en des points de
quadrature � d�e�nis sur �. Mais la situation n'est pas si simple.

Pour simpli�er la pr�esentation, on s'interesse �a ce qui se passe sur l'interface �. On
note � + (resp. v+ ) le côt�e mâ�tre de � (resp. la valeur de v sur le côt�e mâ�tre) et par � �

(resp. v� ) le côt�e esclave de � (resp. la valeur de v sur le côt�e esclave). L'int�egration
num�erique consiste �a approcher l'int�egrale sur le côt�e mâ�tre (resp. esclave) comme suit:

R
� + w+ d� �

P
+ w+

�
resp.

R
� � w� d� �

P
� w�

�

o�u
P

+ (resp.
P

� ) r�epresent la formule de quadrature sur le côt�e mâ�tre ( resp. esclave).
La condition de couplage faible devient alors

Z

� �
(v� � v+ ) � � = 0 ; 8� � 2 � ; 8 � � 2 M � ;h :

Puisquev� et � � sont d�e�nies sur le côt�e esclave, il est naturel d'appliquer une formule
de quadrature d�e�nie sur ce même côt�e pour calculer

R
� � v� � � . On se propose d'utiliser

une formule qui soit exacte sur ce côt�e, c'est-�a-dire telle que
R

� � v� � � =
P

� v� � � :
Pour �evaluer

R
� � v+ � � , on a deux possibilit�es. Nous introduisons les deux espaces

discrets X � +
� ;0 et X � �

� ;0 suivants

X � +
� ;0 = f v 2 X � ;0 j

P
� v� � m�

h =
P

+ v+ � m�
h ; 8 mh 2 M h g;

X � �
� ;0 = f v 2 X � ;0 j

P
� v�

h � m�
h =

P
� v+

h � m�
h ; 8 mh 2 M h g:

Avec l'introduction de ces deux espaces, le probl�eme discret (32) devient respectivement

Trouver u� 2 X � +
� ;0 tel que a(u� ; v� )� = ( f; v � )� ; 8 v� 2 X � +

� ;0 ; (38)

Trouver u� 2 X � �
� ;0 tel que a(u� ; v� )� = ( f; v � )� ; 8 v� 2 X � �

� ;0 : (39)

Une approche de type Galerkin pour r�esoudre (29) dansX � +
� ;0 ou dans X � �

� ;0 conduit
�a une perte de pr�ecision. En e�et, l'espace X � +

� ;0 minimise l'erreur de consistance mais
pas l'erreur d'approximation, alors que l'espaceX � �

� ;0 fait exactement le contraire. Pour
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conserver l'optimalit�e de l'approximation non-conforme, il faut adopter une approche
\de type Petrov-Galerkin", en choisissant un espace de fonctions tests di��erent de celui
de la solution. Le probl�eme (29) devient alors

Trouver u� 2 X � �
� ;0 tel que a(u� ; v� )� = ( f; v � )� ; 8 v� 2 X � +

� ;0 : (40)

Les r�esultats num�eriques dans [FR21] montrent que le probl�eme (40) est bien pos�e et
que l'approximation par l'approche de type Petrov-Galerkin est optimale.

Le choix de l'espace pour la solution du probl�eme variationnel d'un côt�e et les fonc-
tions tests de l'autre, peut être expliqu�e de la mani�ere suivante. Dans une approche par
m�ethode MEM, on est conduit �a resoudre un probl�eme coupl�e mixte de type Dirichlet-
Neumann. Sur le côt�e esclave, on a un probl�eme de Dirichlet o�u la condition au bord
sur l'interface � est obtenue �a partir de la trace sur � de la s olution du côt�e mâ�tre.
Comme c'est le cas pour des conditions non-homog�enes de type Dirichlet, on �ecrit la
condition au bord sous une forme int�egrale (faible) �a l'ai de d'une formule de quadrature
sur le maillage du côt�e esclave. Le choix naturel pour l'espace de la solution est donc
X � �

� ;0 . D'autre part, sur le côt�e mâ�tre, on r�esout un probl�em e de type Neumann o�u la
condition au bord non homog�ene est obtenue �a partir du r�esidu sur le côt�e esclave. Dans
cette situation, l'utilisation d'une formule de quadratur e bas�ee sur le côt�e mâ�tre est un
choix naturel. Les conditions au bord de type Neumann sont prises en compte sous une
forme faible au second membre. Il en r�esulte queX � +

� ;0 est le choix naturel pour l'espace
des fonctions tests.

En trois dimensions, dans [FR26] on a montr�e qu'on peut conserver la pr�ecision avec
une approche de type Galerkin (\même" espace pour la solution et les fonctions tests)
en introduisant un troisi�eme maillage T sur �, ind�ependant des deux pr�ec�edents Thj� ,
TH j� . La formule de quadrature est donc d�e�nie sur les �el�ements de T , qui peuvent
être des triangles ou des quadrilat�eres, et projet�ee sur les triangles des deux autres
maillages existants. L'optimalit�e de la m�ethode MEM est c onserv�ee dans ce cas. En
deux dimensions, il su�t de d�e�nir le maillage T sur � comme �etant l'ensemble des
arêtes de la ligne bris�ee passant par tous les sommets deThj� et TH j� .

4.1.2 Multiplicateurs de Lagrange d'ordre �elev�e dans la c ondition de cou-
plage

Dans l'analyse de la distributions des courants induits dans une machine �electrique, il
est important de bien g�erer l'�echange des quantit�es physiques �a l'interface entre la par-
tie mobile et la partie �xe de la machine. Une mauvaise approximation �a l'interface
de glissement peut entrâ�ner l'apparition d'oscillations dans, par exemple, les valeurs
num�eriques du couple moteur de la machine, jusqu'�a in
uencer n�egativement la concep-
tion d'une telle machine. Pour augmenter la pr�ecision de l'approche MEM �a l'interface
entre les sous-domaines, on peut penser �a enrichir l'espace discret localement sur �. Pour
�eviter que l'�eventuel enrichissement (fonctionnel) sur � ne se propage �a l'interieur des
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sous-domaines, on utilise une interpolation d'ordre �elev�e de type hi�erarchique sur �. 10

Voyons le cas g�en�eral. Sur un t�etra�edre t = f o; i; j; k g, on consid�ere les fonctions
barycentriques f � `g associ�ees aux sommets det. Nous introduisons ensuite les fonctions
bulles associ�ees aux arêtes,� e = � o� i , e = f o; ig, aux faces� f = � o� i � j , f = f o; i; j g, et
au t�etra�edre, � t = � o� i � j � k . Chaque arête est parametris�ee en termes de la variable� e =
� i � � o, si e = f o; ig. Dans le cas d'�el�ements �nis nodaux, l'espaceVp(t) d'interpolation
polynomiale hi�erarchique d'ordre p sur t est engendr�e par les fonctions suivantes:

� v = � v ; v sommet det
� e

` = � eL ` (� oi ); e = f o; ig arête de t; 0 � ` � p � 2;
� f

`m = � f L ` (� oi )L m (� oj ); f = f o; i; j g face det; 0 � ` + m � p � 3;
� t

`mn = � t L ` (� oi )L m (� oj )L n (� ok); int�erieur au t�etra�edre t; 0 � ` + m + n � p � 4;

o�u L ` est le polynôme de Legendre de degr�è. Le terme hi�erarchique indique la propri�et�e
suivante: si Vp(t) = spanf � 1; : : : ; � sg alors Vp+1 (t) = spanf � 1; : : : ; � s; � s+1 ; : : : ; � r g,
o�u s = dim Vp(t) et r = dim Vp+1 (t). Les polynômes de Legendre sont g�en�eralement
consid�er�es dans ce type de construction car ils fournissent des matrices (de masse et de
raideur) qui sont bien conditionn�ees.

Dans [FR29], nous avons enrichi l'espace discret sur l'interface � jusqu'�a un degr�e
d'interpolation polynomiale �egal �a 3. La taille locale de s matrices M ` et M r passe de
2 dans le cas d'une interpolation lin�eaire telle qu'on l'a d�ecrite auparavant, �a 4 dans
le cas d'une interpolation cubique. Les tests num�eriques d�ecrits dans [FR29] attestent
d'une am�elioration dans la description des quantit�es physiques int�eressantes (comme
par exemple la f.�e.m. du champ magn�etique) sur l'interface �. Grâce �a la g�eometrie
circulaire de l'interface �, dans [FR29] on a pu calculer analytiquement les int�egrales de la
condition de couplage. Pour d'autres types de g�eometries,dans le cas d'une interpolation
polynomiale d'ordre �elev�e sur �, se pose �a nouveau le probl�eme de comment d�e�nir
une formule de quadrature d'ordre �elev�e sur le maillage (e.g. en triangles dans le cas
tridimensionnel) de � (voir Chapitre 1).

4.2 Le cas d'une d�ecomposition de 
 avec recouvrement entre sous-
domaines

Soit ! un sous-domaine de 
 tel que �! � 
: on appelle ! c = 
 n �! son compl�ementaire
dans 
 et � sa fronti�ere. On va r�esoudre d'abord le probl�em e (29) dans 
 et un probl�eme
additionnel dans ! , en utilisant comme condition au bord de type Dirichlet la tr ace de
la solution du probl�eme (29) sur �. Le nouveau probl�eme s'�ecrit:

Trouver ( u; u! ) 2 H 1
0(
) � H 1

u(! ) tel que

a
 (u; v) = ( f; v )
 pour tout v 2 H 1
0 (
) ;

a! (u! ; v! ) = ( f; v ! )! pour tout v! 2 H 1
u (! );

(41)

10 En collaboration avec O. J. Antunes du Centro Federal de Educa�c~ao Tecnologica de Santa Caterina,
Florianopolis (Brasil) et l' �equipe MSE du LGEP (plateau de Moulon, Paris).
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o�u H 1
u (! ) = f v 2 H 1(! ) : vj � = uj � g, a! (u; v) =

R
! � r u � r v et (f; v )! =

R
! f v . Il

est clair que dans le cas continu, le probl�eme (41) nous donne u! = uj ! , mais au niveau
discret, la situation est un peu plus compliqu�ee.

Nous allons introduire deux maillages simpliciaux,TH sur 
 et Th sur ! , o�u H et
h sont respectivement les diam�etres maximaux des triangles. Ces deux maillages sont
compl�etement ind�ependants l'un de l'autre. En particuli er, TH j! 6� Th. De plus, les
arêtes du maillageTh qui sont sur � ne coincident pas avec des arêtes du maillageTH .
On utilise ensuite des �el�ements �nis d'ordre un sur les deux maillages. On note

X H (
) = f vH 2 H 1(
) j vH jt 2 P1(t) ; 8 t 2 TH g

et de mêmeX h(! ) d�e�ni sur Th. On introduit ensuite X H; 0 = f v 2 X H \ j vj@
 = 0g et
X h;0 = f v 2 X h j vj � = 0g, les espaces discrets qui prennent en compte les conditionsau
bord de type Dirichlet sur @
 et sur �. L'espace des traces de fonctions de X h(! ) sur �
est not�e Wh(�). Comme cela arrive dans le cas sans recouvrement, la restriction de la
fonction uH 2 X H (
) �a l'interface � n'est pas, en g�en�eral, dans Wh(�), vu que les deux
maillages sont completement ind�ependants l'un de l'autreet ne coincident pas sur �. Le
probl�eme de Dirichlet sur X h(! ) ne peut pas être r�esolu directement, on doit introduire
l'op�erateur � h d�e�ni dans (36) qui transporte l'information de X H (
) �a Wh(�) (et la
d�e�nition de X h(! ) va changer un peu). On a donc le probl�eme discret suivant.

Trouver ( uH ; uh) 2 X H; 0(
) � X h;u (! ) tel que

a
 (uH ; vH ) = ( f; v H )
 pour tout vH 2 X H; 0(
) ;

a! (uh ; vh) = ( f; v h)! pour tout v! 2 X h;0(! );

(42)

o�u X h;u (! ) = f vh 2 X h(! ) : vh = � huH sur � g. La solution discr�ete u� est donc
donn�ee par uH sur ! c et uh sur ! . En g�en�eral, u� 62H 1

0(
). L'erreur E = u � u�

est mesur�ee dans la normeH 1(
) bris�ee et elle se repartit sur ! c et ! comme suit,
jjE jj2

1;
 = jju � uH jj2
1;! c + jju � uh jj2

1;! . Dans notre cas, on peut montrer quejjE jj1;
 �
C max(H; h )juj2;
 , et les r�esultats num�eriques le con�rment.

Si l'on regarde de pr�es les �el�ements de la matriceM r , il s'agit de calculer des int�egrales
de la forme

R
arête � H  h en deux dimensions (resp.

R
face � H  h en trois dimensions) sur une

arête (resp. face) d'un triangle (resp. t�etra�edre) T 2 Th qui touche le bord � de ! , � H est
une fonction de base de l'espaceX H; 0(
) et  h est une fonction de base de l'espace des
multiplicateurs de Lagrange M h(�). Pour calculer cette int�egrale, il faudrait d�etermin er
l'intersection entre une surface (d� 1)-dimensionnelle (arête pourd = 2, face pour d = 3)
et le support d-dimensionnel de la fonction� H . On peut contourner cette di�cult�e en
faisant appel aux formules de quadrature, en ramenant ainsile calcul de l'int�egrale au
calcul de produits du type � H (� ) h(� ) en des points de quadrature� d�e�nis sur �. Il
reste �a mettre au point un algorithme de recherche rapide pour d�eterminer les fonctions
� H dont le support contient les points de quadrature. Les �el�ements de la matrice M `

ne sont pas compliqu�es �a �evaluer vu qu'il s'agit de calculer des int�egrales de la forme
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R
arête � h  h en deux dimensions (resp.

R
face � h  h en trois dimensions) o�u les fonctions

impliqu�ees, � h et  h , sont d�e�nies sur le même maillage Th \ �.

Pour arriver �a la forme matricielle du probl�eme discret (4 2), on organise les n�uds
de Th en deux ensembles, le blocI des n�uds internes �a ! et le bloc B des n�uds de
bord sur �. La matrice Ah associ�ee au probl�eme de Dirichlet surX h;0(! ) s'�ecrit

Ah =
�

A II A IB

0 Id

�
:

Le probl�eme discret (42) a donc la forme matricielle suivante:

0

@
AH 0 0
0 A II A IB

� Q 0 Id

1

A

0

@
uH

(uh)I

(uh)B

1

A =

0

@
fH

(fh)I

0

1

A ; (43)

o�u AH est la matrice globale associ�ee au probl�eme discret dansX H; 0(
). Le premier
bloc d'inconnues �etant d�ecoupl�e du reste, on peut r�esoudre le syst�eme en deux �etapes,
i.e.,

uH = A � 1
H fH ; (uh)I = A � 1

II (( fh)I � A IB QuH ): (44)

On remarque que les matricesAH et Ah ne sont pas modi��ees si ! se d�eplace dans 
.
De plus, on n'a pas besoin de refaire le maillage, c'est bien pour �ca que cette technique
est adapt�ee pour des probl�emes en pr�esence de sous-domaines en mouvement. La seule
matrice �a reconstruire est Q qui d�epend de la position de ! dans 
.

La pr�esentation de la m�ethode MEM pour le probl�eme scalai re (28) (dans le cas d'une
d�ecomposition de domaine sans et avec recouvrement entre les sous-domaines), a pour
�n d'introduire les outils de base de la m�ethode dans un cadre plus simple que celui du
probl�eme de la magn�etodynamique.

4.3 Formulation T-� pour le probl�eme de la magn�etodynamique

Supposons maintenant que! soit un conducteur immerg�e dans un champ magn�etique
g�en�er�e par des sources avec support dans l'isolant! c. Des courants induits vont être
g�en�er�es dans le conducteur soit parce que le conducteur bouge dans 
, soit parce que le
courant source (et donc le champ magn�etique) est variable dans le temps. La distribution
des courants induits dans 
 est solution du probl�eme de la magn�etodynamique suivant:

8
>>>><

>>>>:

r � H = J;
r � E = � @t (�H );
r � (�H ) = 0 ;
J = �E;
dans !

8
<

:

r � H = Js;
r � (�H ) = 0 ;
dans ! c;

8
<

:

[H ]� � n� = 0 sur � ;
H � n@
 = 0 sur @
 ;
condition initiale sur H;

(45)
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o�u H est le champ magn�etique, E le champ �electrique, � � � 0 > 0 la conductivit�e
�electrique, � la permeabilit�e magn�etique, n� (resp. n@
 ) la normale sortante �a � (resp.
@
) et [ v]� d�enote le saut de la quantit�e v �a l'interface �.

A�n de ramener le calcul �a des quantit�es scalaires, quand c'est possible, on a recours
�a l'introduction d'un potentiel scalaire ~� d�e�ni dans 
 et un potentiel vecteur �electrique
~T associ�e au courantJ et limit�e �a ! tel que H = ~T � r ~� sur ! et H = Ts � r ~� sur ! c,
o�u Ts est le potentiel vecteur �electrique associ�e au courant source Js. On consid�ere les
�equations variationelles d�e�nissant H qui sont

Z



� H � r v = 0 ; 8 v 2 H 1

0 (
) ; (46)

obtenue �a partir de r � (�H ) = 0 dans 
, et
Z

!

1
�

r � H � r � W +
Z

!
@t (� H ) � W = 0 ; 8 W 2 H0(curl ; ! ); (47)

obtenue �a partir de (45) dans ! , o�u H0(curl ; ! ) = f W 2 H (curl ; ! ) : W � n� = 0 g (voir
[58] pour les propri�et�es de cet espace). En partant de (46)et (47), et apr�es discr�etisation
de la d�eriv�ee partielle en temps par un sch�ema implicite aux di��erences �nies, on obtient
la formulation pour d�eterminer ~T et ~� au temps courant :

Trouver ( ~T ; ~�) 2 H0(curl; ! ) � H 1
0(
) tel que

a( ~� ; v) + b̂c( ~T ; v) =
R

! c f � r v; 8 v 2 H 1
0 (
) ;

ac( ~T ; W) + b̂c(W; ~�) =
R

! f c � W; 8 W 2 H0(curl; ! );

(48)

o�u f c d�epend de l'approximation de ~T et ~� au temps pr�ec�edent et f d�epend de Ts. Les
formes bilin�eaires introduites dans (48) sont d�e�nies comme suit:

ac( ~T ; W) :=
R

! (� r � ~T � r � W + ~T � W ) ; 8 T; W 2 H0(curl; ! );
b̂c(W; v) := �

R
! W � r v ; 8 W 2 H0(curl; ! ); 8 v 2 H 1

0(
) ;
a( ~� ; v) :=

R

 � r ~� � r v ; 8 � ; v 2 H 1

0 (
) ;
(49)

o�u les coe�cients �; � > 0 sont constants par morceaux. Ils d�ependent de� , � et du pas
de temps � t, e.g., � = � t

�� sur ! , � = 1 sur ! et � � 1 sur ! c.

Une premi�ere di�cult�e apparâ�t: le probl�eme (48) n'admet pas une solution unique.
En e�et, si ( ~T ; ~�) est une solution de (48), alors ( ~T + r �; ~� + � ), � 2 H 1

0(! ), l'est aussi.
On choisit donc une condition (de type jauge) qui impose �a � = ~�+ � , d'̂etre harmonique
dans ! . On aboutit alors �a la formulation variationelle

Trouver ( T; �) 2 H0(curl; ! ) � H 1
0(
) tel que

a(� ; v) + bc(T; v) =
R

! c f � r v; 8 v 2 H 1
0(
)

ac(T; W) + bc(W; �) =
R

! f c � W; 8 W 2 H0(curl; ! )
(50)
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o�u bc(W; v) := �
R

! W �r H v, pour v 2 H 1
0(
), W 2 H0(curl; ! ), et H : H

1
2 (�) ! H 1(! )

est l'op�erateur de rel�evement harmonique d�e�ni par

Hvj � := vj � ;
Z

!

r H v � r w = 0 ; 8 w 2 H 1
0 (! ): (51)

Dans [FR47, FR23] on montre que la forme bilin�eaireag((W; w); (V; v)) := ac(W; V ) +
bc(W; v) + bc(V; w) + a(w; v); pour V; W 2 H0(curl; ! ) et v; w 2 H 1

0(
) est continue
et elliptique sur H0(curl; ! ) � H 1

0(
). On en d�eduit que le probl�eme (50) poss�ede une
solution et une seule.

Consid�erons maintenant la discr�etisation de (50). Ce probl�eme faisant intervenir une
quantit�e scalaire sur 
 et une quantit�e vectorielle sur ! , on peut penser �a utiliser, dans
le cadre d'une discr�etisation en �el�ements �nis, deux mai llages di��erents : l'un, TH , sur 

pour calculer � et index�e par H et l'autre, Th , sur ! pour calculer T et index�e par h. Les
deux maillages sont construits ind�ependamment, car le conducteur ! peut bouger dans

 au cours du temps. La discr�etisation de ce probl�eme se fait en utilisant des �el�ements
�nis d'arête pour T (espace not�e Sh;0(! )) et des �el�ements �nis standards pour � et � j !
(espaces not�esX H; 0(
) et X h(! )). On rappelle que Wh(�) est l'espace des traces de
fonctions deX h(! ) sur �. La forme bc faisant intervenir un rel�evement harmonique, doit
être discr�etis�ee, et alors deux autres di�cult�es surgissent. On doit tout d'abord d�e�nir
un tel rel�evement discret H h mais aussi un op�erateur � h de passage d'information du
maillage de � provenant du maillage de 
 �a celui de � provenan t du maillage de ! . Pour
H h : Wh(�) ! X h(! ), on consid�ere la d�e�nition suivante:

H hvj � := vj � ;
Z

!
rH hv � r w = 0 ; 8 w 2 X h(! ) \ H 1

0(! ): (52)

L'op�erateur de passage � h est n�ecessaire car la restriction dev 2 X H; 0(
) sur � n'est
pas une fonction deWh(�). On ne peut donc pas appliquer directement l'op�erateur de
rel�evement discret H h �a la restriction de v 2 X H; 0(
) sur �. Nous proposons de r�ealiser
cette op�eration de mani�ere optimale comme indiqu�e dans la section 4.1, inspir�ee par la
m�ethode MEM. Le probl�eme discret �a r�esoudre est reformu l�e en termes de H h et � h

comme suit:

Trouver ( Th ; � H ) 2 Sh;0(! ) � X H; 0(
) tel que
a(� H ; v) + bh(Th ; v) =

R
! c f � r v; 8 v 2 X H; 0(
) ;

ac(Th ; W ) + bh(W; � H ) =
R

! f c � W; 8 W 2 Sh;0(! ) ;
(53)

o�u bh(W; v) := �
R

! W � rH h � hv; pour v 2 X H; 0(
) et W 2 Sh;0(! ). D�es lors que
le rapport h=H est assez petit, le probl�eme (53) poss�ede une solution unique et on a
l'estimation d'erreur suivante [FR23],

jjj T � Th jjj ! + k� � � H k1;
 � C
�

h(jjT jj1;! + jjr � T jj1;! ) + H � � 1jj � jj � ;


�
; (54)
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valable d�es que T 2 (H 1(! ))3 avec r � T 2 (H 1(! ))3 et � 2 H � (
), pour un r�eel
1 < � � 2, o�u jjj � jjj ! est une norme de l'�energie �equivalente �a la norme usuellesur
l'espaceH0(curl; ! ) et d�e�nie comme suit : jjj T jjj 2

! := jjT jj2
0;! + � jjr � T jj2

0;! .

Si l'on note A et Ac les matrices de raideur associ�ees aux formes bilin�eairesa(:; :) et
ac(:; :), la forme matricielle du probl�eme (53) est donn�ee par

AcTh + PBSQ� H = Fc ;

A� H + QtSt B tTh = F ;
(55)

o�u Q est la matrice associ�ee �a � h , S est associ�ee au rel�evement harmonique,B celle
associ�ee �a la formebh et P une matrice de troncature qui va garantir la prise en compte
de conditions de type Dirichlet homog�enes pourTh sur � (on a confondu les fonctions
discr�etes � H et Th avec les vecteurs d'inconnues qui leurs sont associ�es dansles bases
respectives). Pour la r�esolution de (55), on consid�ere l'algorithme de type Gauss-Seidel
suivant : connaissant � n

H , on calculeTn+1
h par

AcTn+1
h + PBSQ� n

H = Fc

et � n+1 par
A� n+1

H + Qt StB t Tn+1
h = F:

Cette m�ethode it�erative de Gauss-Seidel converge sans param�etre de relaxation [FR47,
FR23].

Les premiers r�esultats num�eriques sont pr�esent�es dans[FR33] avec une reformulation
de la m�ethode it�erative de Gauss-Seidel comme m�ethode deRichardson preconditionn�ee.
Dans [FR34], le couplage potentiel vecteur et scalaire est utilis�e dans le cadre d'un
probl�eme coupl�e magn�eto-m�ecanique pour la simulation d'un frein �electromagn�etique.

Pour les raisons expliqu�ees ci-apr�es, la m�ethode MEM estbien adapt�ee pour la prise
en compte du mouvement dans ce contexte. Essayons de voir pourquoi.

Pour aborder le probl�eme de la magn�etodynamique en pr�esence de conducteurs mo-
biles, il faut choisir le rep�ere par rapport auquel on va �ecrire les �equations du probl�eme.
Soit par exempleR un rep�ere li�e �a l'isolant ! c et R c un rep�ere li�e au conducteur ! . Si
l'on note v la vitesse du conducteur, la loi d'Ohm liant le courant (induit) au champ
�electrique dans le rep�ere R va être J = � (E + v � B ) dans ! et J = �E dans ! c. On
voit donc que si on utilise un seul rep�ereR pour d�ecrire le probl�eme dans ! c et dans
! (approche eulerienne), le terme de convection v� B apparait explicitement dans les
�equations pour prendre en compte le mouvement de! . Pour ne pas avoir ce terme de
convection �a discr�etiser, on va �ecrire les �equations dans chaque sous-domaine par rap-
port �a un rep�ere attach�e au sous-domaine (approche lagrangienne). Dans notre cas, les
�equations dans ! c sont �ecrites par rapport au rep�ere R, et celles dans! par rapport
�a R c. Les �equations dans les di��erents sous-domaines sont alors coupl�ees aux inter-
faces �a l'aide de conditions de transmission, qui sont prises en compte (faiblement) par
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la m�ethode MEM. L'aspect important qui fait que tout marche bien dans l'approche
lagrangienne, est que les �equations du probl�eme de la magn�etodynamique gardent la
même forme dans! c et ! [FR22], parce que les courants de d�eplacement sont n�eglig�es
par rapport aux courants de conduction [21]. C'est grâce �acet aspect du probl�eme de la
magn�etodynamique, pour des vitesses non relativistes desconducteurs [48], qu'on peut
adopter une approche lagrangienne par morceaux, qui permetd'avoir des discr�etisations
et des approximations ind�ependantes dans les sous-domaines, coupl�ees dans la suite par
la m�ethode MEM.

4.4 Conclusions et perspectives

Il reste �a valider la m�ethode MEM avec recouvrement entre les sous-domaines sur un cas
concret, par exemple, le probl�eme de l�evitation �electro dynamique d�ecrit dans le Team
Workshop Problem 28 [72] pour lequel on a des mesures exp�erimentales.

Cette version avec r�ecouvrement de la m�ethode MEM se prête aussi �a d'autres ap-
plications. Un exemple de champ d'application est fourni par l'�elastodynamique (par
exemple, la tectonique des plaques).

Grâce au couplage entre la m�ethode MEM avec recouvrement et la m�ethode TSEM
d�ecrite dans le chapitre 1 de ce m�emoire, on pourrait essayer d'aborder des applications
\multi-�echelles", qui ont besoin d'une r�esolution \�ne" (en termes de taille des �el�ements
du maillage et du degr�e d'approximation) en certaines parties du domaine de calcul, sans
propager cette r�esolution dans tout le domaine.

Pour ce qui concerne les m�ethodes non-conformes de d�ecomposition de domaine,
j'ai r�ecemment abord�e des fa�con indirecte11 les m�ethodes de type Galerkin discontinu
(MGD) [FR44] d'ordre �elev�e pour la r�esolution num�eriqu e des �equations de Maxwell.
Une comparaison num�erique entre les m�ethodes MEM et MGD serait interessante pour
�etudier les performances d'une m�ethode par rapport �a l'a utre.

11 Co-encadrement de la th�ese de Hassan Fahs avec St�ephane Lanteri (DR INRIA) responsable du projet
NACHOS, INRIA Sophia-Antipolis �a partir de septembre 2005 sur les \M�ethodes de type Galerkin
Discontinu en maillages t�etra�edriques pour la mod�elisa tion num�erique de la propagation d'un champ
�el�ectromagn�etique dans des tissus biologiques" (bours e co-�nanc�ee par le Minist�ere de l'Enseignement
Superieur et de la Recherche et de France Telecom Recherche &Developpement, La Turbie).



65

5 Publications

Liste des publications de F. Rapetti avant ou issues de la Th�ese

Th�ese de Doctorat

[FRphd] F. Rapetti { Approximation des �equations de la magn�etodynamique en domaine
tournant par la m�ethode des �el�ements avec joints, Th�ese de Doctorat de l'Universit�e
de Paris 6, 2000.

Chapitre de livre

[FR1] A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { The mortar element method for 3D Maxwell's
equations : analysis and application to magnetodynamics, dans Domain Decom-
position Methods in Science and Engineering, procs. 12th Int. Conf. on Domain
Decomposition Methods, Chiba, Japan, eds. T. Chan, T. Kako,H. Kawarada, O.
Pironneau, ddm.org publications (2001) pp. 259-270.

Publications dans des revues internationales avec comit�e de lecture

[FR2] F. Rapetti { Finite element approximation of elasto-dynamic problems in un-
bounded domains,East-West Journal of Numerical Mathematics, vol. 3, no. 4
(1996) 255-279.

[FR3] L. Pisani, F. Rapetti, C. Vittoli { A Kirchho� integral approach for decimetric
radiowave propagation in urban areas,ACES (Appl. Comp. Electromagnetics Soc.)
Journal, vol. 13, no. 1 (1998) 63-70.

[FR4] F. Rapetti, L. Santandrea, F. Bouillault, A. Razek { Calculation of eddy
currents in moving structures using a �nite element method on non-matching grids,
COMPEL (Int. J. for Comp. and Math. in Electric and Electroni c Eng.), vol. 19,
no. 1 (2000) 10-19.

[FR5] A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { A sliding mesh-mortar method for a two
dimensional eddy currents model of electric engines,M�eth. Math. en Anal. Num. ,
vol. 35, no. 2 (2001) 191-228.

[FR6] F. Rapetti, A. Buffa, F. Bouillault, Y. Maday { Simulation of a cou-
pled magneto-mechanical system through the sliding-mesh mortar element method,
COMPEL (Int. J. for Comp. and Math. in Electric and Electroni c Eng.), vol. 19,
no. 2 (2000) 332-340.

[FR7] L. Formaggia, C. Manzi, F. Rapetti { Function approximation on triangular
grids: some numerical results using adaptive techniques,Appl. Num. Math. , vol.
32, no. 4 (2000) 389-399.



66

[FR8] F. Rapetti, A. Toselli { A FETI preconditioner for two dimensional edge
element approximations of Maxwell equations on non-matching grids, SIAM J. on
Scient. Comp., vol. 23, no. 1 (2001) 92-108.

[FR9] A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { Calculation of eddy currents in moving
structures by a sliding mesh-�nite element method, IEEE Trans. on Magn. , vol.
36, no. 4 (2000) 1356-1359.

[FR10] F. Rapetti, F. Bouillault, L. Santandrea, A. Buffa, Y. Maday , A.
Razek { Calculation of eddy currents with edge elements on non-matching grids
in moving structures, IEEE Trans. on Magn. , vol. 36, no. 4 (2000) 1351-1355.

[FR11] A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { An electromagnetic damping machine:
model, analysis and numerics,Boll. Unione Matematica Italiana , Sez. B Artic.
Ric. Mat. vol. (8) 4, no. 1 (2001) 121-129.

[FR12] F. Rapetti { The mortar edge element method on non-matching grids for eddy
current calculations in moving structures, Int. J. Num. Meth. in Engng. , vol. 14,
no. 6 (2001) 457-477.

[FR13] F. Bouillault, A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { Simulation of a magneto-
mechanical damping machine: analysis, discretization andresults, Computer Meth-
ods in Appl. Mech. and Engng., vol. 191, no. 23-24 (2002) 2587-2610.

Rapports de recherche au CRS4

[FR14] L. Formaggia, F. Rapetti { MeSh2D (Unstructured Mesh Generator in 2D)
(version 1.0), Algorithm Overview and Description, rapport techniqueCRS4-TECH-
REP-96/4, 1996.

[FR15] L. Formaggia, F.Rapetti { MeSh2D (Unstructured Mesh Generator in 2D), A
User's Guide, rapport technique CRS4-TECH-REP-96/6, 1996.

[FR16] G. Fotia, L. Pisani, F. Rapetti, C. Vittoli { Dimensionamento di Coperture
Radioelettriche per Sistemi Microcellulari - Sviluppo di Strumenti di Calcolo I,
rapport technique CRS4-TECH-REP-96/56, 1996.

[FR17] L. Pisani, F. Rapetti, C. Vittoli { Dimensionamento di Coperture Radioelet-
triche per Sistemi Microcellulari - Sviluppo di Strumenti d i Calcolo II, rapport
techniqueCRS4-TECH-REP-96/57, 1996.

[FR18] L. Pisani, F. Rapetti, C. Vittoli { Dimensionamento di Coperture Radioelet-
triche per Sistemi Microcellulari - Sviluppo di Strumenti d i Calcolo III, rapport
techniqueCRS4-TECH-REP-96/58, 1996.



67

[FR19] F. Rapetti { Finite element analysis of scattering problems, rapport technique
CRS4-TECH-REP-97/23, 1997.

Liste des publications de F. Rapetti apr�es la th�ese de doctorat

Livre

[FR20] C. Bernardi, Y. Maday, F. Rapetti { Discr�etisations variationnelles de probl�e-
mes aux limites elliptiques, Math�ematiques & Applications, vol. 45, n. ISBN-3-
540-21369-4, Springer-Verlag, May 2004.

Chapitres de livres avec comit�e de lecture

[FR21] Y. Maday, F. Rapetti, B. I. Wohlmuth { The in
uence of quadrature formula
in 2D and 3D mortar methods, dans \Recent Developments in Domain Decomposi-
tion Methods", Lecture Notes in Computational Science and Engineering, vol. 23,
pp. 203-221, Springer-Verlag, 2002.

[FR22] A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { Applications of the mortar element method
to 3D electromagnetic moving structures, dans \Computational Electromagnetics",
Lecture Notes in Computational Science and Engineering, vol. 28, pp. 35-50,
Springer-Verlag, 2003.

[FR23] Y. Maday, F. Rapetti, B. I. Wohlmuth { Mortar element coupling between
global scalar and local vector potentials to solve eddy current problems, dans \Nu-
merical mathematics and advanced applications",Enumath 2001 proc., Brezzi F.,
Bu�a A., Corsaro S., Murli A. eds., pp. 847-865, Springer-Verlag Italy, 2003.

[FR24] R. Pasquetti, L. F. Pavarino, F. Rapetti, E. Zampieri { Overlapping
Schwarz preconditioners for Fekete spectral elements, dans "Domain Decomposi-
tion Methods in Science and Engineering",Lecture Notes in Computational Science
and Engineering, vol. 55, pp. 717-724, Springer-Verlag, 2006.

[FR25] V. Dolean, R. Pasquetti, F. Rapetti { p-Multigrid for Fekete spectral element
method, dans \Domain Decomposition in Science and Engineering XVII", Lecture
Notes in Computational Science and Engineering, vol. 60, pp. 485-492, Springer-
Verlag, 2007.

Publications dans des revues internationales avec comit�e de lecture

[FR26] F. Bouillault, A. Buffa, Y. Maday, F. Rapetti { The mortar edge element
method in three dimensions: application to magnetostatics, SIAM J. on Scient.
Comp., vol. 24, no. 4 (2002) 1303-1327.



68

[FR27] F. Rapetti, Y. Maday, F. Bouillault, A. Razek { Eddy current calculations
in three-dimensional moving structures, IEEE Trans. on Magn. , vol. 38, no. 2
(2002) 613-616.

[FR28] A. Ben Abdallah, F. Ben Belgacem, Y. Maday, F. Rapetti { Mortaring
the two-dimensional edge elements for the discretization of some electromagnetic
models, Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, vol. 28 (2005)
2007-2029.

[FR29] O. J. Antunes, J.P.A. Bastos, N. Sadowski, A. Razek, L. Santa ndrea,
F. Bouillault, F. Rapetti { Using hierarchic interpolation with mortar and
moving band methods for electrical machines analysis,IEEE Trans. on Magn. ,
vol. 41, no. 5 (2005) 1472-1475.

[FR30] O. J. Antunes, J. P. A. Bastos, N. Sadowski, A. Razek, L. Santa ndrea,
F. Bouillault, F. Rapetti { Torque calculation with conforming and non-
conforming movement interface, IEEE Trans. on Magn. , vol. 42, no. 4 (2006)
983-986.

[FR31] O. J. Antunes, J. P. A. Bastos, N. Sadowski, A. Razek, L. Santa ndrea,
F. Bouillault, F. Rapetti , Comparison between non-conforming movement
methods, IEEE Trans. on Magn. , vol. 42, no. 4 (2006) 599-602.

[FR32] F. Rapetti, F. Dubois, A. Bossavit { Discrete vector potentials for non-simply
connected three-dimensional domains,SIAM J. Numer. Anal. , vol. 41, no. 4
(2003) 1505-1527.

[FR33] B. Flemisch, Y. Maday, F. Rapetti, B. Wohlmuth { Coupling scalar and
vector potentials on nonmatching grids for eddy currents in a moving conductor,
Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 168, no. 1-2 (2004)
191-205.

[FR34] B. Flemisch, Y. Maday, F. Rapetti, B. I. Wohlmuth { Scalar and vector
potentials' coupling on nonmatching grids for the simulation of an electromagnetic
brake, COMPEL (Int. J. for Comp. and Math. in Electric and Electroni c Eng.),
vol. 24, no. 1 (2005) 1061-1070.

[FR35] C. Bernardi, Y. Maday, F. Rapetti { Basics and some applications of the
mortar element method, GAMM { Gesellschaft fur Angewandte Mathematik und
Mechanik, vol. 28, no. 2 (2005) 97-123.

[FR36] R. Pasquetti, F. Rapetti { Spectral element methods on triangles and quadri-
laterals: comparisons and applications,Journal of Computational Physics, vol.
198, no. 1 (2004) 349-362.



69

[FR37] R. Pasquetti, F. Rapetti { Spectral element methods on unstructured meshes:
comparisons and recent advances,Journal of Scienti�c Computing , vol. 27, no.
1-3 (2006) 377-387.

[FR38] A. Bossavit, F. Rapetti { A prolongation/restriction operator for Whitney
elements on simplicial meshes,SIAM J. Numer. Anal. , vol. 43, no. 5 (2005)
2077-2097.

[FR39] F. Ben Belgacem, C. Bernardi, F. Rapetti { Numerical analysis of a model
for an axisymmetric guide for electromagnetic waves. Part I: The Fourier analysis,
Mathematical Methods in the Applied Sciences, vol. 28 (2005) 2007{2029.

[FR40] A. Bossavit, F. Rapetti { Geometrical localization of the degrees of freedom
for Whitney elements of higher order, special issue on "Computational Electro-
magnetics", of the IEE Sci. Meas. Technol., vol. 1, no. 1 (2007) 63{66.

[FR41] R. Pasquetti, L. F. Pavarino, F. Rapetti, E. Zampieri { Neumann-Neumann-
Schur complement methods for Fekete spectral elements, special issue on "Spectral
Interpolation and Applications", Journal of Engineering Mathematics, vol. 56, no.
3 (2006) 323{335.

[FR42] R. Pasquetti, L. F. Pavarino, R. Pasquetti, E. Zampieri { Overlapping
Schwarz methods for Fekete and Gauss-Lobatto spectral elements, SIAM J. Sci.
Comput., vol. 29, no. 3 (2007) 1073{1092.

[FR43] F. Rapetti { High order edge elements on simplicial meshes,M�eth. Math. en
Anal. Num. , vol. 41, no. 6 (2007) 1001-1020.

[FR44] H. Fahs, L. Fezoui, S. Lanteri, F. Rapetti { Preliminary investigation of non-
conforming discontinuous Galerkin methods for solving thetime domain Maxwell
equations, IEEE Trans. on Magn. , vol. 44, no. 6 (2008) 1254{1257.

[FR45] R. Pasquetti, F. Rapetti { p-multigrid method for Fekete-Gauss spectral el-
ement approximations of elliptic problems, Communications in Computational
Physics, accept�e.

Notes aux Comptes-Rendus de l'Acad�emie des Sciences

[FR46] F. Rapetti, F. Dubois, A. Bossavit { Integer matrix factorization for mesh
defects detection,C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 717-720.

[FR47] Y. Maday, F. Rapetti, B. Wohlmuth { Coupling between scalar and vector
potentials by the mortar element method, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334
(2002) 933-938.



70

[FR48] F. Rapetti { Weight computation for simplicial Whitney forms of degree one, C.
R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 341 (2005) 519-523.

[FR49] G. Loeper, F. Rapetti { Numerical resolution of the Monge-Amp�ere equation
by a Newton's algorithm, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005) 319-324.

Rapports de recherche

[FR50] Y. Maday, F. Rapetti { The mortar element method for variational approx-
imations: basics, exercises and numerics, support de cours, Ecole d'Et�e CEA-
EDF-INRIA sur les \M�ethodes Num�eriques et Informatiques de couplage multi-
physiques", du 14 au 25 juin 2004 au Centre de S�eminaires Port-Royal �a Saint-
Lambert des Bois (78) en r�egion parisienne.

[FR51] H. Fahs, S. Lanteri, F. Rapetti { Etude de stabilit�e d'une m�ethode Galerkin
discontinu pour la r�esolution num�erique des �equations d e Maxwell 2D en domaine
temporel sur des maillages triangulaires non-conformes,Rapport de recherche IN-
RIA no. RR-6023, Nov. 2006.

[FR52] H. Fahs, S. Lanteri, F. Rapetti { A hp{like discontinuous Galerkin method
for solving the 2D time{domain Maxwell's equations on non{conforming locally
re�ned triangular meshes, Rapport de recherche INRIA no. RR-6162, Feb. 2007.

Pr�epublications

[FR53] A. Bossavit, F. Rapetti { Whitney forms of higher degree, octobre 2007.

[FR54] F. Rapetti, A. Bossavit { High order Whitney elements, proc. Acomen 08
conference, mars 2008.

6 R�ef�erences

1. M. Abramowitz, I.A. Stegun { Handbook of mathematical functions with for-
mulas, graphs, and mathematical tables,Wiley-Interscience (1972).

2. Y. Achdou, Y. Maday { The mortar element method with overlapping sub-
domains, dansDomain Decomposition Methods in Sciences and Engineering, T.
Chan, T. Kako, H. Kawarada & O. Pironneau eds., ddm.org (1999) 73{82.

3. Y. Achdou, Y. Maday { The mortar element method with overlapping subdo-
mains. SIAM J. Numer. Anal. , vol. 40, no. 2 (2002) 601{628.

4. M. Ainsworth, J. Coyle, P.D. Ledger, K. Morgan { Computation of
Maxwell eigenvalues using higher order edge elements in three-dimensions.IEEE
Trans. on Magn., vol. 39 (2003) 2149-2153.



71

5. M. Ainsworth, J. Coyle { Hierarchic �nite element bases on unstructured tetra-
hedral meshes,Int. J. Numer. Meth. Engr. , vol. 58 (2003) 2103-2130.

6. R. Albanese, G. Rubinacci { Formulation of eddy-current problem, IEE Proc.
A 137 (1990) 16-22.

7. M.A. Armstrong { Basic Topology, Springer-Verlag, New York (1983).

8. D. Arnold, R. Falk, R. Winther { Finite element exterior calculus, homolog-
ical techniques, and applications,Acta Numerica, vol. 15 (2006) 1-155.

9. I. Babuska { The p and hp versions of the �nite element method: the state of
the art. Finite elements. Theory and application, dans Proc. ICASE Workshop,
Hampton/VA (1986) 199-239.

10. F. Ben Belgacem { Partie I : M�ethodes des �el�ements �nis avec joints pour di vers
probl�emes aux limites, HdR, Universit�e Pierre et Marie Curie (2006).

11. A. Berger, R. Scott, G. Strang { Approximate boundary conditions in the
�nite element method, Symposia Mathematica, vol.X (1972) 295-313.

12. C. Bernardi, Y. Maday { Spectral methods, dans Handbook of Numerical
Analysis, vol. V, partie 2, North-Holland (1997) 209-485.

13. C. Bernardi, Y. Maday, A. Patera { A new non-Conforming approach to
domain decomposition: the mortar element method. Seminaire XI du College de
France, �edit�e par Brezis, H., Lions, J. dans Nonlinear partial di�erential equations
and their applications, Pitman, (1994) 13-51.

14. C. Bernardi, Y. Maday, A. Patera { Domain decomposition by the mortar
element method, dansAsymptotic and Numerical Methods for Partial Di�erential
Equations with Critical Parameters, �edit�e par H. G. Kaper et M. Garbey, N.A.T.O.
ASI Series, C 384, Kluwer (1993) 269-286.

15. C. Bernardi, V. Girault, F. Hecht, H. Kawarada, O. Pironneau { A
�ctitious domain problem, dans Computational 
uid and solid mechanics, vol. 1-2
Elsevier, Amsterdam (2001) 1524-1525.

16. I. Bica { Iterative substructuring methods for the p-version �nite element method
for elliptic problems, PhD thesis, Courant Institute, New York University (1997)
TR 1997-743.

17. P.B. Bochev, C.J. Garasi, J.J. Hu, A.C. Robinson, R.S. Tumin aro { An
improved algebraic multigrid method for solving Maxwell's equations, SIAM J.
Sci. Comp., vol. 25 (2003) 623-642.



72

18. L. Bos { On certain con�gurations of points in Rn which are uniresolvant for
polynomial interpolation, J. Approx. Theory, vol. 64 (1991) 271-280.

19. L. Bos, M.A. Taylor, B.A. Wingate { Tensor product Gauss-Lobatto points
are Fekete points for the cube,Math. Comp., vol. 70 (2001) 1543-1547.

20. A. Bossavit { On �nite elements for the electricity equation, dans The Mathe-
matics of Finite Elements, J.R. Whiteman ed., Academic Press, London (1982)
85-92.

21. A. Bossavit { Computational Electromagnetism, Academic Press, New York
(1998).

22. A. Bossavit { G�eom�etrie de l'�electromagn�etisme et �el�ements �nis , vol. 1, G�erard
Meunier ed., H�ermes-Lavoisier , Paris (2003).

23. A. Bossavit, J. C. Verit �e { A mixed FEM-BIEM method to solve eddy-current
problems, IEEE Trans. Magn. , vol. 18 (1982) 431-435.

24. A. Bossavit { Generating Whitney forms of polynomial degree one and higher,
IEEE Trans. Magn. , vol. 38 (2002) 341-344.

25. F. Brezzi, J.-L. Lions, O. Pironneau { Analysis of a chimera method, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I., vol. 332 (2001) 655-660.

26. X.-C. Cai, M. Dryja, M. Sarkis { Overlapping nonmatching grid mortar el-
ement methods for elliptic problems, SIAM J. Numer. Anal. , vol. 36 (1999)
581{606.

27. C.Canuto, P.Pietra { Boundary and interface Conditions in Finite Element
Preconditioners for Chebyshev Methods,J. Comput. Phys., vol. 91 (1990) 310-
343.

28. C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni, T. Zang { Spectral Methods
in Fluid Dynamics, Springer-Verlag (1987).

29. C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni, T. Zang { Spectral Methods.
Evolution to complex Geometries and Applications to Fluid Dynamics, Springer-
Verlag (2007).

30. E. Cartan { Les syst�emes di�erentiels exterieurs et leurs applications g�eometriques,
Hermann, Paris (1945).

31. M. A. Casarin { Quasi-optimal Schwarz methods for the conforming spectral
element discretization, SIAM J. Numer. Anal. , vol. 34 (1997) 2482-2502.



73

32. M. A. Casarin, S. J. Sherwin { Low-energy basis preconditioning for elliptic
substructured solvers based on unstructured spectral/hp element discretization, J.
Comput. Phys., vol. 171 (2001) 394-417.

33. T. F. Chan { Rank revealing QR factorizations, Linear algebra and its applica-
tions, vol 88/89 (1987) 67-82.

34. Q. Chen, I. Babushka { Approximate optimal points for polynomial interpo-
lation of real functions in an interval and in a triangle, Comput. Methods Appl.
Mech. Engrg., vol. 128 (1995) 485-494.

35. Q. Chen, I. Babuska { The optimal symmetrical points for polynomial interpo-
lation of real functions in a tetrahedron, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg.,
vol. 137 (1996) 89-94.

36. P. Ciarlet, Jr. { Augmented formulations for solving Maxwell equations, Com-
put. Methods Appl. Mech. Engrg., vol. 194 (2005) 559-586.

37. M. Clemens, S. Feigh, T. Weiland { Geometric multigrid algorithms using
the conformal �nite integration technique, IEEE Trans. on Magn. , vol. 40 (2004)
1065-1068.

38. R. Cools { Advances in multidimensional integration, J. of Comput. and Appl.
Math., vol. 149 (2002) 1-12.

39. Coulomb J.L. { Finite element three dimensional magnetic �eld computati on,
IEEE Trans. on Magn. , vol. 17 (1981) 3241-3246.

40. M. O. Deville, E. H. Mund { Chebyshev pseudospectral solution of second-
order elliptic equations with �nite element preconditioni ng, J. Comput. Phys., vol.
60 (1985) 517-533.

41. M. Deville, E. Mund { Finite element preconditioning for pseudospectral solu-
tions of elliptic problems, SIAM J. Sci. Stat. Comp., vol. 11 (1990) 311{342.

42. M. O. Deville, P. F. Fischer, E. H. Mund { High-order methods for incom-
pressible 
uid 
ow, Cambridge University Press(2002).

43. C. R. Dohrmann { A preconditioner for substructuring based on constrained
energy minimization, SIAM J. Sci. Comput. , vol. 25 (2003) 246-258.

44. M. Dryja, O. Widlund { Domain decomposition algorithms with small overlap,
SIAM J. Sci. Comput. , vol. 15 (1994) 604-620.

45. M. Dubiner { Spectral methods on triangles and other domains,J. Sci. Comput.,
vol. 6 (1991) 345-390.



74

46. F. Dubois { Discrete vector potential representation of a divergence-free vector
�eld in three-dimensional domains: numerical analysis of amodel problem, SIAM
J. Numer. Anal. , vol. 27 (1990) 1103-1141.

47. J.-G. Dumas, F. Heckenbach, D. Saunders, V. Welker { Computing Sim-
plicial Homology Based on E�cient Smith Normal Form Algorit hms, dansProc.
Integration of Algebra and Geometry Software Systems(2002) 177-207.

48. C.R.I. Emson, C.P. Riley, D.A. Walsh, K. Ueda, T. Kumano { Modelling
eddy currents induced in rotating systems,IEEE Trans. on Magn. , vol. 34 (1998)
2593{2596.

49. B. Engquist, A. Mayda { Absorbing boundary conditions for the numerical
simulation of waves, Math. Comp., vol. 31 (1977) 629-651.

50. C. Farhat, M. Leissoine, K. Pierson { A scalable dual-primal domain decom-
position method, Numer. Linear Algebra Appl., vol. 7 (2000) 687-714.

51. L. Fej �er { Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles f•ur welche die
Qradratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Inter-
valle [� 1; 1] ein m•oglichst kleines Maximum besitzt, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa Sci. Fis. Mt. Ser. II, 1 (1932) 263-276.

52. P.F. Fischer { An overlapping Schwarz method for spectral element solution of
the incompressible Navier-Stokes equations,J. Comput. Phys., vol. 133 (1997)
84-101.

53. P.F. Fischer, J.W. Lottes { Hybrid Schwarz-Multigrid methods for the spectral
element method: Extensions to Navier-Stokes,J. Sci. Comput., vol. 6 (2005) 345-
390.

54. B. Flemisch, B. I. Wohlmuth { A domain decomposition method on nested
domains and nonmatching grids,Numer. Methods Partial Di�er. Equations , vol.
20 (2004) 374-387.

55. B. Flemisch, M. Mair, B. I. Wohlmuth { Nonconforming discretization tech-
niques for overlapping domain decompositions, M. Feistauer et. al (eds.), dans
\Numerical Mathematics and Advanced Applications", Proc. of ENUMATH 2003 ,
Springer (2004) 316-325.

56. V. Girault, R. Glowinski, H. Lpez, J.-P. Vila { A boundary multiplier /
�ctitious domain method for the steady incompressible Navier-Stokes equations,
Numer. Math., vol. 88 (2001) 75-103.

57. V. Girault, R. Glowinski { Error analysis of a �ctitious domain method applied
to a Dirichlet problem, Japan J. Indust. Appl. Math., vol. 12 (1995) 487{514.



75

58. V. Girault, P.-A. Raviart { Finite Element Methods for Navier-Stokes Equa-
tions, Theory and Algorithms, Springer-Verlag (1986).

59. R. Glowinski, T.W. Pan, J. Periaux { A �ctitious domain method for Dirichlet
problem and applications, Comp. Meth. in Appl. Mech. and Engng., vol. 3 (1994)
283{304.

60. R. Glowinski, J. He, J. Rappaz, J. Wagner { Approximation of multi-scale
elliptic problems using patches of �nite elements, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
337 (2003) 679{684.

61. J. Gopalakrishnan, L.E. Garcia-Castillo, L.F. Demkowicz { N�ed�elec spaces
in a�ne coordinates, ICES Report no. 03-48 (2003).

62. D. Gottlieb, S.A. Orszag { Numerical Analysis of Spectral Methods, Theory
and Applications, SIAM Publications, Philadelphia, PA (1977).

63. R.D. Graglia, D.R. Wilton, A.F. Peterson { Higher order interpolatory vec-
tor bases for computational electromagnetics.IEEE Trans. on Ant. and Propag. ,
vol. 45 (1997) 329-342.

64. J.S. Hesthaven { From electrostatic to almost optimal nodal sets for polynomial
interpolation in a simplex, SIAM J. Numer. Anal. , vol. 35 (1998) 655-676.

65. J.S. Hesthaven, C.H. Teng { Stable spectral methods on tetrahedral elements,
SIAM J. Sci. Comput. , vol. 21 (2000) 2352-2380.

66. J.S. Hesthaven, T. Warburton { Nodal high-order methods on unstructured
grids, J. Comput. Phys., vol. 181 (2002) 186-221.

67. F. Hetch { Construction d'une base de fonctionsP1 non conforme �a divergence
nulle dans R3, Math. Mod. and Numer. Anal., vol. 15 (1980) 315-341.

68. R. Hiptmair { Multigrid method for Maxwell's equations, SIAM J. Num. Anal. ,
vol. 36 (1998) 204-225.

69. R. Hiptmair { High order Whitney forms Prog. In Electr. Res. (PIER), vol. 32
(2001) 271-299.

70. R. Hiptmair { Canonical construction of �nite elements, Math. Comp., vol. 68
(1999) 1325-1346.

71. N. Hu, .-Z. Guo, I. N. Katz { Bounds for eigenvalues and condition number in
the p-version of the �nite element method, Math. Comp., vol. 67 (1998) 1423-1450.

72. H. Karl, J. Fetzer, S. Kurz, G. Lehner, W. M. Rucker { Description of
TEAM Workshop Problem 28: An Electrodynamic Levitation Dev ice,
http: ==www.lmn.pub.ro= team=Problems.html.



76

73. G.E. Karniadakis, S.J. Sherwin { Spectral hp element methods for CFD, Ox-
ford Univ. Press, London (1999).

74. A. Klawonn, L. Pavarino { Overlapping Schwarz methods for mixed linear
elasticity and Stokes problems,Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 165
(1998) 233-245.

75. A. Klawonn, O. B. Widlund, M. Dryja { Dual-primal FETI methods for
three-dimensional elliptic problems with heterogeneous coe�cients, SIAM J. Nu-
mer. Anal. , vol. 40 (2002) 159-179.

76. D. Komatitsch, R. Martin, J. Tromp, M.A. Taylor, B. A. Wingat e {
Wave propagation in 2-D elastic media using a spectral element method with tri-
angles and quadrangles,J. Comput. Acoustics, vol. 9 (2001) 703-718.

77. P. R. Kotiuga { Hodge decompositions and computational electromagnetics,
PhD, Dpt. of Electrical Engng., Mc Gill University, Montr�eal ( 1984).

78. Y. Maday, R. Munoz { Spectral element multigrid. II. Theoretical Justi�catio n,
J. Sci. Comput., vol. 3 (1988) 323-353.

79. Y. Maday, A. T. Patera { Spectral element methods for the Navier-Stokes
equations, dans A. K. Noor et J. T. Oden, editors, State-Of-The-Art Survey in
Computational Mechanics, Chapitre 3, ASME (1989).

80. J. Mandel, M. Brezina { Balancing domain decomposition for problems with
large jumps in coe�cients, Math. Comp., vol. 65 (1996) 1387-1401.

81. J. Mandel, C. R. Dohrmann { Convergence of a balancing domain decompo-
sition by constraints and energy minimization, Numer. Linear Algebra Appl., vol.
10 (2003) 639-659.

82. J. Mandel, C. R. Dohrmann, R. Tezaur { An algebraic theory for primal and
dual substructuring methods by constraints, Appl. Numer. Mat. , vol. 54 (2005)
167-193.

83. C. Mavriplis, J.V. Rosendale { Triangular Spectral Elements for Incompress-
ible Fluid Flow, AIAA proc. (1993) paper 3346.

84. J.M. Melenk { On condition numbers in hp-FEM with Gauss-Lobatto-based
shape functions,J. of Comp. and Appl. Math., vol. 139 (2002) 21-48.

85. G. Mur, A. T. de Hoop { A �nite-element method for computing three-
dimensional electromagnetic �elds in inhomogeneous media, IEEE Trans. on Magn. ,
vol. 19 (1985) 2188-2191.



77

86. G. Mur { Edge elements, their advantages and their disadvantages,IEEE Trans.
Magn., vol. 30 (1994) 3552-3557.

87. J.C. N �ed�elec { Mixed �nite elements in R3, Numer. Math., vol. 35 (1980)
315-341.

88. J.-C. N �ed�elec { Acoustic and Electromagnetic Equations: Integral Representa-
tion for Harmonic Problems, Springer eds., New York (2001).

89. S. A. Orszag , Spectral methods in complex geometries,J. Comput. Phys., vol.
37 (1980) 70-92.

90. A. T. Patera { A spectral method for 
uid dynamics: Laminar 
ow in a channe l
expansion,J. Comp. Phys., vol. 54 (1984) 468-488.

91. L. Pavarino { Additive Schwarz methods for the p version Finite element method,
Numer. Math., vol. 66 (1994) 493-515.

92. L. Pavarino { Neumann-Neumann algorithms for spectral elements in three
dimensions,Math. Mod. and Numer. Anal., vol. 31 (1997) 471-493.

93. L. Pavarino, T. Warburton { Overlapping Schwarz methods for unstructures
spectral elements,J. Comput. Phys., vol. 160 (2000) 298-317.

94. L. Pavarino, O. Widlund { Balancing Neumann-Neumann methods for incom-
pressible Stokes equations,Comm. Pure Appl. Math., vol. 55 (2002) 302-335.

95. L. Pavarino { BDDC and FETI-DP preconditioners for spectral element discra-
tizations, Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 196 (2007) 1380-1388.

96. K. Preis, I. Bardi, O. Biro, C. Magele, G. Vrisk, K. R. Richter { Dif-
ferent �nite element formulations of 3D Magnetostatics �el ds, IEEE Trans. on
Magn., vol. 28 (1992) 1056-1059.

97. A. Quarteroni, A. Valli { Numerical approximation of partial di�erential
equations, Springer-Verlag (1994).

98. A. Quarteroni, E. Zampieri { Finite element preconditioning for Legendre
spectral collocation approximations to elliptic equations and systems,SIAM J.
Numer. Anal. , vol. 29 (1992) 917-936.

99. M. Picasso, J. Rappaz, V. Rezzonico { Multiscale algorithm with patches of
�nite elements, Commun. Numer. Meth Engng., accept�e.

100. E.M. Ronquist, A.T. Patera { Spectral element multigrid. 1- Formulation and
numerical results, J. Sci. Comput., vol. 2 (1987) 389-405.



78

101. S. Reitzinger, J. Sch •oberl { An algebraic multigrid method for �nite element
discretizations with edge elementsNum. Lin. Alg. with Appl. , vol. 9 (2002)
223-238.

102. E.M. R�nquist, A.T. Patera { A Legendre spectral element method for the
incompressible Navier-Stokes equations, dansSeventh GAMM-Conference on Nu-
merical Methods in Fluid Mechanics proc., Lovain-la-Neuve, Belgium, edited by M.
Deville, Vieweg (1988) 318-326.

103. E.M. R�nquist { Optimal spectral element methods for the unsteady three-
dimensional incompressible Navier-Stokes equations,PhD (1988).

104. C. Schwab { p- and hp-Finite Element Methods. Theory and Applications in
Solid and Fluid Mechanics, Oxford University Press, New York (1998).

105. C. Schwab { hp-FEM for 
uid 
ow simulation, dans \High-order methods for
computational physics", Lecture Notes in Computational Science and Engineering,
vol. 9, T.J. Barth and H. Deconinck (Eds), Springer-Verlag (1999) 325-438.

106. H.J.S. Smith { On systems of linear indeterminate linear equations,Phil. Trans. ,
vol. 151 (1861) 293-326.

107. B. F. Smith, P. E. Bj�rstad, W. D. Gropp { Domain Decomposition. Parallel
multilevel methods for elliptic partial di�erential equat ions, Cambridge University
Press (1996).

108. J. Stillwell { Classical Topology and combinatorial group theory, Graduate
Texts in Mathematics, vol. 72, Springer-Verlag (1972).

109. A. Stroud { Approximate calculations of multiple integrals, Prentice Hall (1971).

110. D. Sun, J. Manges, X. Yuan, Z. Cendes { Spurious modes in �nite-element
methods, IEEE Ant. Propag. , vol. 37 (1995) 12-24.

111. S. Suuriniemi, T. Tarhasaari, L. Kettunen { Generalization of the spanning-
tree technique, IEEE Trans. Magn. , vol. 38 (2002) 525-528.

112. B. Szabo, I. Babuska { Finite element analysis, John Wiley & Sons, New York
(1991).

113. M.A. Taylor, B.A. Wingate { A generalized diagonal mass matrix spectral
element method for non-quadrilateral elements,Appl. Num. Math. , vol. 33 (2000)
259-265.

114. M.A. Taylor, B.A. Wingate, R.E. Vincent { An algorithm for computing
Fekete points in the triangle, SIAM J. Numer. Anal. , vol. 38 (2000) 1707-1720.



79

115. M.A. Taylor, B.A. Wingate, L.P. Bos { A new algorithm for computing mul-
tivariate Gauss-like quadrature points, ICOSAHOM 2004 Congress Proc., Brown
University (2004).

116. A. Toselli, O. Widlund { Domain Decomposition Methods{Algorithms and
Theory, Springer-Verlag (2005).

117. L. R. Turner, R. J. Lari { Developments in eddy current computation with
EDDYNET, IEEE Trans. Magn. , vol. 19 (1983) 2577-2580.

118. S. Wandzura, H. Xiao { Symmetric quadrature rules on a triangle, Comput.
Math. Appl. , vol. 45 (2003) 1829-1840.

119. T. Warburton, L. Pavarino, J.S. Hesthaven { A pseudo-spectral scheme for
the incompressible Navier-Stokes equations using unstructured nodal elements,J.
of Comput. Phys., vol. 164 (2000) 1-21.

120. J.P. Webb, B. Forghani { Hierarchal scalar and vector tetrahedra. IEEE Trans.
on Magn., vol. 29 (1993) 1495-1498.

121. P. Wesseling { An introduction to multigrid methods, R.T. Edwards, Inc. (2004).

122. H. Whitney { Geometric integration theory, Princeton Univ. Press (1957).

123. B.A. Wingate, M.A. Taylor { Performance of numerically computed quadra-
ture points, Appl. Num. Math. , accept�e.

124. B. I. Wohlmuth { A mortar �nite element method using dual spaces for the
Lagrange multiplier, SIAM J. Numer. Anal. , vol. 38 (2000) 989-1012.

125. B. I. Wohlmuth { Discretization Techniques and Iterative Solvers Based on
Domain Decomposition,Lectures Notes in Computational Science and Engineering,
vol. 17 (2001).


