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1 Introduction

Lelectromagretisme nunerique a suscie ces derner es anrees un inerét croissant de
la part des nunericiens et a fourni un champ d'application de techniques avanees de
matrematiques appliqlees et de calcul scienti que. Les anjeux technologiques, qui pen-
dant les derneres anrees sont devenus de plus en plus imptants (soins nedicaux par ra-
diation, eéphonie mobile, etc.) ont mis enevidence la recessie d'avoir des algorithmes
ables et performants. Les nmethodes de discetisation d'ordreelewve pour 'approximation
dequations aux cerivees partielles (EDPs) sont desor mais incontournables pour leurs
proprees de convergence rapide (qui peut étre exponetielle en pesence de solutions
tes eguleres) et de haute pecision.

Ayant aborce ce domaine de recherche lors de mon travail au @n du CRS4 et en-
suite lors de ma these, mes recherches autour de nethodeseddiscetisation variation-
nelle d'ordreeleve pour des probemes aux limites en electromagretisme ont continie
par la suite et seront I'objet central de ce nemoire. Ma recterche a pore sur letude
de trois techniques nuneriques avanees : les nethodes &kments spectraux sur trian-
gles/etraedres et des peconditionneurs issus de la decomposition de domaine pour les
sysemes lireaires esultants, la ¢ nition et I'appl ication deseements nis de Whitney
de dege polynomial un ou plus, les nethodes (de type \mortar”) de decomposition de
domaine non-conforme avec ou sans recouvrement entre lesusedomaines.

Le premier chapitre est cedea des probemes aux limite s elliptiques disceties par
une nethode Fekete-Gauss dékments spectraux sur triangles (TSEM). La nethode
TSEM est &k nie et analyse sous dierents aspects, commela pecision, la exibilie, le
conditionnement des matrices nalesa inverser. La pecision de la nethode spectrale par
rapport au dege p d'approximation polynomiale et algebrique par rapporta la taille h des
ebments du maillage, est consenee gracea un bon chok des points d'approximation (les
points de Fekete sur le triangle) et de la formule de quadratve (formule de type Gauss)
pour le calcul des inegrales pesentes dans la formulatbn variationnelle du probeme.
La exibilie de la nethode repose sur la possibilie de d iscetiser le domaine de calcul
avec des maillages aekments triangulaires, a coes droits ou courbes, de jouer sur le
couple taille desebments et dege d'approximation pour aboutir au choix le meilleur
pour le probeme consicee, et de s'appuyer sur des algoithmes multiniveauxa maillage
xe (p-multigrille) a1 chaque niveau est assocea un dege d'approximation dierent.
Le mauvais conditionnement des matrices nalesa inverserest traie de manere satis-
faisantea l'aide de peconditionneurs issus de la ceconposition de domaine. La rmethode
aet appligeea la esolution d'un probeme mocele de di raction d'une onde plane par
un objet polygonal nretallique.

Dans la deuxeme partie, on s'ineresse auxeements de Whitney sur simplexes. On
regarde des applications pour ceseements en topologie lgbrique (calcul automatique
des nombres de Betti pour un domainea topologie non-trivide), on ¢ nit des ogerateurs
de restriction et prolongement entre maillages embo¥spour la mise au point d'une
technique multiniveau, on introduit une approche d'ordre eleve ai les deges de libere



gardent une signi cation physique (comme la circulation duchampelectrique le long des
arétes du maillage). Tous ces aspects sont valices du poinde vue nunerique pour la
esolution d'un probeme aux limites elliptique en magn etostatigue ou magretodynamique
(apes discetisation en temps).

La troiseme partie est cedee a letude d'une nmethod e deements nis avec joints
en pesence de sous-domaines avec recouvrement pour la sitation des courants in-
duits dans des conducteurs mobiles dans un champ magretija Cette version avec
recouvrement de la nethode des joints, dierente de celle sans recouvrement etudee
pendant la trese, est pekrable en I'absence d'interfaces invariantes par le mouvement.
La methode aet utilie pour coupler un potentiel scal aire dans l'aire, decrit par des
ekments nis nodaux sur un maillage, et un potentiel vect eur dans le conducteur, cecrit
par des eements nis d'arétes sur un autre maillage independant du premier. A la
suite d'unetude theorique et nunerique, la nethode ae & utilie pour la discetisation
variationnelle d'un probeme coupké magreto-mecaniq ue dans le but de simuler un frein
electromagretique. Pour la methode deéements nis a vec joints en absence de recouvre-
ment entre les sous-domaines, on pesente uneetude cetidbe de la discetisation de la
condition de couplage ainsi que la possibilie d'augmente de facon herarchique le dege
d'interpolation polynomiale sur l'interface.

Quelgues mots sur ce manuscrit.

Ce manuscrit contient seulement du texte et aucune gure. Le gures d'explication
de certaines notations ou relatives aux esultats nuneriques obtenus sont contenues dans
les articles de l'auteur cies dans ce manuscrit.

Les notations adoptes dans ce manuscrit sont parfois dierentes de celles adoptes
dans les articles correspondants, pour un souci (esgerodg) d'uniformie dans la edaction.

Noter I'omission volontaire de la variable x ou autre, de leement de volume dx, de

rfaced, etc., sous le signe d'iqggrale, chaque fois qu'on peut. Par exemple, l'inegrale
o f (x) dx devient simplement  f, ai la dimension du domaine d'inegration D et
I'expressiona inegrer indiqueront s'il s'agit d'une in egrale de volume, de surface ou de
ligne.



2 Methodes deéments spectraux
pour des probémes aux limites elliptiques

Parmi les tes nombreuses techniques utilies pour la dicetisation déquations aux
cerivees patrtielles elliptiques, on a les nethodes de type variationnel. En e et, la plupart
des equations elliptiques dans un domaine borre (et donc @sequations paraboliques
apes discetisation en temps, voir un exemple au chapitre 3) admettent une formulation
variationnelle equivalente, reposant le plus souvent surdes espaces de Sobolev, et un
probeme discret peut &tre construit par approximation d e ces espaces de dimension
in nie par des espaces de dimension nie.

La nethode deements spectraux \SEM" est une nethode d e discetisation varia-
tionnelle d'ordreeleve dequations aux cerivees par tielles, base sur des ickkes originelles
de A. T. Patera [90] pour le cas Chebyshev et ceveloppee das la suite pour le cas Legen-
dre, qui nous interesse ici, par Y. Maday et A. T. Patera [79] {oir [12, 42, 73] pour une
introduction gererale). L'approximation par la nethod e SEM depend de la partition
cgeonretriqgue du domaine et du dege d'approximation poly nomiale p. En consicerant
»ee la partition du domaine et en augmentant le dege p dans les sous-domaines pour
aneliorer la pecision de 'approximation, la methode S EM ressemble beaucoup, en ter-
mes de structure,a la nethode deéments nis, \FEM", d ‘'ordre p. Dans le m&me esprit,
nous avons la nethode deeéments nis hp [9, 112, 104, 105], qui consiste en une nethode
FEM dans laquelle la partition du domaine est ra ree en mém e temps que le dege poly-
nomial p crot. Ces trois nethodes (SEM, p-FEM et hp-FEM) sont toutes bases sur
l'utilisation d'unekment de ektrence sur lequel on ¢ onstruit les fonctions de base. La
principale dierence eside dans le choix de leement de egrence, des fonctions de base
(qui va in uencer la structure des matrices des sysemes lieaires correspondants) ainsi
gue dans la facon de calculer les inegrales. La rmethode &M utilise un quadrangle
commeeement de etrence. Elle est ree comme gereralisation des nethodes spectrales
a des domaines ne pouvant pas étre l'image d'un ekment de etrence unique. Elle
permet donc de faire du ra nement local de maillage, de prende en compte les com-
portements dierents de la solution sur dierentes parti es du domaine, etc. (voir [73]
pour une pesentation grerale sur le sujet). Dans notre travail de recherchée* on a essaye
d'aller encore plus loin, pour pouvoir appliquer la methode deéments spectraux dans le
cas d'un maillage simplicial.

Dans la premere partie de ce chapitre, on s'ineresse dok a la & nition d'une
nmethode SEM sur triangles (etraedres en trois dimensions). L'inerét de cette nouvelle
methode esta la fois de garder la \convergence de typehp" 2 de la solution approcteea

YEn collaboration avec Richard Pasquetti (DR CNRS)a I'Universie de Nice Sophia-Antipolis, Franc e.
L'aide de M. Pasquetti aee fondamentale pour cemarrer s ur la partie SEM, etant moi plutoét du coe
FEM, et pour discuter les esultats nuneriques obtenus.

2sj l'on consicere un probeme aux limites elliptique avec une solution u 2 H¥() et une source
f 2 H (), l'estimation d'erreur classique enenergie dans le ca s des nmethodes peedentes appligees
sur un maillage uniforme de par deseements de taille hestdutypeku u ke C(h" *p & Ykuk.+
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la solution exacte, en combinant un ra nement deseement s du maillage (ra nement de

type h) et une augmentation du dege polynomial (ra nement de typ e p) dans chaque
ebment, typique des nethodes SEM sur quadrilatres ou hp-FEM, et de pouvoir traiter

facilement des probemes aux limites poses dans des domaes de n'importe quel type
de geonretrie sans perdre en pecision. De plus,a la di erence de la nethodehp-FEM,

elle reste une nethode de type nodal, les inconnues du prahe discretetant assocees
a des n uds particuliers dans les simplexes du maillages. [ans la deuxeme partie, on
analysera des techniques e caces pour le peconditionnerant et la esolution du syseme

lireaire esultant de I'application de la methodea un p robéme elliptigue mocele. Dans

tout ce chapitre, le dege d'approximation polynomiale es N p, sachant queN est
plutét utilie dans les nethodes SEM et p dans celles FEM.

Le lecteur ineresse peut approfondir les concepts qui sot pesents dans ce chapitre
de fecon synthetique dans les etrences qui seront indqlees dans le texte. Bien sor, ces
guelques pages ne su sent pas pour traiter le sujet de manee exhaustive et de méme
on ne pourra pas citer les nombreux articles et livres qui extent sur le sujet. On esgere
donner une pesentation compéte en ce qui concerne les égs principales.

2.1 La nmethode QSEM, Gauss-Lobatto-Legendre sur quadrilaeres

Cette partie est assez standard mais recessairea la comgiension des dierences entre
la methode SEM classique sur quadrilatres QSEM) et celle sur triangles (TSEM) qui
a fait I'objet de mes travaux de recherche.

Soit un domaine borre de RY, d = 2:3,a frontere @ lipschitzienne et egulere
par morceaux. On noten la normale sortantea @. On consicere, pour simpli er, un
probeme lireaire aux limites elliptigue en deux dimensions avec conditions au bord de
Dirichlet homogenes:

r ( ru+ u=fdans ; u=0sur @ D

avec ; > 0 constantes par morceaux dans etf une fonction donree dansL?(),
I'espace de Hilbert des fonctions mesurables a care somable. La nmethode et les
esultats nuneriques pesenes dans cette partie peuvent aussi étre appligwes en trois
dimensionsa des probemes aux limites elliptiques moinsclassiques (conditions aux bord
de type Neumann, de type Robin, a coe cients variables, etc.). Le probeme (1) est
eecrit sous forme variationnelle comme suit:

Trouver u 2 V tel que a(u;v) = (f;v) pour tout v2 V, (2)

al la forme bilireaire a( ; ) et la forme lireaire (f; ) sont d& nies par
z z

au;v):= (rurv+ uv); (f;v):= fv 3)

h’p kfk )a u estla solution approctee, r = min( k;p+1), s=min( k; ) et la constante C ne cepend
pas deh; p;u;f mais depend de k [62, 73]. On voit donc que l'erreur decro't algbriquemen t par rapport
a h, et, si la solution est tes egulere, de facon exponen tielle par rapporta p.
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et V est 'espace de Sobolew H3()= fv2H(): v=0sur @g. Le probeme
variationnel (2) admet une solution unique u 2 V grace au lemme de Lax-Milgram.
En supposant que les zones de discontinuie des coe cients et sont eguleres par
morceauy, il est possible de prouver que la solutiom du probeme a priori dans H*()
est en fait dansHS() pour s> 1.

Pour construire un probeme discret qui peut étre esolu sur l'ordinateur, on applique
la nethode de Galerkin conforme, c'esta-dire, on considre un sous-espace/  V de
dimension nie, etant le paranetre de discetisation que I'on peciser a dans la suite, et
on pose le probeme variationnel (2) dansV . Plus pecisement, consicerons un pavage

h de par des quadrilatres Q, de dianetre maximal h, images du care de etrence

O=f(r;s): 1 rs 1g=[ 1;1P (4)

par des applicationsgg, i.e., Q = gQ(Q) et = [ o2 ,Q. Ilfautque ce soit un\maillage",
au sens desekements nis (voir [FR20], chapitre VIII) c'e sta-dire que deux quadrilakres
distincts se coupent selon une facette, une aréte, un sommeou pas du tout (on parle
ainsi de maillage geonetriquement conforme). Soit Qy (Q) I'ensemble des polynémes
& nis sur @ de dege inferieur ouegala N par rapporta chaque variable. Alors,
I'espace discret est e ni comme suit:

V =Von =fv2V ivig 902 Qn(Q);8Q2 ha: 5)

Pour arriver au probeme discret, il faut c& nir une base d e I'espaceVg,n et savoir
calculer les inegrales pesentes dans (2), c'esta-dre, remplacer le produitL?() par une
approximation, ici base sur les points de Gauss-Lobattokegendre (GLL). Ces points
permettent,a la fois, de calculer les inegrales de facan pecise et de construire une base
pour Vo:n par produit tensoriel de fonctions e nies sur l'interval le [ 1;1]. On note par
f J-gj’\‘=0 I'ensemble des points GLL sur l'intervalle [ 1;1] de nis comme les (N +1) 2ros

du polynéme (1 2)% @ Ly estle polyndbme de Legendre de degdN sur [ 1;1].
On note ! ; les poids de la formule de quadrature base sur les nuds . On consicere
ensuite le polynébme d'interpolation de Lagrange'j(r) de dege intrieur ouegala N

qui s'annule en tout point de GLL sauf j ai il prend la valeur 1. Les fonctions de la
base nodale de Lagrange sur le care de etrenced sont construites comme produits
tensoriels *; (r)'k(s), 0 jk N. Toute fonction u 2 Q (Q) est repesentable sur la
base nodale de Lagrange en utilisant les valeurs( j; ), 0 j;k N, deu aux points
GLL par

XX
u(r;s) = uCj; k)7 (r) «(s): (6)

j=0 k=0

Alors, sur @, le produit discret L2 est donre par

XX
(UV)gn = uC s Vs it (")
j=0 k=0
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et sur par

Q X X _ _
(Uv)~y = (U 9 KV ) j; KWida( s Wi'j ks (8)
Q2 p jk=0
al Jg est la matrice Jacobienne de l'applicationgg. Le probeme variationnel discret
skcrit donc:

Trouver u 2 Vg tel que ag:n (u;v) = (f;v)on pourtout v 2 Vo ; (9)

al la forme bilireaire ag:n (; ) est obtenuea partir de a( ; ) & nie dans (3) en rem-
plecant l'inegrale sur par la formule de quadrature (8) . En utilisant I'expansion (6)
dans (9) et en remplacant v par les fonctions de la base de/q.n, le probeme discret
estequivalenta un syseme lireaire de la forme Aqu = b @ Ag est la matrice QSEM
assembeke,b est le vecteur tenant compte de la sourcd , et u est le vecteur des incon-
nues qui sont les valeurs de la fonctioru aux n uds GLL internesa (on rappelle que
I'on consicere ici des conditions aux limites de Dirichlet homogenes). La matrice Ag est
la somme de deux matrices, une matrice de raideuK o qui tient compte de la partie
div grad du probeme discret, et une matrice de masseMq qui tient compte de l'autre
terme. Cette deuxeme matrice est diagonale par le fait queles n uds de quadrature et
d'interpolation coincident. Dans la suite on verra comment esoudre de manere e cace
le syseme lireaire Agqu = b.

Avant de passer au cas desekments triangulaires, on tieha souligner les aspects
important de la nethode QSEM introduite ici pour d =2. On ¢ nit, localement et par
produit tensoriel,

lkement de etrence O =[ 1;1P,

l'ensemble desn = (N +1)2 nuds GLL ( iv k0 K N, sur Q, qui sont
utili:sa la fois comme points d'interpolation et comme p oints de quadrature (avec
des poids appropres),

des matrices de cerivation d'une fonction par rapport aux variablesr; s,

une base orthonormale dand.2(Q) pour Qy (@) compose des polynémes de Leg-
endre,

une base nodale pouQy (Q) compose des polynémes de Lagrange assoces aux
nuds GLL dans O,

et globalement

un maillage conforme sur de quadrilaeres Q,
une famille d'applications fgo : Q! Qgo2 , a matrice Jacobienne fJogoz ,,

un produit discret sur ¢ ni par (8).
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2.2 La nethode TSEM, Fekete-Gauss sur triangles
Consicerons maintenant unekment de egrence trian gulaire,
T=f(rs):rs 1,r+s Og; (10)

et soit Py (T) I'espace des polynémes c nis surf de dege total inerieur auegala N.
Les points GLL ne sont connus que sur des domaines obtenus paroduit tensoriela
partir d'un intervalle de I'axe eel, et il n'est pasevide nt de les & nir sur une geonetrie
guelconque, par exemple un triangle. A cefaut des points GLL, quels autres points
utiliser pour approcher la fonction u dans T ? Comment calculer les cerivees deu par
rapporta r et s sur T ? Et encore, quelle formule de quadrature utiliser pour calaler
les inegrales du probeme variationnel le plus pecisement possible ?

Dierentes straegies ontee proposes, des plus sim ples comme celle de consicerer
les points GLL de @ contenus dansTf [83] ou de transporter® sur T [73], aux plus sophis-
tigees bases sur la minimisation d'uneenergie [34, 64 (voir [35, 65] pour la dimension
3). Icion s'ineressea la nethode T SEM introduite dans [113, 119], basee sur l'utilisation
des points du mathematicien hongrois Michael Fekete (18861957) [114] comme points
d'interpolation sur T. Dans [FR36] on pesente la methode dans sa premere ver®n,
pour la perfectionner plus tard dans [FR37]. En voici les aspcts essentiels.

Remarquons au pealable que dans le cas de la methodé SEM, le r6le des polynbmes
de Legendre est joe par les polyndmes de Koornwinder-Duber (KD) [45] qui forment
une base orthogonale dé®y . Sur le triangle de egrence T, les @plynOmes KD suivants
sont orthonornes dans L2(T"), muni du produit scalaire (f;g) = + f(r;s)g(r;s)drds:

: + s+
() = g PO STy S
Qg = P i+1)(i+]+1)=2 et Pi; (x) sont les polyndbmes de Jacobi [1]. Dans la
suite, ces polynémes seront noes x, 1 k n = (N +1)(N +2)=2, pour n'importe
quelle bijection eﬁ'nt_re les indiceq;] etk. On suppose cependant que le polyndme constant
est 1(ns)=1= 2.

)in2i+1;0(S); iij 0i+j N; (11)

2.2.1 Les points de Fekete

Les points de Fekete sont les a la recherche d'un ensemblae points optimaux pour
& nir l'interpolant 1y pour des fonctionsu 2 CO(T), c'esta-dire, des points caraceries
par une faible constante de Lebesguglyjj1 (voir [34] pour une analyse sur la qualie
de linterpolation polynomiale et le calcul de points presaqie optimaux sur un triangle).
Presque rien n'est connu a ce sujet en dimension sugeriewwa un. Or, bien que ne
minimisant pas la constante de Lebesgue, les points GLL sorgatisfaisants du point de
vue de l'interpolation sur quadrilagres ou hexadres.

Pour ce nir les points de Fekete, on consicere une base poynomiale f' jgjn=1 de

Pn (T) et on construit la matrice V de Vandermonde avedVij ="j(%),1 &) na
les¢; sont n points quelconques def.
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I nition 2.1 Pour une base polynomiale ee dePy (T), les points de Feketef by gj”=1
sont ceux qui maximisent le determinant de la matrice de Vamlermonde surT.

Le calcul des points de Fekete recessite la esolution d'm probeme d'optimisation
en haute dimension et n'est pas du tout trivial. Les points deFekete qu'on a utilies
dans la suite sont ceux calcukes dans [114] jusqu'au degeN = 18.

Les points de Fekete sont une ereralisation possible depoints GLL pour les do-
maines qui ne sont pas produit tensoriel d'intervalles. Cecest lea la proposition 2.2,
prouree dans [51] pourd = 1 et dans [19] pourd > 1.

Proposition 2.2 Les points de Fekete concident avec les points GLL sur lesrpduits
tensoriels d'intervalles.

Les principales propriees de ces points sont pesenes dans [18, 114]. On a notam-
ment:

(prl) La ck nition des points de Fekete ne cepend pas du choix de la base polynomiale
f jgjn=1. Un changement de base revient en e eta multiplier le determinant par
une constante (qui est le determinant de la matrice de changment de base).

(pr2) Les points de Fekete peuvent étre ck nis pour tout domaine.

(pr3) Les polyndbmes de Lagrange; assocesa ces points prennent la valeur maximale
en ces points,i.e., *j (%) 1, pour tout & 2 T.

(prd4) La formule de quadrature base sur ces points n'est eacte que dansPy (T).

(pr5) Les points de Fekete ne sont pas des points de Lebesgue'dsta-dire, les points
qui minimizent la constante de Lebsegue). D'autre part, pou ces points on a
nuneriqguement jjlnjj1 N, contre une croissance exponentielle pour des points
equidistribles.

(pr6) Les points de Fekete sur le bord def concident avec les GLL 1D (cette pro-
pree permet donc d'avoir des maillages conformes de trangles et de quadrilakres
nelanges, voir [76] pour une application en elastodynamique). Pour un dege
d'interpolation N, on an = (N +1)(N +2)=2 points de Fekete surf, avecN +1
points sur chacun des coes def' (i.e. 3N points de Fekete sur le bord def).

Les points de Fekete sont utili®s dans la methodeT SEM comme points d'interpolation,
i.e., les fonctions de base de la methodd SEM sont les polyndbmes de Lagrangg assoces
a ces points.
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2.2.2 Formules de quadrature

Les points de Fekete n'ont pas d'aussi bonnes proprees ge les points GLL visa-vis
de la quadrature (voir (pr4)). Pourtant, une formule de quadrature de haute pecision
est indispensable a n de garder la \convergenceéhp” des nethodes SEM bases sur des
formulations variationnelles. Cet aspect de la question a rative des recherches dans deux
directions: d'un cog, on cherche un ensemble de points guaient de bonnes propriees
d'interpolation et de quadrature sur T [115, 123], d'un autre co&, on cherchea developper
des formules de quadrature plus sophistiqiees [119]. No#r recherche se situe plutoét dans
le deuxeme cadre.

La premere version de la nmethode SEM sur triangles [113]etudee dans [FR36] est
base sur la formule de quadrature suivante:

X
| = TUV (U gr)Ri(v gr)Ri)idr Riiti; (12)
i=1

avec! ; = P 2(V Y4,1 i netgr:T 1 T uneapplication de matrice Jacobiennely.
Ce esultat est minimal dans le sens que la formule (12) estxacte pour (uv) 2 Py (T).
Si la matrice de masse reste diagonale comme pour la nethod®@SEM, la \convergence
hp" de la methode est perdue [FR37].

Une premere anelioration [FR36] peut étre propose dans le cas ai I'application gr
est lireaire (le triangle T n'a donc que des cbes droits et le jacobienjJtj est constant).
Soit f0igL; le spectre du polynébme interpolant deu gr sur la base des polyndmes KD
f igL,. Alors

X X X
LjIriC o i % )= 031 Ok
i=1 j=1 k=1
Consicerant que “j(x) = P jn:1 Vi t j(x), @ V est la matrice de Vandermonde,

x X . . . L
Oc=( Ui k= uiCis k) Civ KW=V = Vs
i=1 i=1
@l u; estla valeur deu gr au ieme point d'interpolation. On voit alors que

XX s T U L U,
Fj It (0 uV X v,-ij )= jJTj Ui Vj Vi ij :
k=1 i=1 j=1 i=1  j=1 k=1
Sous forme matricielle, on obtient donc la formule de quadrture suivante:
| j IrjutWy ; w=vVv ty ! (13)

Dans le cas lireaire, la formule (13) est exacte par constration (u et v dans Py ) pour
(uv) 2 P,y . D'autre part, on remarque que la matrice de masse ekmentire n'est plus
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diagonale mais proportionnelleajJtjW . Dans le cas non-lireaire, le jacobien n'est plus
constant. Une premere approche est base sur la ¢ nition de la matrice W comme
W = J37%V tv 137 avec It = diagfdi;iii;dng, Ji = Jr(R). Une approche plus
pecise mais colteuse est celle progose dans [66] ai lenatrice W cepend de la forme
du triangle T. Seseements Wy = 4 k(R) (R)J7(R)dR sont calcues exactementa
l'aide d'une sur-inegration et nemoriges pour les tria ngles courbes.

Pour garder la \convergence de typehp" de la nethode SEM en pesence de trian-
gles courbes, nous avons propo de parer I'ensembleglpoints d'interpolation de celui
des points de quadrature (nethode TSEM-3 dans [FR37]). Qués points de quadrature
utiliser alors dansT ? Les formules de quadrature suff bases sur des points de Gauss
[38, 109, 118] ne sont pas connues ou accessibles pdburs> 1. Il est toujours possible
d'utiliser des formules de quadrature bases sur des poistde Gauss en adoptant une ap-
plication h : Q! T, du quadrilaere de eerence @ sur le triangle de eerence T. Cette
application est decrite dans [73] pourd = 2 et d = 3. Il est aussi sugge d'utiliser les
points et les poids de quadrature assoces avec le produieinsoriel de polynémes de Jacobi
Jil;o, 0 i Ng. Ces polyndbmes sont orthogonaux avec une fonction poids pportion-
nelle au jacobien de I'applicationh. Avec une telle formule de quadrature, les points ne
sont plus distribies de facon synetrique dans T et leur nombre est maximal: No +1) 2
points sont recessaire pour inegrer exactement surf polynémes de degeM = 2 No+1
selon chaque variable. Par ailleurs, il est possible de sotisegrer, c'esta-dire d'utiliser
une formule de quadrature exacte dan$,y 3(T) plutdt que Py (T), sans ceteriorer la
pecision spectrale de la nethode TSEM : asymptotiquement, la decroissance de I'erreur
reste exponentielle par rapport au degeN. Sur le triangle T, on consicere donc la

formule suivante
xn

UV)ep = U)V)! 5 (14)

j=1
a fy, gj”;l est I'ensemble des points de quadrature etn sa cardinalie. En greral, sur

X
(uv)Ty = (u gr)()(v gr)(¥)idr (it (15)

T2 hj=1

Le probkeme variationnel discret secrit donc:
Trouver u 2 Vr.y tel que ar.n (u;v) = (f;v)T.n pour tout v 2 V. (16)

al la forme bilireaire at.y(; ) est obtenuea partir de a(; ) & nie dans (3) en rem-
plecant l'inegrale sur par la formule de quadrature (15 ) et lI'espace dicret est

V =Ven=fu2V:ur gr 2Pn(T);8T2 o

Le probeme discret estequivalenta un syseme lireai re de la formeAtu = b as At est
la matrice TSEM assembeke,b le vecteur tenant compte de la sourcd , et u le vecteur
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des inconnues qui sont les valeurs de la fonction aux points de Fekete internesa (on

rappelle que I'on consicere ici des conditions aux limitesde Dirichlet homognes). La
matrice At est somme de deux matrices, une matrice de raideur qui tientampte de la
partie div grad du probeme discret, et une matrice de massequi tient compte de l'autre
terme. Cette deuxeme matrice n'est plus diagonale du faitque les n uds de quadrature
ne concident plus avec les points d'interpolation.

2.2.3 Matrices de ckrivation

A n de calculer les valeurs d'une fonction et de ses cerivees en des points dé dierents
des points d'interpolation, on est amerea introduire une matrice d'interpolation et des
matrices de cerivation. Soient donc f$;g?, les points de quadrature surT ai I'on
veut calculer la valeur et les cerivees d'une fonction u 2 Py (T) connue aux points
d'interpolation f; gJ _, (points de Fekete). On noteu le vecteur des valeursu; = u(R;),
1 i n, et u®le vecteur des valeursu® = u(yi), 1 i m. De méme, on note
Vi = j(R)et ve i = (%) leseements des deux matrices de Vandermonde construis
avec les ponnOmes KD pour les deux ensembles de points desn On peut exprimer
le vecteur u®en fonction du vecteur u en utilisant les composantesufpde u sur la base
des polyndémes KD, c'esta-dire, enecrivant u(®i) =  ;_; 0 j(Ri) = -, Vj 0j. Sous
forme matricielle, on au = V@ et alors u®= V& = V% u. Sur un triangle T
quelconque du maillage, etant donre que T = gr(T), on aura la méme relation entreu®
et u pourvu queui =(u gr)(Ri) et uiO: (u or)y).

Pour construire

DI = @ (90); D = @ (90);

on ne peut pas proeder comme on le fait pour la nethodeQSEM, c'esta-dire, par
produit tensoriel d'ogerateurs monodimensionnels [97].0n utilise une technique similaire
a celle de la methode FEM, qui s'appuie sur la composition dogerateurs bidimensionnels.
On utilise ici les polyndbmes KD ; exprines sur la base de Lagrange,

X xXn
j(R) = i (Re) k(R) = Vi k(R)
k=1 k=1

et en dierentiant ces polynémes par rapporta r ets, et en les exprimant aux pointsy;,
on obtient
DO’ — VOV 1. DQS — V@V 1

a Vi’ = @ j(9). Une fois que les matricesD? et D® sont connues, on peut appliquer
la composition d'operateurs pour les avoir sur n'importe quel triangle T du maillage. Les
polyndbmes KD ; sont ici utilises car on calcule facilement leurs cerive es et la matrice
de Vandermondea inverser est bien conditionree. On note gie les matrices de cerivation
D? et D® sont ici de dimensionm n avecm n, contre la taille (N +1) (N +1)
de celles pour le quadrangle. Pour un esultat sur la complgie des calculs, voir par
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exemple [FR42], mais en gros on peut armer que pour la nethode QSEM, grace a
la tensorisation, la complexie est O(N91), alors que pour la methode TSEM, c'est
(malheureusement) O(N 29).

2.2.4 PResultats nuneriques pour la nmethode TSEM :
pecision et applicationa Electromagretisme

La pecision et les perfomances de la nethodel SEM que I'on vient de decrire, s'appuyant
sur deux ensembles distincts de points pour linterpolation (Fekete) d'une part et la
guadrature (Gauss) de l'autre, ontet etudees dans [F R37]. La \convergencehp" de
la nethode est consernee méme en pesence de trianglea coes courbes (les donc au
triangle de etrence T par une application gr non-lireaire).

Dans [FR36], la nethode TSEM aet utiliee pour esoudre le probeme (exerie ur,
en deux dimensions) de di raction d'une onde plane par un obtacle conducteur [88]. Il
s'agit d'un probeme tes classique de propagation d'ondes qui permet de tester/valider
une methode nunerique donree, dans notre cas la methode T SEM. L'ickea la base de
cette application est la possibilie d'exploiter I'aspect \spectral’ de la nethode TSEM,
qui porte, pour une erreur >ee de  10%,a utiliser un nombre \petit" (4 ici) debments
par longueur d'onde,a la dierence des 10 recessaires das une approche FEM classique.
On consicere donc un obstacle . de R? de forme caree centea l'origine des axes du plan
caresien, en position oblique de 5 par rapport aux axes, sur lequel va se di racter une
onde harmonique en temps qui se propage avec une vitesse ctame ¢ dans la direction x.
En partant de lequation d'ondes @U ¢ U =0, on cherche la solutionU harmonique
en temps, combinaison de I'onde incidente et de celle dirage U(t;x) = Re[ekx 1) +
u(x)e " ] (seule la composante eelle a une signi cation physique) Alors, I'amplitude
u de l'onde diracee est solution de lequation de Helmhol tz u j kj*u=0, w
jkj = !'=c est le nombre d'onde. Le probeme extrieuretant poe d ans un milieu ouvert,
on introduira un bord arti ciel  a, de forme simple (un cercleD (0; R) de rayon R cente
a l'origine des axes), de normale exgerieure sortanten, entourant l'obstacle, sur lequel on
imposera des conditions aux limites absorbantes d'ordre ufd9]. De plus, en exploitant
la synretrie du probeme, on ne consicere que la portion du domaine exerieura I'obstacle
contenu dansf (x;y);y  0g\ D(0;R) et on appelle le domaine compris entre le bord de
l'obstacle p, le bord articiel A, etle bord de symnetrie . Le probeEmea esoudre

est le suivant: o
u j kju=0; dans ;

ux)= éekx; sur p;
@Qu=0; sur n; (17)
@Qu = ijkju; sur a:

Le probeme (17) est bien pog [88]. Une dicule dans le t raitement nurerique de
(17) est lee au fait que la solution u est une fonctiona valeurs complexes, a cause des
conditions aux limites sur p et a. La taille du probeme discreta esoudre cepend du
dege d'approximation polynomiale N dans chaque triangle du maillage (les points de
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Fekete correspondants constituent le \micromaillage™) et du nombre total de triangles
dans le maillage de (appet \macromaillage”). Méme en l'absence d'une solution
analytique pour ce probeme, on a e ectle uneetude de l'erreur en choisissant comme
solution de etrence celle obtenue pourN grand (N = 15) sur un macromaillage assez
n (nombre total dinconnues  10%). A partir des esultats obtenus, on peut conclure
gue le choix correct deN depend de la nesse du macromaillage et de la longueur d'ond
-2
E”FlJ ce qui concerne la nethodeT SEM, on a pu appecier la grande exibilie de la

nmethode duea l'introduction des matrices de cerivation , qui permettent de calculer les
cerivees aux points de quadrature de fonctions connues au points d'interpolation, aspect
nouveau dans le cadre des nethodes SEM. De plus, on a la pob#ie de sous-inegrer,
obtenant ainsi des matrices de cerivation de taille plus pdite. La mise en uvre de la
nmethode T SEM change peu par rapporta celle d'une nmethode FEM classque. Le point
faible de la nmethode TSEM est le mauvais conditionnement de la matrice du syseme
lireairea esoudre visa-vis du dege d'approximati on polynomiale N. Cet aspect nous
a pous®a letude de peconditionneurs pour la matrice At [FR24, FR41, FR42], comme
on le cecrira dans la suite. Letude et le developpement de peconditionneurs pour les
sysemes algbriques emanant des approximations SEM etplus gereralement d'ordre
elewe est un sujet tes actifa I'neure actuelle. Des alg orithmes tes performants ontete
construits et analyses pour la methode QSEM (voir par exemple [93, 119, 32, 42]), alors
gue dans le cas de la nethodel SEM ou d'autres s'appuyant sur desekments qui ne
sont pas produit tensoriel d'intervalles, de nombreux prolemes restent ouverts.

2.3 Resolution du syseme lireaire pour QSEM et TSEM

L'e cacie de la esolution d'un syseme lireaire cep end grandement du nombre de
conditionnement de la matricea inverser. On rappelle que & nombre de conditionnement
d'une matrice caree inversible A, que I'on notera (A), est la racine caree du quotient
de la plus grande valeur singulere deA a la plus petite. Lorsque la matrice A est
synetrique ¢k nie positive, comme c'est le cas ici pour Ag et Ar, (A) concide avec le
quotient de la plus grande valeur propre deAa la plus petite.

Proposition 2.3 Pour le probéme de Poisson en dimension deux avec conditioau
bord de type Dirichlet, la matrice de raideur Ko de la nethode QSEM a un nombre de
conditionnement O(N°3h 2), ar h est la taille des quadrilatres du maillages etN le
dege d'approximation polynomiale [84].

Un peconditionnement de la matrice K o est donc recessaire pour la esolution rapide
du probeme discret. Les premiers travaux sont pesenes dans [89]: le peconditionneur
est donre par une matrice de dierences nies centees sur un maillage compos des
n uds GLL. Plus tard, dans [40, 42], il aet propose d'uti liser une matrice deseements
nis lireaires ou bilireaires, Ky, appligwee sur un maillage de ayant comme sommets les
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nuds GLL de . Ce type de peconditionneur aet gneral ig dans la suite [27, 41, 98]
et son e cacit tient au esultat suivant:

Proposition 2.4 Les matrices Ko et K, sont spectralement equivalentes, c'esta-dire
que le nombre de conditionnement de la matrice 1KQ est optimaP, uniformement
borre inkependamment du dege d'approximation polynomiale N et de la taille h des
ekments spectraux (quadrilaeres) [29].

Pour la nethode TSEM, on a le esultat nunerique suivant:

Conjecture 2.5 Pour le probéme de Poisson en dimension deux avec conditiau bord
de type Dirichlet, la matrice de raideur K1 de la methode TSEM pesente un nombre
de conditionnementO(N #h 2), as h est la taille des triangles du maillage eN le dege
d'approximation polynomiale [FR36].

Le comportement O(N #) du nombre de conditionnement par rapport au dege N pour
Kt est moins bon que celui d&K o mais reste acceptable. En e et, dans [71], on prouve
gue le nombre de conditionnement de la matrice assocee a me nethode hp-FEM est
O(N 4@ Dy a; d est la dimension de I'espace. Le probeme avec la nethodd SEM est
gue la proposition 2.4 n'est plus valable pourK 1, c'esta-dire, la matrice Ky deements
nis lireaires sur triangles ayant comme sommets les poins de Fekete d'un maillage de
n'est plus un peconditionneur optimal pour Kt ( (K, K1) = O(N), voir [119]). On
a donc*etude d'autre types de peconditionneurs issus de la decomposition de domaine.
Par cecomposition de domaine on entend la reformulation duprobeme initial (ou de

son approximation) en un ensemble de probeémes coupés sudes domaines plus petits,
qui forment une partition du domaine original. Cette refor mulation peut se faire au
niveau de la discetisation (methode de type mortar, mail lages non-conformes, dont un
exemple est traie dans le dernier chapitre de ce nemoire,couplage deements h et p)
ou au niveau de la esolution du syseme algebrique (pe conditionnement, dont on parle
ici) qui vient de l'approximation de I'EDP. En ce qui concerne le peconditionnement
des sysemes lireaires, les nethodes de cecompositiorde domaines appartiennenta deux
groupes, selon le type de partition en sous-domaines [1073vec recouvrement (methodes
de type Schwaryou sans recouvrement (methodesasous-structureg. Pour competer les
solveurs locaux sur les sous-domaines, un solveur grossgwit gereralement étre ajoue
au peconditionneur, an que le taux de convergence soit irctependant du nombre de
sous-domaines (nmethodescalablg.

3Un peconditionneur F peut étre e ni comme optimal si  (F K ) depend \faiblement" du paranetre
h de discetisation spatiale. En greral, une cependanc e de la forme O (1 +log( %)) , avec \pe-
tit", est consiceee faible. Les techniques de decompos ition de domaine permettent de c nir de tels
peconditionneurs.

“En collaboration avec Luca Pavarino et Elena Zampieri, professeurs au Departement de
Mattematiques de I'Universiti degli Studi di Milano, Ita lie. La collaboration avec M. Pavarino et Mme
Zampieri, aee indispensable pour m'initier aux pecon ditionneurs issus de la cecomposition de domaine.
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2.3.1 Peconditionneur de type Schwarz pour QSEM et TSEM

On va maintenant revoir les aspects essentiels de la constrtion d'un peconditionneur
de type Schwarz pour les matricesAg et At (pour une introduction gereralea ce sujet,
voir [97, 116, 107, 44]). On a

= [k=1k «

avec , Q (resp. T), Q(T)ekments d'un maillage 1, et on rappelle que la partition
en sous-domaines est conforme. $ note la taille maximale des sous-domaines et
h celle desekments (T ou Q) dans les sous-domaines, le cas de sous-domaines composs
d'un seuleement spectral,etude pour TSEM dans [FR24], se traduit parH = h (I'autre
cas, etude pour TSEM dans [FR42],etant H > h).
QSEM . Le maillage grossier g sur est compos des quadrilatres ¢ sur lesquels on
utilise une nethode déeements nis bilireraires (de d ege N = 1 en chaque direction)
pour obtenir le probeme grossier. Le maillage n y est & ni par les points GLL de
chaque quadrilaere . On construit la partition de en sous-structures, enelar gissant
les ya des sous-domaines E plus grands incluant tous les points de y qui sont dans
k et dans les ekments voisins maisa une certaine distancede . On mesure cette
distance par le nombre de points GLL quietendent  dans chaque direction (on parle
ainsi de recouvrement partiel de taille , voir par exemple [31, 52, 53, 74]).
TSEM . Le maillage grossier g sur est compos des triangles  sur lesquels on utilise
une nmethode dekments nis lireaires (de dege total N = 1) pour obtenir le probeme
grossier. Le maillage n y est ¢k ni par les points de Fekete de chaque triangle . On
construit la partition de en sous-structures, enelargis sant les ya des sous-domaines
8 plus grands incluant tous les triangles ; & | qui partagent avec  un sommet
ou une aréte (on parle ainsi de recouvrement total). Deux renarques: (i) on ne sait pas
e nir pour les points de Fekete un recouvrement partiel simple, du fait que ces points ne
sont pas distribtes de facon tensorielle dans les ; (i) un recouvrement total incluant
moins deéments (par exemple seulement les ; qui partagent avec  une aréte) n'est
pas satisfaisant nuneriquement.

Le peconditionneur de type Schwarz est alors bas sur (a)la esolution du probeme
grossier aveceements nis Vg lireaires (pour la methode TSEM) ou bilireaires (pour la
nmethode QSEM) sur le maillage ¢, (b) la esolution de K probemes locaux dans I'espace
V assoces aux sous-domaines E. Pour le peconditionneur grossier, on a besoin de
& nir une matrice de restriction R du maillage n au maillage grossier et une matrice
de raideur Ag pour la esolution du probeme grossier sur . Soientf IH Oi=1:n, Une base
de Vo, f ['gj=1;n, Une base deV et fx/'gj=1n, les points du maillage n. Dans notre cas
Vo V,alorsona

RKh
Hoo= g Mx) avec 1y = P(xD);
j=1

et l'operateur R : Vo ! V a parebments les valeursrj (il repesent une interpolation
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lireaire d'une fonction ck nie sur ¢ au points du maillage n). La matrice Ag est donree
par ROARE, al A concide avecAt ou Ag selon le cas consicee.
Pour le peconditionneur n, on a besoin des matrices de refriction Ry aux sous-
domaines E et des matrices de raideur locales pour la esolution du prbéme local dans
8 avec des conditions de type Dirichlet homogenes su@® 8 (on rappelle queu = 0 sur
@). La forme additive du peconditionneur de type Schwarz s &crit comme suit:

X
Fos = R6AG'Ro+  REA, 'Rk (18)
k=1

Le terme R{A, 1R, est la partie grossere du peconditionE,eur qui se chargedeliminer
les composantes basse fequence de l'erreur, et le terme 'lle RtkAk IRy est la partie
ne du peconditionneur qui se charge localement dans les sus-domaines déliminer les
composantes haute fequence de l'erreur. Des variantes nitiplicatives ou hybrides de ce
peconditionneur sont donrees dans [107] et [116]. Le esultat suivant est prouve dans
[116] et base sur la theorie ceveloppee dans [31]:

Proposition 2.6  Le nombre de conditionnement de la matriceF ¢ Ag pour la nethode
QSEM \erie

H . ?_ K : . 0
(Fos AQ) Ca+ —?), = r|p=|]r:|fd|3t(@ kK @ )9

al la constante C ne cepend pas deN; H;h;

Dans le cas d'un recouvrement minimal, =1 et ? h=N?2 (en e et le deuxeme point

de quadrature esta une distance N2 du bord de leement), le esultat de la proposition
2.6 devient H

(Fos AQ) C(1+ FNZ)’
c'esta-dire, le nombre d'iEratiorE augmente comme N pour une valeur e de H=h,
alors qu'il se comporte comme H=h pour une valeur »>e de N. Dans le cas d'un
recouvrement total, = N et ? = h, le esultat de la proposition 2.6 devient

(Fos AQ) C(l+ %)7

c'esta-dire, le nombre d'ierations ne cepend plus de N et se comporte commep H=h
pour une valeur >ee de N. La méme limitation reste valable aussi dans le cas ai le cef-
cient  du probeme elliptique consicee est discontinu (voir | es esultats obtenus dans
[FR42]). La preuve de la proposition 2.6 est base sur la prpret dequivalence spectrale

de la proposition 2.4 entre les matrices (de raideur et de ma®) de la nethode QSEM
et celles de la methode FEM bas sur les nuds GLL. Dans le cas TSEM, la propree

dequivalence spectrale n'est plus valable et on ne connaipas des peconditionneurs
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avec recouvrement partiel entre les sous-domaines. Dans t&s des nethodeshp-FEM
sur un maillage non-structue d'un domaine qui n‘est pas produit tensoriel d'intervalles,
les bornes sur le nombre de conditionnement pesentes @ir [31, 91]) ne sont plus val-
ables. On peut toujours construire des peconditionneursavec recouvrement total comme
on l'a indiqle et les esultats nunmeriques dans [FR24, FR42] montrent que ce type de
peconditionneur est optimal et scalable. On peut donc conecturer un esultat similaire
a la proposition 2.6 pour la methode TSEM.

Conjecture 2.7 Dans le cas d'un recouvrement total (> = h), le nombre de condition-
nement de la matrice F At pour la methode TSEM \eri e

H
(FosAT)  C(L+ 1);
al la constante C ne cepend pas deN;H;h.

2.3.2 Peconditionneura sous-structures pour TSEM

Dans cette section on va pesenter la construction d'un peconditionneura sous-structures,
de la famille Neumann-Neumann (NN), pour la matrice At (on renvoie a [116, 107]
pour une introduction grerale sur ce type de peconditi onneur,a [92, 94] pour le cas
dekbments spectraux sur quadrilaeres, eta [16] pour le cas de la nethode p-FEM).
On consicere le cas ai chaque eement T du maillage  sur est un sous-domaine.
L'icke de base est decrire le syseme Su = f du compement de Schur pour les incon-
nues assocees aux points de Fekete qui sont sur le squeletide la decomposition (ici
epresent par I'ensemble des arétes internes du maillge). Ce syseme est esolu par
une nethode de gradient conjugle peconditionre (PCG) et on calcule les inconnues as-
socees aux points de Fekete internesa chaque sous-donta de facon incependante d'un
domainea l'autre. Le peconditionneur consicee est | e Balancing Neumann-Neumanna
deux niveaux (BNN), compos d'une partie ne, qui est le preconditionneur Neumann-
Neumanna un niveau, quielimine la dependance du nombre de conditionnement par
rapport au dege N de l'approximation polynomiale, auquel s'ajoute une partie grossere
guielimine la cependance par rapport au hombre deéme nts. En voici les aspects essen-
tiels de la construction.

Soit = [k=1k kavec g\ =, pourk® j,etlesquelette de la cecomposition

= [k=1k @k n@. On suppose que les sautsa l'inerieur de du coe cient

du probeme elliptique consicee (1) soient aligres av ec les bords des sous-domainesg
et que, pour simplicie, dans chaque sous-domaine  le coe cient aye une valeur
constante ; , = > 0. Onnoteh et H les dianetres maximaux respectivement des
triangles du maillage et des sous-domaines de . On utilise'indice | pour noter le bloc
d'inconnues assocees aux points de Fekete internesa cliaie sous-domaine y, et l'indice
B pour noter le bloc assoce aux points de Fekete qui sont surd squelette . Le syseme
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Atu = b ala forme
An A u b,
Agi  Agg ug bg

Si la matrice A, est inversible, on peuteliminer les variablesu, etecrire un nouveau
syseme pour le blocug, donre par

Sug =f; S= Ags Ag A”lAIB ; f=Dbg Ap A||1b|2

La matrice S du compement de Schur est de taille plus petite queAr et est mieux
conditionree, comme l'atteste la proposition suivante :

Proposition 2.8 Le nombre de conditionnement de la matriceS pour la methode FEM

d'ordre un \erie
1

S) C—

(S) e
al la constante C ne cepend pas deH;h.
Si chagueekment spectral est un sous-domaine, on a(S) %’;ﬂ En tenant compte
du fait que les points de Fekete sur les arétes du maillage sb des points GLL, le
comportement de C(N) estetabli dans [84]. Dans cet article, il est monte que, pour
un maillage de triangles ou quadrilakres, si les fonctiors de base sont des polynémes de
Lagrange et les points auxquels elles sont assocees suslarétes ou les sommets sont de

points GLL, alors C(N) N. Par congquent, on peutenoncer la proposition suivante

Proposition 2.9  Pour l'approximation du probeme (1) par la methode T SEM, le nom-
bre de conditionnement de la matriceS \eri e

al la constante C ne depend pas deN;h.

Il s'aere donc qu'en consicerant seulement la matrice S plutdt que At on a tep une
anelioration importante du nombre de conditionnement visa-vis du dege N. On re-
marque gue si dans la proposition 2.8 on poske = H=N, qui est une taille moyenne pour
leseements du micromaillage assoce aux points de Fek&e (ou de GLL), et qu'ensuite
on utilise la notation h pour le diarretre desekments spectraux, on retrouve le esultat
de la proposition 2.9.

Le peconditionneur BNNa deux niveaux pour la matrice S est construit paretapes.

() Le peconditionneur NNa un niveau est donre par

X
F.. = RiD«S!DkR;
k=1
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al S¢ est la matrice du compement de Schur pour le sous-domaine i et S?(’ sa
pseudo-inverse,Ry est la matrice (faite de 1 et de 0) de restriction aux points
de Fekete sur@ g, D; est une matrice diagonale dont Ieseémen}§ sontegaux a
v(x) au point x 2 @k, y etant la fonction inverse de k(x) = ( oy, )= k
8x2 @\ ,avec Ny =fj : x2 @ ¢g. Dans le cas de la nethode FEM d'ordre
un, on a [116]:

Proposition 2.10 Le nombre de conditionnement de la matriceF,, S pour la
methode FEM d'ordre un \eri e

C H
(Fu S) gzl + log(1)?
al la constante C ne depend pas deH et h.

Pour la methode TSEM et avecH = h on peut s'attendrea avoir la borne suivante
comme monte par les esultats nuneriques obtenus [FR41].

Conjecture 2.11 Le nombre de conditionnement de la matriceF , S pour la
methode TSEM \eri e

C
(FwS)  p5(1+ log(N))?
al la constante C ne depend pas deh et N.

Ce esultat est vrai pour la methode QSEM, comme prouwe dans [92]. La cependance
O(h ?) du nombre de conditionnement est typique en l'absence d'upeconditionneur
grossier. C'est poureliminer cette cependance qu'on comicere un algorithme de
type balancing.

(i) Le peconditionneur BNNa deux niveaux [80] est donn e par
Fen = Fot (I FoS)F,, (I FoS)

al la partie ne (additive) est donree par F, etla partie grossere (multiplicative)
par
Fo = RyS, 'Ro avec Sp= RoSRY:

La matrice de restriction Rg est telle que Ro)ij ! donne le nombre deements qui
partagent le point j de lekment i. Si I'on consicere un vecteur v de valeurs aux
points sur , Rgv est un vecteur de taille egale au nombreK de sous-domaines,
et dont la composante keme est la somme ponceee des composantes dg as-
socees aux points de \ @ x. La matrice Sy de taille K est, en greral, sin-
gulere. Pour e nir S, 1 on a plusieurs straegies: celle qu'on a consiceee pore
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sur lelimination d'un sous-domaine et on construit donc une matrice Sy de taille
K 1. Le peconditionneur BNN a deux niveaux est souvent appligwe a l'aide
d'un algorithmea trois pas, a1 u"*1  (u";u"*1=3;y"*2=3) et le terme \balanc-
ing" vient du fait que le calcul de u"*1=2 et u"*! equilibre la moyenne de u sur
chaque sous-domaine. La correction sur la grille grosser a par e et d'enlever la
partie constante de l'erreur de chaque sous-domainea chag ieration [107]. Dans
le cas de la methode desekments nis d'ordre un, on a [114:

Proposition 2.12 Le nombre de conditionnement de la matriceF,, S pour la
methode FEM d'ordre un \eri e

(F

BNN

S) C(L+ log(")?
al la constante C ne cepend pas deH, h.

Pour la methode T SEM on peut s'attendrea avoir la borne suivante comme monte
par les esultats nuneriques obtenus [FR41].

Conjecture 2.13 Le nombre de conditionnement de la matriceF,, S pour la
methode TSEM \erie

(Feny S)  C(L+ log(N))?

@ la constante C ne cepend pas deN et H.

2.3.3 Methode p-multigrille pour TSEM

Une autre possibilie de esolution rapide pour le syseme lireaire Atu = b est celle
d'utiliser une methode multigrille ® par rapport au dege d'approximation N et pasa la
taille h deseements. Les nethodes ieratives classiques sontessentiellement des lisseurs,
i.e., elleseliminent assez rapidement les composantesa haetfequence de l'erreur. Pour
les autres composantes, on peut pensera passer sur un maitje plus grossier, sur lequel
les basses fequences deviennent des hautes fequencdspeuvent ainsi tre elimirees.
L'icee de base du multigrille est donc de combiner dierents nethodes/niveaux pour
obtenir un algorithme qui soit e cace sur tout le spectre de I'erreur (voir par exemple
[121] et les ekrences qui y sont indiquees). Dans l'appoche p-multigrille pesente ici,
les dierents niveaux sont obtenus en consicerant dier ents deges d'approximation poly-
nomiale sur un méme maillage de. Les premiers travaux sur le sujet pour la nmethode
QSEM ontet pesengs dans [100, 78, 103] et ecemment appligqes en CFD dans [53].
On s'ineresse ici au casT SEM, pour lequel on a analys dierents type d'ogerateur s de
restriction/prolongement entre les niveaux, dierents | isseurs et dierentes constructions

5En collaboration avec Victorita Dolean-Maini , MdCa I'Universie de Nice Sophia-Antipolis, FR.
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du syseme aux niveaux autres que le n. On pesente les esultats de cette analyse
qui est cetailee dans [FR25, FR45]. Pour lecriture des algorithmes, on consicere deux
niveaux d'approximation, en sachant que la méme approche rrche avec un nombre
guelconque de niveaux. Les indices et f sont utili’es pour indiquer le niveau grossier
et le niveau n, qui sont les, respectivement,a un bas et haut dege d'approximation
polynomiale. Pour le niveau grossierN. est le dege d'approximation dans chaque trian-
gle du maillage, f xfgl', est 'ensemble des points de Fekete dt' fgl, les polyndbmes de
Lagrange assoces. De méme, pour le niveau n, on aura, rggectivement, N, fx{ gin:fl
etf' fgl ,avecNs >N..

Lisseur . Algorithme de Gauss-Seidel.

Le choix de faire 2 4 ierations d'un algorithme de Gauss-Seidela chaque nivau
sauf le plus grossier (a I'on esout exactement le sysame) est base sur letude theorique
et nunerigue meree dans [FR25].

Omerateur de prolongement . P de type interpolatoire.
L'utilisation du polynéme d'interpolation pour ¢& nir | ‘operateur de prolongement
est assez naturelle dans le cadre des nethodes SEM. On peatrire

f Xe cyr oy f .
ur(X;) = uc(X) y(x); 1 0 ng
j=1

Ql Uc (resp. uf) repesente un, (resp. un,). Sous forme matricielle, I'operateur de
prolongement P skcrit comme suit:

uf = Puc; [Plj =" &(x{):

On remarque que les valeurs deis aux points de bord cependent seulement des valeurs
de u. aux points de bord. En e et, on a N +1 points de Fekete sur chaque coea de T et
les polynémes de Lagrange assoces aux autres points (defld et internes) s'annulent sur
a. L'operateur P possde donc une structure particulere: si I'on nunrerote en premier
les points de bord et apes les points internes,

Peg 0

P =
Pe P

(19)
al les indices B et | sont utilies pour indiquer ce qui est sur le bord et ce qui es
a l'inerieur. L'operateur P est donc une matrice de taillen; n¢; a le bloc Pgg a
la dimension AN; 3N.. Dans un algorithme multigrille, I'operateur de prolonge ment
s'applique au vecteure; de I'erreur sur le niveau grossier pour donner la correctiorau
niveau n e = Pe.. Les composantes dee; assocees aux points de bord dependent
donc seulement des composantes d® aux points de bord.

Omerateur de restriction . R= Pt
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Si l'on utilise une nethode variationnelle pour approcher la solution du probeme
donre (1), on discetise la forme faible (2) dans laquelleon voit apparatre des produits
L2(T). En tenant compte de ceci, il est assez naturel de ¢ nir l'operateur de restriction
commeetant le transpos de l'operateur de prolongement En e et, on a:

(s ) =Cus RO )= et Rl = EC);
j=1 j=1

et donc R = P!. Dans une approche de type multigrille, l'ogerateur de redriction est
applige au esidu r¢ sur le niveau n pour donner un vecteur b = Rr; sur le niveau
grossier. Etant donree par transposition, la structure de l'ogerat eur de restriction est
telle que les composantes db; assocees aux points internes dependent des composantes
der; assocees aux points internes uniquement.

Matrice aux niveaux autres que le plus n . Obtenue par aggegation de la matrice
au niveau le plus n.

La matrice A du sysemea un niveau autre que le plus n peut étre construite soit
directement, comme pour la matrice At du niveau n [100], soit par ce qu'on appelle
aggegation de Ar, i.e., Ac = RATP. Cette ogeration d'aggegation esta faire sur
la matrice At avant de prendre en compte les conditions au bord. On remarga que
les conditions au bord pour les probemes assoces aux neaux autres que le plus n
doivent étre prises du méme type que celles pour le probime initial au niveau n, mais
homogenes.

On remarque aussi que la construction deA. par aggegation est colerente avec la
e nition par transposition de l'ogerateur de restricti on. On peut facilement \eri er
(voir les cetails dans [FR45]) que si At est synetrique ¢ nie positive et A; = RAP,
R = P!, alors e, tel que Acec = Rr¢, est solution du probeéme suivant: minimiser

%(Au ;u)  (byu) (20)

us + Pec:

(u)

sous la contrainte u

La nethode p-multigrille ainsi e nie aek tesee pour la esolut ion du syseme
lireaire Atu = b assocé au probeme u+ u = f dans avec dierents types de
conditions au bord et disceti® par nmethode TSEM sur maillages structues et non-
structues. Des esultats obtenus, on peut tirer les condusions suivantes :

1. Pour un maillage donre, le taux de convergence de la netlbde p-multigrille cepend
essentiellement du dege d'approximation polynomialeNs sur la grille la plus ne.

2. Pour un dege donre d'approximation polynomiale N sur la grille la plus ne,
le taux de convergence ne cepend ni du nombre de niveaux (perettant donc de
esoudre exactement le syseme grossier pouN¢ = 1), ni du type de maillage
(structue ou pas), ni du nombre dekments du maillage, ni du type de conditions
au bord.
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3. Tout en conservant le nombre de deges de libere, xer le nombre deements du
maillage et augmenter le degeN¢ est plus cher en temps CPU que l'approche
duale pour laquelle on gardeN; »e (bas) et I'on augmente le nombre deements
du maillage. De plus, le temps CPU pour unp-multigrille a trois niveaux est
bgerement superieura celui demande par un  p-multigrillea deux niveaux.

2.4 Conclusions et perspectives

En premier lieu, les esultats nurreriques pour la method e T SEM ontet obtenusa partir
de codes en Fortran90 que j'ai ceveloppes moi-méme. Beatpup restea faire au niveau
treorique. Les points de Fekete, vu leur distribution non-caresienne a l'inerieur de
T, sont di cilesa manier. Une possibilie reste de tester/ trouver d'autres points pour
lesquels une esquisse d'analyse soit possible, et c'estibie sujet sur lequel je me penche
ces derniers temps.

Du coke des peconditionneurs, on voudraitetendre aux nethodes TSEM deux ap-
proches parmi les plus ecentes (et importantes) nmethodes de cecomposition de domaine
en sous-domaines sans recouvrement, le BDDC (Balancing Dain Decomposition by
Constraints, [43, 81, 82]) et le FETI-DP (Dual-Primal Finit e Element Tearing and In-
terconnecting, [50, 75]), depetudees dans [95] pour les nethodes QSEM.

Pour competer le cadre, il reste a voir ce qu'on peut faire en trois dimensions
d'espaces et l'application de la methodeT SEMa un probeme concret, voir en CFD € ou
enelastodynamique, domaines d'utilisation par excellerte des nethodes SEM.

5Co-encadrement de la ttese de Mile Laura Lazar avec Richard Pasquetti (DR CNRS) et Victorita
Dolean (MdC Universie de Nice Sophia-Antipolis)a parti  r de septembre 2007 sur la \Methode deéments
nis d'ordreelee pour lesequations de Navier-Stokes" ( nancement : BDO CNRS-Region PACA)
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3 Quelque applications en Electromagretisme
deseéments de Whitney

Mon interét vers des applications enelectromagretisme a caraceri® ma recherche s
le cebut de ma carrere. Au sein du CRS4 (Centro di Ricerca, Sviluppo e Studi Supe-
riori en Sardaigne, lItalie) je me suis ineressee a des methodes pour la determination
de la zone de couverture d'une antenne pour la eephonie ellulaire en egions urbaines
(probkemes de di raction et de propagation d'ondeselectromagretiquesa haute fequence
dans des domaines 2D et 3D de taille grande par rapporta la lageur d'onde) [FR3, FR16,
FR17, FR18]. J'ai continte, pendant les anrees de These,avec letude et I'utilisation de
nmethodes issues de la cecomposition de domaine (plus peiement, de la nmethode des
ebments avec joints sans recouvrement coupke avec derentes discetisations de type
ekments nis dans les sous-domaines) pour des probemes de courants induits dans des
moteurs electriques (probémes electromagretiques a basse fequence, voir [FRphd] et
les etrences dans la section 5). Je continuéa travailler dans le cadre de probemes
delectromagretisme a basse fequence, dans des diretions dierentes dont les plus im-
portantes sont cecrites dans ce chapitre. Un point communa ces directions diverses
est repesente par letude et l'utilisation au niveau di scret deseements nis de Whit-
ney. En particulier, leseements de Whitney d'aréte ou de face sont desekments nis
mixtes, c'esta-dire deseéments nisa valeurs vecto riellesa continuie partielle au pas-
sage des interfaces entre eements (continuie de la patie tangentielle ou de la partie
normale). Grace aux proprees particuleres de ceseéments, la structure geonetrique
desequations de Maxwell (incluant en particulier la synetrie desequations et les deux
dualies en jeu, entre champ electrique et champ magretique d'une part, et entre cir-
culations des champs electrique et magretique et ux des nductions correspondantes
d'autre part), est pesernee pour l'essentiel, suitea | a discetisation. Une tradition bien
etablie classe leseements nis selon la nature des deggs de libere (ddl). C'est ainsi que
I'on a deseéments de Lagrange lorsque les ddl sont des valeurs ponctuelles de la fonc-
tiona reconstituer, d'Hermite, lorsque les ddl peuvent étre aussi des valeurs de certaine
cerivees de la fonctionsa reconstituer, de Whitney, dont les ddl sont des inegrales (sur
les arétes, les facettes, etc.) de la forme dierentiellea reconstituer.

Dans ce chapitre, nous allons donner un exemple d'applicatiha dierents probemes
delectromagretisme d'outils de calcul dierentiel ex erieur, introduit par Cartan [30]
puis ceveloppe au cours du X>Xeme secle pour devenir la base de la geonetrie dierentielle
moderne. Le calcul exerieur sur les formes dierentiell es permet d'exprimer lesequations
dierentielles ou inegrales sur des surfaces courleesreguleres de facon consistante tout
en mettant en evidence certains invariants geonetriquesdu mockle. Les operateurs gra-
dient, divergence et rotationnel peuvent ainsi &tre exprivtes de manere tes simple en

"En collaboration avec Alain Bossavit, Chercheura EdF R&D entre 1971 a 2002, et maintenant
consultant scienti que au LGEP-CNRS, et Frarcois Dubois , professeur au CNAMa Paris et Chercheur
assoce au sein de lequipe Analyse Nurrerique et E.D.P. d e I'Universie Paris Suda Orsay.



32

termes de l'ogerateur d de derivation exerieure qui ser a introduit par la suite. De méme,
les treoemes de Green, Gauss et Stokes prennent une fornaela fois gererale et concise
en termes de formes dierentielles et de l'operateur d agissant sur ces formes. Compae
au calcul tensoriel classique, le calcul exerieur peseate plusieurs avantages.

Il est souvent di cile de reconnatre la nature non-rretri que de certaines quanties
en notation vectorielle. En revanche, ces proprees som facilement identi ables dans
une notation en formes dierentielles en utilisant les theoemes de Stokes, de Poincae
ou en appliquant l'operateur de ckrivation exerieure.

Une grande partie de notre connaissance scienti que reposgur la description de
prenonenes physiques au moyen dequations dierentie lles. Cependant, le concept méme
de dierentiabilie est en contradiction avec les capaci €s de 'ordinateur, outil desormais
incontournable de la recherche scienti que permettant selement de manipuler des en-
sembles nis de nombres. Pour esoudre cette contradictio, un premier groupe de tech-
niques computationnelles visanta satisfaire lesequatbns continues sur un ensemble ni
de positions spatiales et temporelles aet propos €.g. di erences nies ou nethodes de
particules). Mais pour bien discetiser des lois de compatement local, on perd souvent
de vue les structures globales ainsi que leurs proprees Des nethodes plus ecentes de
calcul de variations, comme la nethode FEM, se trouvent ére mieux adaptesa cela
car la solution discete obtenue par ces nmethodes \erie en moyenne des lois locales
de conservation et certains invariants (treoriques, comne par exemple la symnetrie, ou
experimentaux) du mocele sont consenes. La nmethode FEM devient de facto I'outil
computationnel des ingnieurs. Les avan®es en termes deontréle de l'erreur, de con-
vergence et de stabilie de ces nethodes de discetisatbn n'empéchent pourtant pas
toujours que la structure geonetrique du syseme continu mocklie soit cetruite ( e.g,
en electromagretisme nunerique, une cavie vide eso nnante peut produire des modes
parasites).

Les outils classiqguement utilises en geonretrie diere ntielle ont tes souvent des
analogues en tteorie combinatoire discete. Pour cette mison, les versions discetes
des notions de forme et de surface sont formellement identiges aux versions continues
(elles devraient donc avoir les mémes proprees). De pls, cet approche permet de
maintenir tes clairement la sparation entre propret es topologiques (ne cependant pas
de la netrique) et geonetriques (cependant de la netri que) des quanties consicees,
en gardant intacte la structure intringeque du moctle.

Une approche numreriqgue base sur une mocklisation die rentielle discete est en
cereral plus facilea e nir eta developper que sa ver sion continue. Par exemple, la
notion de forme dierentielle se traduit au niveau discret par un ensemble de valeurs
sur lesekments du maillage. La notion discete d'orientation est plus directe que son
analogue continu. Par exemple, la & nition dierentiel le d'orientation fait intervenir
la notion de classe d'equivalence de cartes cetermiree pale signe du Jacobien de la
transformation. En revanche, l'orientation d'une aréte du maillage corresponda une des
deux directions de parcours de l'aréte, un triangle ou unedce est oriene en sens horaire
ou anti-horaire, un volume par la direction d'une fFelice s'enroulant selon la régle de la



33

main droite ou de la main gauche. Aucune notion de carte n'estionc pesente au niveau
discret.

Pour toutes ces raisons, on va tevelopper une approche nuenigue avec un point de
vue geonetrique (pour une exposition cetailee de la st ructure geonetrique des mockles
enelectromagretisme, voir [21]). La ck pour comprendre cela, est simple : il sut de
reconnatre que des quanties physiques dierentes ont des proprees dierentes qu'il faut
donc traiter de facon appropree. En dynamique des uides ou en electromagretisme,
par exemple, on fait tes fequemment intervenir des int egrales de ligne, de surface, ou
de volume. Desevaluations ponctuelles (et par conequeindes approximations nodales)
pour ces quanties ne sont pas approprees. |l faut alors manipuler ces quanties sur
desekments geonretriques propres, c'esta-dire considerer des valeurs aux sommets, aux
arétes, aux faces, etc., comme valeurs approchees respigement pour des fonctions
scalaires, des inegrales de ligne, des inegrales de staces, etc., et c'est bien ce qui se
passe avec lesekments nis de Whitney.

3.1 Notations

On rappelle ici quelques notions de base que nous allons ugér tout le long de ce chapitre
(voir [22] pour plus de cetail). Le lecteur famile avec ces notations peut se dispenser de
lire cette section.

Notion d'orientation et de bord d'un simplexe et complexe snplicial.

Soit un domaine borre de RY, ai d = 3 est la dimension spatiale, avec une frontere
egulere @. Consicerons un pavage mde par des etraedres. Un p-simplexe, O

p d, estle terme gererique pour cecrire leément simple (d'as le nom) de dimension p
dansm Formellement, un p-simplexes est lI'enveloppe convexe non-cegereee de p+ 1)
points geonetriqguement distincts vo;:::;Vvp 2 RY, d p, cesta-dire

xXP xXP
s=fx 2 RYjx = ivi; avec | Oet i =1g:
i=0 i=0
Les points vp; :::;Vp sont appees les sommets dup-simplexes. On cesigne par N, A,

F, T les ensembles fornes par lep-simplexes demde dierentes dimensions 0 p d,
c'esta-dire par les nuds ( p=0), les arétes (p = 1), les faces p= d 1) et les etraedres
(p = d). Dans une notation plus compacte, I'ensemble dep-simplexes demsera noe SP
et sa cardinalie par jSFj.

Orienter signi e, en dimension d = 1, pouvoir distinguer vecteurs positifs ou regatifs,
en dimensiond = 2, tourner vers la gauche ou vers la droite, en dimensiord = 3, savoir
ce qu'est un tredre de sens direct (bas sur la egle des tois doigts de la main droite).
Fixer une orientation (interne) sur une p-surface, 0 p d, signi e choisir une classe
dequivalence. Dans le cas degp-simplexes, l'orientation interne aux simplexes peut éte
e nie de la facon suivante. Un simplexe est une liste de sanmets, plus le choix d'une
des deux classes dequivalence obtenues en tenant pouredvalentes deux permutations



34

de ces sommets qui ont méme parie. Ainsif;n;kg et fk; ;ng dsignent la méme face,
mais f *; k;ng est la face d'orientation oppose (et seule I'une des deuxst cense faire
partie du maillage).

Il existe aussi une notion d'orientation externe, pour la dstinguer de la peedente
gue I'on a qualie d'interne. Sa ce nition est simple : un s ous-espace est pourvu d'une
orientation externe lorsque l'un de ses compémentaires & (inerieurement) orient.
L'orientation externe d'un plan, en dimension d = 3, est donc l'orientation interne
d'une droite qui le traverse, autrement dit \sens de traverge" @ travers) du plan, alors
que l'orientation interne consiste a donner un \sens gyratoire" dans le plan. Orienta-
tions interne et externe d'un méme sous-espace ne se cedigint 'une de l'autre que si
I'espace ambiant est oriene. En revanche, orientation irterne d'un sous-espace et externe
de n'importe lequel de ses compements se correspondent iganiquement, sans aucune
ekrencea l'orientation de l'espace ambiant.

Tout (p 1)-simplexe engende par un sous-ensemble dep( 1) sommets parmi
Vo;::1;Vp est appek (p 1)-face des. L'union des (p 1)-faces est ce qu'on appelle
bord du p-simplexes. L'ogerateur de bord @appligiea un p-simplexe oriene s donne la
somme de toutes lesf 1)-faces des avec coe cients 1 (resp. 1) selon que l'orientation
de la face concorde (resp. ne concorde pas) avec l'orientati induite sur la face par celle
de s. Plus pecisement, on peut ¢ nir I'operateur de bord co mme suit:

xP .
@fvo;:::;vpQ) = ( 1)va0':::;0j;:::;vpg;
j=0

a1 %; indique quev; n'est pas pesent dans la equence. Par exemple@f vo; v1;Vv2Q) =
fvi;vog f vo;vag+ fvp;vig. Un p-simplexe a donc + 1) faces. Pour que la d nition
reste valide pourp = 0 (les n uds), I'ensemble vide estla ( 1)-face de chaque 0-simplexe.

Un complexe simplicial ou maillage de est un pavage mcompos de simplexes
\eri ant les deux conditions suivantes: toute face de simpexes demest dans m et
l'intersection de deux simplexes demest soit vide soit une face entere commune aux
deux simplexes.

Matrices d'incidence assoceesa un maillage donre.

Les ensemble$P sont les entre eux par des matrices d'incidence [21], natesd en gereral,
mais aussiG (p=0), R (p=1) et D (p=2). Ces matrices, tes creuses et remplies de
0 et de 1, sont un outil tes puissant, comme on le verra dans la suie de ce chapitre,
pour & nir les formes de Whitney, pour explorer les propriees topologiques du domaine

, etc. Pour les construire, il faut tenir compte d'une notio n d'orientation.

Pour donner un exemple, consicerons la construction deG. Soit e = f’;ng une
aréte du maillage m orienee de “a n. On peut & nir les nombres d'incidence G§ =1,
G.= 1etGK=0pourtoutnud k dierentde " etden (les nuds ont aussi une
orientation, 1; implicitement ici ils ontet orienes positivement ; si on consicerait
l'orientation regative pour le nud n, il faudrait alors changer de signe auxekments de
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la colonnen de G). Ces nombres composent la matricés qui cecrit la relation aréte-
n ud dans le maillage m De mé&me pour la construction des autres matriceR et D.
De fecon gererale, le symbole dj denote leément de la matrice d'incidence d (ou dp,
guand on a besoin de speci er la dimension) qui ¢ nit la re lation entre le p-simplexe
oriene s et le (p + 1)-simplexe orient v. Les matrices d'incidence \eri ent la relation
dp+1dp=0,0 p d 1 (en trois dimensions, on aRG = 0 et DR = 0).

p-chames et ogerateur de bord

Nous avons cef renconte la notion de chame, sans le dre. L'ogerateur de bord associe
a chaque p-simplexe la somme de sesp( 1)-faces avec des coe cients 1, qui est une
(p 1)-chame, comme on va le voir dans un instant.

Une p-chame ordinaire d'un complexe simplicial oriene mest une somme formelle
ponceee de p-simplexes orienes s, appeles composantes de la chame, avec les poids
s pris dans un certain ghneau de coecients, tel queR ou Z. Il est commode de
noter une telle chanec= g, sS= S1+ i+ 5 Sk, A les signes + ne signi ent
pas additionner au sens courant. En revanche, les chanedles mémes peuvent étre
additionrees, en attribuanta chaque composante la sommedes poids qu'elle avait dans
chacune des deux chames. Sitous les poidg sont nuls, on a la chame nulle, note 0. Les
cha™mes tordues sont e nies de la méme facon,a ceci ps que leurs composantes ont une
orientation externe. Bienevidemment, les chames ordiraires et tordues ne se nelangent
pas etng s'additionnent pas. Sk est unp-simplexe orieng, la chameeémentaire assocee
asest gp sSavec s=1et <=0 pourtout s’6 s. Dans la suite, on utilisera
parfois le mé&me symboles (ou n, e, etc. selon la dimension) pour indiquer lep-simplexe
oriene et la chame eementaire qui lui est assocee. On notera Cp(M) I'ensemble des
p-chames & nies sur m Une p-chame peut étre repesente au niveau hunerique parle

vecteur de taille jSPj ayant poureements les coe cients ¢ de la p-chame.

Consicerons maintenant une varee M orienee, egulere par morceaux, de dimen-
sion (p+1). Sa frontere @M est un assemblage d@-varees, que I'on peut supposer
chacune orienee. Assignonsa chacune d'elles le poids 1, selon que l'orientation concide
ou non avec celle induite parM. On obtient ainsi une p-chame, que I'on notera@M
Méme notaE',on, mais sens nouveau:@est ici un ogerateur Cpiq (M) ! Cp(m) et par

lirearie, @ < y5p sS)= g0 s@sa @sest donre par
X X X ‘
@e Gon; @f= Rf e; @t D, f;
n2N e2A f2F

selon la dimension. L'ogerateur ainsi obtenu s'appelle bod. La repesentation matricielle
de l'operateur @(ou @ si on a besoin de peciser la dimensiorp) est donree par d',
la transposee de la matrice d'incidenced (de taille jSP 1j jS Pj en dimensionp). La
fquence d'espaces de chames les entre eux par I'opateur @weri ant la propree @ @=
0 est un complexe de chames, noe C; @.

Une p-chame dont le bord est la chame nulle s‘appellg-cycle, et si unep-chame est
le bord d'une (p+1)-chame, on dit gu'elle est un bord. Les bords sont des cgles,a cause
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de la propree fondamentale @ @-+1 = 0. Le contraire, \un cycle est-il un bord ?",
tepend de la varee ambiante. Sil'on note Im( @ = B(n) et Ker(@ = Z(n), la propree
@ @= 0 implique que Bp.1 (M) est un sous-groupe deZy(m). On peut donc ¢k nir le
groupe quotient Hy(m = Z,(m=By+ 1(n) qui est le peme groupe d'’homologie demet la
dimension deH () est le nombre de Bettiky,. La de nition de ces groupes s'appuie sur
un maillage mmais leurs proprees cependent du domaine et pas du mai llage mce ni
sur (ils sont des invariants du domaine).

p-cochames
Une p-cochame (surm est le dual d'une p-chame, c'esta-dire une forme lireaire sur
I'espace vectoriel degp-chamesa valeurs eelles. On a donc:

w: Cp ! R
c ! w(o);

pour dire que la p-cochamew s'applique sur la p-chame ¢ pour donner un nombre eel.

A la dierence d'une p-chame, unep-cochame estevallee sur chaquep-simplexe, en
d'autres termes, unep-cochame est assimilablea un champ d ni sur lesp-simplexes de
m

Etant donre un vecpeur de nombres egls b = fhs; s 2 SPg, on peut aussi & nir
la p-cochamew : c! ospCGhbs @ c= ,gpCss et bs = w(s). La repesentation
nunerique d'une p-cochame esulte de celle des chames par dualie. Pla pecisement,
une p-chame c est repesenee par un vecteur ¢ de taille jSPj. Une p-cochanew est
aussi repesente par un vecteurw de la méme taille quec. Une p-cochamew associe
un nombre eel w(c)a chaque p-chanec. L'ogeration lireaire w(c) se traduit dans un
produit scalaire entre deux vecteurs.

p-formes dierentielles et operateur de cerivation ext erieure.
Une forme dierentielle ordinaire (resp. tordue) de degre p est une application w sur
I'espace vectoriel desp-chames ordinaires (resp. tordues), a valeurs eelles lireaire et
continue par rapporta la topologie de l'espace des chang La construction de ces
topologies est techniquement compliquee, voir [122]. Il ®git donc d'un ekment de
FP(m, le dual topologique deCp(m). Les espageLp(n) et FP(m sont mis en dualie
par l'application bilireaire continue fw;cg ! _w, de type p-formes p-chanes!
eel. La notation habituelle pour de tels produits de dualie est hw;ci. Ce produit
de dualie est non cegeree, en ce sens que hw;cd = 0 pour tout colj,mplique w=20
et wlci = 0 pour toutF,W0 implique ¢ = 0. En particulier, si ¢ = g, sS, alors
par lirearie, hw;c = ose shwisi. Or, c'est pecigment d'applications de type
p-formes p-chanes! eel dont lelectromagretisme a besoin, comme on va le var.
Les p-cochames sont lesequivalents discrets deg-formes dierentielles. En gros, une
p-forme continue est une application lireaire d'une p-surfacea valeurs dansR, puisque
on peut seulement inegrer la p-forme sur unep-surface. Au niveau discret, le domaine
est repesent par le maillage met la p-surface devient unep-chamne. Une application
lireaire quia une p-chame associe un nombre eel est un@-cochamne.
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P R
Une forme dierentielle w cerere donc une p-cochame g! s2spCs W QI C=

s2sp CsS. Sil'on note par b le vecteur de composanteds = _w, larelaton R :w! b
est l'application de de Rham. Lesp-formes de Whitneyws?, cogme on le verra, vont dans
l'autre sgs, c'esta-direa un vecteur b est assoce lap-forme 5, bsw®. L'application
P:b! ssp BsW® est I'application de Whitney. On anticipe que pour les p-formes de
Whitney d'ordre polynomial un, RP = Id ; pour le cas des ordreselees, cette propriet
n'est plus vraie [FR53]. Si I'on introduit une netrique dan s l'espace a ne ambiant, les
formes dierentielles sont en correspondance avec les clmps de scalaires et de vecteurs.
Les coe cients des p-cochames deviennent les ddl de ces champs.

Pour p > 0, la cerive extrieure de la (p 1)-forme w est la p-forme dw. En
trois dimensions, l'oerateur d est la version a ne de I'operateur dierentiel classique
gradient, rotationnel, divergence, selon la valeur dep, qui eux cependent de la structure
euclidienne. En notation matricielle, I'ogerateur d est r epesent par une matrice d de
taille jSP*1j jS Pj. Les matrices d'incidenceG;R;D sont la repesentation matricielle
de l'omgrateur d gppliqiea des 0-, 1- et 2-formes respectvement. Le tleoeme de Stokes
secrit de = W ou de faconequivalente hdw;ci = hw; @i pour tout ¢ 2 Cp(n) et
w2 FP (). L'ogerateur d est donc le dual de l'operateur @ De plus, onad d=0.
Quand les espaces lireaires consicees sont des espacee formes dierentielles FP(n)
et l'operateur est la cerivee exerieure d, le complexe de chames F;d) est appet le
complexe de de Rham.

Une forme w est dite fernee si dw = 0 (w est un cocycle) et exacte s'il existe
une formev telle que w = dv (w est un cobord). A nouveau, tout cobord est un
cocycle, mais un cocycle peut ne pas étre un cobord dans desrdainesa topologie non
triviale: c'est I'aspect dual de \tout cycle n'est pas un bord" vu plus haut. Le lemme
de Poincae atteste que toute forme fermee sur une surfaceegulere contractile & est
localement exacte. Au niveau discret, ce lemme atteste quequr toute p-cochamew
fermee (dw = 0) sur un maillage etoik, il existe une (p 1)-chane telle quew =
d . Etudier les formes dierentielles est donc une autre approche, duale par rapporta
I'hnomologie, des questions de topologie globale, qu'on aglle cohomologie. Les groupes
de cohomologie dans le complexe de de Rham sont les espacestiunts Ker d=Imag d.
Les groupes d’homologie et de cohomologie ne sont pas simplent deux notions duales,
mais ils sont isomorphes, de méme dimension donree par lasombres de Betti. Une
manere classique de construire une base de ces groupegese sur l'utilisation de la
forme normale de Smith, comme cetaile dans la section 3.3

Arbre et coarbre

Un ensemble , de p-simplexes du maillagemsur tel que Cp( ) ne contient pas de cycles
sauf le 0 est appee arbre de dimensiop. Un p-arbre , est dit couvrant (\spanning tree"
en anglais) si tout p-arbre 86 p\erie 8 p- L'ensemble degp-simplexes du maillage
maqui ne sont pas dans lep-arbre constitue le p-coarbre. Supposons pour un moment
gue soit contractile et on note ; I'arbre couvrant d'arétes. Les arétes d'un maillagem

8Reductiblea un point par ceformation continue.
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sur sont eparties entre un arbre couvrant et son compkment , le coarbre. Les arétes
de l'arbre sont utilies pour gererer une base de I'espae de dimension nie compose
de gradients de fonctions scalaires sur . Les coarétes somtiliees pour construire une
base de I'espace des rotationnels.

Si  n'a pas une topologie triviale, il peut exister des champs a divergence nulle
qui ne sont pas des rotationnels et les arétes d& n ;1 ne sont pas su santes pour
tout prendre en compte. |l faut donc enrichir I'arbre en ajoutant une coaréte pour
chaque cycle deC1(m) qui n'est pas le bord d'une surface contenue dans , c'esta-dire
pour chaque gererateur du groupe d’homologieH 1(n) (les gererateurs de H(n) sont en
nombreegal au nombre de Betti by = dim H1(m). L'arbre enrichi est connu sous le nom
d'arbre augmene (\belted tree" en anglais). Gracea cette coaréte que I'on a ajoute,
tout circuit forne de coarétes est le bord d'une surface das (voir une application dans
[FR32, FR46]). L'arbre augmene n'est plus un arbre au sensstrict du mot, mais on
I'appelle toujours arbre.

3.2 p-formes de Whitney d'ordre un sur les simplexes

Avant de proeder dans le cktail, j'aimerais rappeler la manere par laquelle on est arrive
a ce type dekments nis, en reprenant une partie de la Preface de [21].

Dans les anrees 70 on avait bien compris comment discetisr par eements nis
classiques (nodaux) lequation de Poisson €.g. enelectrostatique, un potentiel scalaire
electrigue , le au champelectrique e par larelatone=r ,wrie r (r )=q
al o > 0 est la permittivie electrique et  la charge electrique pescrite). P. P.
Silvesteretait parmi les ardents promoteurs de I'utilisation de cette discetisation pour
la esolution de probemes enelectromagretisme. Le suce@s aek tes important pour
des moctlisations en dimension deux mais le passage a la mhiension trois s'est awee
tes dicile. En e et, lequation de Poisson n'est pas le s eul \mockle" déquation en
electromagretisme. Ily en aun autre, quiestr ( r V)= j: en magretostatique, v
repesente un potentiel vecteur magretique lea I'ind uction magretique b par la relation
b=r v, al o > 0 est la eluctivie magretique (on rappelle que = 1)
et | est la densie de courant qui gerere b. Si on se place en dimension deux, dans
une formulation transverse magretiqgue (TM, le champ magretique est dans la section
detude), le potentiel vecteur v est (0;0;v) (et de m&me pourj =(0;0;]j)) et lequation
ro (r wv)=jdevientr ( rv)=j.Onadonclillusion de pouvoir traiter avec un
unique mockle tous les probemes. Mais en dimension troisles operateurs div-grad et rot-
rot sont profondement dierents et demandent donc un trai tement dierent. Ceci nétait
pas evident dans les anrees 70. En dimension trois, ona (r v)=r (r V) v,
il semblait donc possible de transerer en dimension troisdes techniques propresa la
dimension deux en imposant juste une \condition de jauge" dutype r v =0 pour avoir
r(r v)= v = | et travailler ®paement sur les trois composantes (scalaires) de
v. Il a fallu des anrees avant de se rendre compte de l'erreur.

Au cebut des anrees 80, A. Bossavit et J. C. \erie [23] ad optent une approche
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dierente inspiee par les nethodes de eseaux (voir pa r exemple [117]) pour traiter le
terme rot-rot dans lequation des courants induits @ h)+r (ir h)=0, a1 est
la conductivieelectrique. Dans ces nethodes iletait usuel de prendre comme inconnues
de base les forceselectromotrices le long des branches d'gircuit et appliquer des lois de
Kirchho pour poser lesequations. Dans le cas du probemedes courants induits formuée
en termes de champ magretiqueh, les forces magretomotrices,i.e., les circulations du
champ magretique le long des arétes du maillage, doivengtre les inconnues du probeme.
Puisque Bossavit et \érie travaillaient avec la formula tion variationnelle du probeme
pour une approche pareéments nis, la question qui se positetait comment reconstituer
le champha partir des forces magretomotrices d'aréte. Plus pecigment, en connaissant
la circulation de h le long des arétes des etraedres d'un maillage du domaie, comment
s'exprime ha l'inerieur des ttraedres ? J.C. Necklec epond a la question d'une facon
originale en donnant la formule suivante [87] :h(x) = X+ ,a x estla position et

;  sont deux vecteurs qui cependent du etraedre contenant x. Il y a ainsi six deges
de libere par etraedre, en correspondance lireaire i nversible avec les six circulations
sur les arétes. Toutefois, I'expression analytigue de cefonctions de base est reste un
mysere pour un bon moment (pourquoi X+ 7?). Une remarque de Kotiuga [77]
aida plus tarda y reconnatre une forme dierentielle, e ta comprendre la vraie nature
de ces interpolants [20]. Cette remarque porte sur la connéan avec un sujet peu connu
de la geonretrie dierentielle classique, les formes de Whitney [122]. Ceci aet le cebut
d'un grand travail de reformulation qui a abouti auxeeme nts nis de Whitney tels qu'on
les connat aujourd'hui [21, 87].

Dans la suite de cette section, je me permets de decrire ragiement cette connexion.
Pour faire cela, on passe par troisetapes sur un exemple dam, le champelectrique. Les
troisetapes sont : (1) le champelectrique comme 1-forme,(2) la 1-forme de Whitney sur
un etraedre, (3) la repesentation vectorielle de la 1- forme de Whitney sur un etraedre
par un champ de vecteurs du type X +

Premere etape. Un champ est une fonction, c nie sur tout ou partie de l'espace,
qui associea chaque point la valeur d'une grandeur physiqga en ce point. Le concept
du champ est tes utile pour moceliser les perturbations des proprees de l'espace dues
a la pesence d'une source. Le champelectromagretique est invisible, sa pesence dans
un domaine est cetecee parce que, par exemple, une charg electrique q pose dans

se ckeplace sous l'action de la force du champ. Or, considrons une charge electrique
g que l'on fait bouger le long d'une courbe orieneec (orientation ¢ nie par le champ
de vecteurs tangents ). Il s'agit d'une charge de cktection avec q assez petit pour ne
rien changer au champelectromagretique f E; B g ambiant, et d'un deplacement virtuel
qui nous permet de consicerer le champ comme @a sa valeua l'instant t. Un certain
travail (virtuel) est mis en jeu dans ce deplacement, egala q fois une quantie que l'on
appelle forceelectromotrice (fe.m.) le long de c au tempst. Aucune unie de longueur ni
ekment de la structure euclidienne, ne sont impligwes dans cette description. Pourquoi
trouve-t-on alors de telseements dans I'expression matematique de cette fe.m.,a savoir



40

la circulation RCE du champelectrique ? Parce que le chamgE n'est pas l'observable
physique, le \eritable objet d'inerét est sa circulati on. Le champ de vecteurs dont les
circulations sont les fe.m., c'esta-dire celui qui code les donrees physiques, epend de
la netrique, alors que les donrees elles-mémes n'en depndent pas. Ce champ, comme
on l'a dit tout au debut, ne fait donc que repesenter I'obj et matlematique pertinent,
qui est l'application c! h fe.m. le long de ci, c'esta-dire une 1-forme dierentielle, que
nous allons notere. Cette 1-forme (ordinaire) est le bon objet mattematique avec lequel
repesenter le champelectrique, car il contient toute I' informationa son sujet, sans aucun
ekment de structure super u. On peut donc se passer commtement de E et introduire

e directement, en disant : le champelectriqgue (physique) es totalement decrit (quant

a ses e ets observables) par I'application de type 1-chahe! eel que nous appelons
fe.m., dont I'exgerience montre gu'elle est lireaire c ontinue. Mais cela n'est autre que
la e nition d'une 1-forme. Cette forme e est ainsi la description mattematique la plus
economique du prenonene champ electrique. La dualie chaTme-forme prend ainsi un
sens tes concret : les 1-chames moctlisent les dete@urs grace auxquels on mesure le
champ. La 1-forme repesente le champ lui-méme et le prodit de dualie est le esultat
de la mesure.

Deuxeme etape. Nous avons niRJa 1-forme e comme une application de type
courbe orienee () ! eel (fe.m. = e). On s'ineresse maintenant aux 1-formes
de base (les 1-formes de Whitney) qui permettent de decriree dans une approche par
ebments nis. Soit donc un domaine de RY contenant , disceti® a l'aide d'un
maillage etraedrique m dont les arétes sont noees par l'indicea. Soit w2 la 1-forme
de Whitney de dege polynomial un, que l'on va ¢ nir dans u n moment, assocee a
Earéte a. Alors, dans une appr,gche parekments nis (d'arétes), e est repesene par

o €aW?. L'application e'! aca €9/ est la compose de celle de de Rhang !

e =(ey)a2a etdecelle de Wllgitney,e ! aon €aW?2. On remplace maintenant la courbe
par une 1-chameP' = _,, w3( )a. L'ogerateur P' associea unep-varee sa
repesentation \ nie" qui est une p-chame simpliciale. Alors, he;P! i = hPe; i, ce qui
justie la not@Q’on Pt. Si on interpete les quanties sc@aires e, comme des circulations
ekmentaires e, on a une approximation naturelle de e en remplacant par Pt . On
dispose donc d'une connaissance (approctee) du charmga partir du vecteur e = (€3)aza -

Par cette transposition, on est pas® de la facon traditionnelle de voir les probemes
d'interpolation (\comment repesenter au mieux un champ comme somme nie poncee
de champs de base ?") a celle \duale" : \quelle 1-chame appoche le mieux la courbe
orienee  ?". La eponsea cette deuxeme question fournit, par dualie, une ce nition
des formes de Whitney gracea une nouvelle interpetation [24]. Prenonsw? par exgemple :

w2 est commee une application du type courbe orienee () ! eels (W3( )= w?).
Avec cette convention, on a
X
he: P! i = w3 )ea=h wle i = hPe; i:
a2A a2A

Alors, w? est la 1-forme de Whitney de dege polynomial un assoceea l'aréte a et la
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composante de dans la 1-chaneP! est R w? = hw?; i. Les formes de Whitney ont
un double réle : d'un coe elles construisent une formeapartir d'un vecteur de scalaires
(c'est l'operateur P), de l'autre coe elles approchent une p-varee par une p-chame
(C'est l'ogerateur P1).

Pour arriver a la formulation des formes dierentielles d e Whitney, il s'agit de
repesenter une p-varee par une p-chame. C'est e ectivement I'approche & nie dans
[22, 24] qu'on a adopee dans [FR40, FR43, FR53]. Lorsque = 0, la solution de

probeme est connue. Tout point x du domaine maile est le barycentre x =

non n(X)Xn des sommets du simplexe auquel il appartient. Les quantis ,(x) sont
les poids barycentrigues du pointx par rapport au hud n, lorsquex appartienta I'un
des etradres qui ont n comme sommetlgdans les autres cas,,(x) = 0). Le point x
est donc repesene par la 0-chameP'x = =,y n(X)n. Les O-formes de Whitney sont
donc les ,ples fonctions chgpeau de la rrethog,e FEM. Par transpositio, on a donc
bv;Pixi = o8 n(X)Vn = on W'(X)Vn = h oy W'Vn;Xi = hPv;xi: Autrement
dit, les fonctions chapeau sont les poids qui permettent deapesenter les pointsa partir
des positions des n uds mais ce sont aussi les interpolants @ donnent les fonctions
scalairesa partir de leurs valeurs nodales. =

Pour p =1, soit xy le segment or";ene dexa y. OnsaitqueP'x =, hw";xin et,
par lirearie, on peutecrire P'xy =, hw";yiP 'xn. Par quelle 1-chame repesenter
Ptxn ? Une seule eponse est possible P'xn est la moyenne des trois aréted n; kg,
fn; g, fn;mg du etreedre contenant x qui ont une extemie en n avec pour poids
les poids barycentriqgues dex par rapport aux autres extemies de ces arétes. Tenant

mpte des orientations des arétes et pour une position gi@nque dex, on poseP!xn =
P a2A Gl a n(x)a, s la notation a n =" si paerxempIea = fn; g. Alors P'xy =
n2n a2a Ga a n(X)w"yia que l'on veutegala ) w@;xyia, d'al

X
hw?; xyi = Gl 2 n(xX)hw";yi:
n2N
P
On aegalement, 0 = hw?;xxi = oy G4 a n(X)W";xi, da
P .

= p n2N GZ a n(X)Why  Xi P
nan G4 a n()WY @xy)i = oy G a (X)W xyi

(puisque d est I'oerateur dual de @ pour chaque segmentxy contepy enterement dans
I'ensemble des etraedres qui entourent a. Par conquent, w& =, G 4 ndw".
De facon gererale, nous sommes conduitsa la ce nition ecursive suivante (ce nition
1.7 dans [22])

hwd; xyi

I nition 3.1 La p-forme dierentielle de Whitney w de dege polynomial un assocee
au p-simplexe est

w = ds  <dws; 1 p d; (21)
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avecw" = |, pour p = 0. L'espace engende par lesp-formes de Whitney de dege
polynomial 1 sur le maillage mest WP = spanfw®; s 2 Syg.

Si on designe par WP, (p = 0,1,2,3), les espacesRN; R”; RF; RT isomorphes aux
produits caresiens RN: RA; RF; RV, nous pouvons cecrire la structure des espaces
dekments de Whitney par le diagramme commutatif suivant

wo gad 1 opot e fiveys
j ] ] j (22)
wo 1wt R w2 Pows

al les lignes verticales repesentent des isomorphismesLa propree d'exactitude des

suites en haut ou en bas dans (22) cepend de la topologie du deaine detude . Si

l'union de tous les ttraedres de la triangulation de est contractile, alors on peut
montrer que

W1\ Ker(rot) = grad( W% ; W2\ Ker(div) = rot( W1) : (23)

Si une des proprees dans (23) n'est pas valable, on peut B ceduire des informations
sur la topologie de . En gros, I'existence de champsa rotationnels nuls mais qui ne sont
pas des gradients indique la pesence d'un ou plusieurs \ccuits" dans (comme pour
le tore). L'existence de champsa divergence nulle mais quine sont pas des rotationnels
signale la pesence d'un \trou" dans (comme le domaine inclus entre deux spheres
de méme centre). Les suites peedentes constituent doa des objets algebriques parmi
lesquels on peut explorer la topologie du domaine détude ét sur lesquels Whitney a
travaile dans [122]).

Troisemeetape. Pour l'aréte a = fm;ng, la formule w? = i non G4 a ndw" donne
wad = dw" ndw™. Sil'on remplace l'ogerateur d par r , on a le champ de vecteurs
repesentatif de w?, c'esta-dire w& = ,r w" nr WM (pour le cas des formes de
face et de volume, le passage de la formule ecursive (21) auchamps repesentatifs
demande quelques proprees en plus, voir [FR43]). Pour trminer, montrons que dans
un etraedre t = fm;n;k; g le champ de vecteursw'™"9 prend la forme X+ ,a

. 2 RYet estparalklea larete fk; g oppoeea fm;ng. En notant jtj le volume
du etraedre t etpar C k) le vecteur d'extemies k et * dans cet ordre, on peutecrire
wimng =1 k) (x Kk)]=6jtj car le produit mixte (* k) (x k) (m n)=6jtj
pour un point x appartenanta l'aréte fm;ng et hw'™"9:fm;ngi = 1. Ceci nous donne

wimne = k) [(x o (k o)]=6jtj= gt x+ quiestlexpression  x+
vue plus haut, = % est un vecteur paralklea fk; g (ici on a noe o l'origine du
syseme caresien). C'est sous cette forme, propose das [87], que lekment ni d'aréte
est ente dans la literature de lelectrotechnique [23 ].
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3.3 Calcul automatique de groupes d’homologie

Une description pecise de ggonetries de type industrid est basee sur I'utilisation d'outils
de conception assisee par ordinateur (CAO). Dierentes parties de la geomnretrie sont
souvent mailkes epaement et au moment du recollement des erreurs accidentelles
(humaines, d'arrondi, de programmation, etc.) peuvent &re commises et se concetiser
dans la pesence de cycles et/ou trous dans le maillageQuestion 1 : Comment cetecter
ces cefauts du maillage de facon automatique ?

La decomposition de Hodge d'un vecteuru 2 L2() 9 est la repesentation de ce
vecteur comme somme de trois composantes orthogonales= grad +rotv+ , alla
e nition de  depend de la topologie du domaine . Question 2 : Comment construire
une base pour la composante ?

La topologie algebrique et l'algebre lireaire peuvent d onner une eponsea ces deux
guestions, comme on l'a cetaile dans [FR46, FR32], ainsiqua d'autres.

Soit C: X |'Y un operateur lireaire entre deux espaces vectoriels de dnension
m et n respectivement. Etant donree une base dans chaque espace, l'oerateu€ est
repesent par une matrice C de taille n m. On peut choisir des bases dans les deux
espacesX et Y telles que la matriceC ait la forme

diag(s1;:::5sk)  Okm «k

24
0n k;k On k;m Kk ( )

qui est connue commeforme normale de Smith[106, 47]. Cette forme normale exhibe
clairement le rang k, le noyau (engende par lesm k derniers vecteurs de base dX)
et I'image (engendee par lesk premiers vecteurs de base d&) de l'ogerateur C.

Dans [FR46, FR32], nous avons propo$ un algorithme pour dauler la forme nor-
male de Smith assocee a une matrice donree de nombres erdgrs (+1; 1;0) de taille
n m, qui travaille en O(s?) a s = max(m;n). Cette forme normale est construite
a l'aide de transformations unimodulaires, c'esta-dir e de transfomations repesentes
par des matrices de nombres entiersa ceterminant 1, dont les matrices inverses sont
encore a nombres entiers. Ces transformations sont le egltat d'un enchanement ni
d'operations eementaires (permutation de deux lignes, multiplication d'une ligne par

1, substitution d'une ligne par une combinaisona poids enfers d'autres lignes). Une
operation eementaire sur les lignes corresponda un changement de base der et une
operation eementaire sur les colonnes corresponda un changement de base d&X. Ces
operations eementaires sont nemoriges dans deux matrices unimodulaires, Q de taille
n pour les colonnes eP de taille m pour les lignes. Ces deux matrice§) et P sont telles
que a la sortie de l'algorithme, la matrice QCP soit sous la forme normale de Smith
(24). Et donc, le noyau de C est engende par lesm k derniers vecteurs lignes deP
alors que l'image deC est engende par lesk premiers vecteurs colonnes d€. La forme
normale de Smith permet de epondre aux deux questions paes.

Reponse 1. Une premere eponse rapidea la Questlon 1 est donpe pa la caracter-
istique d'Euler-Poincae assocee au domaine , 'entier ()= i 0( 1)'b, @ b
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est le eme nombre de Betti de e ni par b = dim(Ker( @; G(M)=@&+1 (M) (ou de
facon equivalente par b = dim(Ker(d ; FP(m)=dFP %(m))). Dans [108], on montre que
ces nombres sont des invariants topologiques, en ce sensitgitbpendent du domaine
a un honeomorphisme pes, mais pas du maillagem D'apes la ¢ nition des Ik, on a
la formule d'Euler-Poincae ()= N A+F T=1 r()a N,A,F,Tsontles
nombres de n uds, arétes, etc., c nis plus haut et r() est le nombre de trous de . La
constante vaut typiguement de Oa 2 (lorsque la egion mailee est borree et contractile,

=1). Pour la frontere du domaine , la constante O= N A +F =21 r())
al r() est le nombre de trous de . En connaissant la constante pour le domaine
maile, on peut voir si le maillage geree \erie la for mule.

Une autre eponse est donree par l'algorithme ce ni auparavant. En eet, un
eererateur de Hi(m = Ker( @; &(m)=@E&(n) est un 1-cycle ¢ qui n'est pas le bord
d'une 2-chame. En termes matriciels, il s'agit d'un vectaur du noyau de G! qui n'est pas
dans I'image deR!, qui est donc calculable par la methode pesenee dans [FR46, FR32].

Reponse 2. On s'ineressea la solution approctee du probeme de la magretostatique
lireaire dans un domaine a topologie non triviale, par ex emple un tore, de frontere
egulere connexe . Le probeme consicee est le suiv ant : Trouver le champ d'induction
magretique b tel que

r (b)=j, dans ;
r b=0; dans ; (25)
bn =g; sur = @;

@ estla eluctivie magretique ( = %, ai o > 0 est la perneabilie magretique)

e nie sur , | est une densie de courant source donree etg une fonction scalaire
e nie sur la frontere . Un premier point dicile estlap rise en compte de la condition
r b= 0. Dans la literature, on trouve dierentes approches, dont la construction
d'une base pour cesebments qui tient compte explicitemet de cette condition [67], la
technique des formulations variationnelles augmenges rixtes [36], l'introduction d'un
potentiel vecteur [6] magretique v tel queb=r v (voir [FR26] pour une application),
etc. Si on utilise le potentiel vecteur, il se pose le probene de son unicie, c'esta-
dire que le vecteurv est c ni modulo le gradient d'une fonction scalaire (V0= v+ r

r v=r V9= b). Dans I'ensemble des potentiels vecteurs, larelatonr v=r V°
est une relation dequivalence dont les classes sont en caspondance biunivoque avec
les champsh. La \classe" déquivalence repesente \un" seul objet qui est le champ
induction magretique b. L'approche classique revienta choisir un repesentant parmi
les eements de la classe: la condition sur laquelle on basle choix d'un repesentant
dans la classe s'appelle \condition de jauge". Une conditio possible est la jauge de
Coulomb (r v = 0), gereralement impose par la technique de penalisation ou par
l'intermediare d'un multiplicateur de Lagrange [39]. Une autre condition tes utiliee
est la jaugep z =0 a z est un champ de vecteurs dont les lignes de champ ne sont
pas fermees et sont telles qu'elles peuvent relier toute piae de points quelconque du
domaine detude [6]. En particulier, si v et v° sont tels quer V= v0 alors
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r y = 0w N =V v0 S'ils erient la conditon v z =0, alors v z =0 et
0= v = rf =f(x) f(y),8y2 ,w est une courbe orienee qui
lie xa y et de vecteur tangent Kk z. Il en esulte que la fonction f est constante et
donc que v = r f =0, c'esta-dire que v v° Dans le cas d'une approximation par
ebments d'arétes, cette technique est bien adapte. Comme le champ de vecteurg peut
étre cetermire par un arbre constitte d'une suite d'ar*etes dans le maillage, cette jauge
est parfois appeke la jauge d'arbre. Theoriquement, le ¢oix de l'arbre est arbitraire.
Pourtant, les experiences nuneriques montrent que la precision du calcul ainsi que la
vitesse de convergence du sysemea esoudre cependentlu choix de I'arbre [96].

Dans [FR32], c'est la formulation en potentiel vecteur qu'a a consiceee avec une
jauge d'arbre et nous avonsetudea quoi elle peut correspondre au niveau discret dans
le cas a1 n'est pas simplement connexe (voir [46] pour le c& a1 est connexe maisa

W1 pour I'espaceRW? et une facon de slectionner un uniquev 2 Wl tel queb=r v
pour un champ b 2 W? solenodal. Dans la literature il existe plusieurs techniques
de construction d'arbres. Dans [FR46, FR32] nous abordonsel sujet d'un point de
vue algebrique (voir aussi [111]). Prenonsc 2 CY(m) : lecriture @c= 0 signie que
le vecteur G'c = 0, de taille N, combinaison lireaire des lignes de la matriceG!, est
nul. L'extraction d'un arbre couvrant est doncequivalent e a trouver un ensemble de
cardinal maximal de lignes libres deG, ce qui revienta chercher une sous-matrice de
rang maximal dansG. Les autres lignes, correspondant aux coarétes, sont conmaison
lireaire des lignes libres et forment une base de Kés!. Les coarétes donnent donc une
base pour les 1-cycles dans le sens que, pour une coarétexee, il existe une facon
unique d'assoger un entiercy a chaque aréte a de l'arbre ; pour avoir une 1-chame
fermee (@ + ,, , Cd) =0).

3.4 Ogerateurs de restriction/prolongement pour lesel ements de Whit-
ney

La esolution e cace et performante des sysemes algebriques cerivant de la discetisation
d'un probeme donrea l'aide d'une methode choisie est u neetape clicate. Les matrices
assoceesa des discetisations pareements nis (de Whitney) sont gereralement creuses
et de grande taille, et leur inversion se fait de petrenae par des nethodes ieratives
ou multiniveaux. Dans le chapitre 2, on a vu un exemple de nehodes multiniveaux
al les dierents niveaux etaient assocesa des dege s d'interpolation dierents sur un
méme maillage du domaine ( p-multigrille). On s'ineresse maintenanta des nethode s
multiniveaux classiques au les dierents niveaux sont assocesa dierents maillages de
(h-multigrille), le dege d'interpolation pareements  nis de Whitneyetant »a un sur
chacun de ces maillages (voir [17, 68, 101] pour des esutdans le cadre des approxi-
mations pareéments d'aréte sur maillages simpliciaux et [37] pour une formulation de
ces nethodes dans le cas d'un maillage en hexadres).

Consicerons donc deux maillages embossur , pour simplier la pesentation,
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noes my, le n et my le grossier, respectivement. SoienV,, et Vy les espaces vecto-
riels de dimension nie composs de vecteurs de ddl (vectas dont les composantes
sont des cochahmes), avec dim{,) > dim(Vy) en accord avec le choixH > h. Dans
une approche multiniveaux, les espace¥}, et V4 communiquent entre eux (les vecteurs
des esidus et des erreurs) par l'interrediaire de deux oprateurs RE :Vh 'V { de
restriction et Pﬂ : Vu ! V |, de prolongement. |l s'agit de deux operateurs, entre
vecteurs de cocha™mes, lireaires et de rang maximal. Danf~R38] on montre comment
l'oerateur Pﬂ entre cocha™mes est le dual de l'oerateurs de charmes, : (@; ¢n,)) !
(@;Cmy)), aw ( @;Cy,)) (resp. (@; Cmy))) est le complexe de chames e ni sur m
(resp. ny). L'operateur RE est &e ni commeetant le transpos de Pﬂ. On introduit
aussi l'ogerateur  qui est l'injection naturelle de my dansm,, te ni comme suit.

e nition 3.2 Soit S un p-simplexe du maillage grossiem,, alors on pose

8 .
X > O si s6S;
(S) = Ss avec S = +1 si s S et méme orientation; (26)
S S >
sS & 1 si s Set dierente orientation:

Dans le cas particulier w p =0, si I'on & nit une orientation positive pour les n uds,
2 vaut0siS6 setlsiS s, pourS2my ands2 m.

L'operateur  traduit en termes mattematiques l'ogeration de repese ntation d'un petit
p-simplexe s par une chane de grandsp-simplexesS. A ce propos, notonsw® la p-
forme de Whitney assocee aup-simplexe S de ny telle que hwS;S% = <o pour tout
p-simplexe S°2 ny .

I nition 3.3 Soit s un p-simplexe du maillage nny, alors on pose
X S X
(s) = <w ;s>S Ss: (27)
Ss &, Ss iy

L'utilisation de formes de Whitney pour la & nition de est naturelle : on a en e et
vu auparavant que les formes de Whitney sont un outil de repesentation dep-surfaces
par desp-chames simpliciales. Dans ce cas, lp-surface est le petitp-simplexes.

L'application de chanes permet de & nir naturellement par dualie un ogerateur
de proIongementP,ﬂ comme suit : hu; (s)i = hP,ﬂ u;si pour toute p-chanes 2 CP(m,)
et vecteurs dep-cochamesu 2 Vi, comme suggee par le diagramme suivant

Vh C(m)
PA" h;i #
VH C(my):

En choisissant des bases duales sur les espaces vectoridlset Vy, leseements de la
repesentation matricielle de l'operateur P,*_} sont les eels (Pﬂ )S = S. Onrappelle queS
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et s sont deux simplexes de méme dimensiopdans les maillagesny; et ny, respectivement.
On a donc un operateur de prolongement distinct pour chaquevaleur de p. L'ogerateur
de restriction, comme on I'a vu dans la section 2.3.3, est clis commeetant le transpose
de l'operateur de prolongement. Ce choix est le aux proprees de la matrice Ay au
niveau n eta la ck nition de la matrice Ay au niveau grossier par aggegation de la
matrice Ap.

Les poids (ou moments)hwS;si ne dependent pas de la geonetrie (netrique) de S
et s mais de leurs position et orientation relatives. Ce sont degjuanties inckependantes
de toute metrique. Cet aspect a ne est le au fait de considerer les formes de Whitney
(ici de dege polynomial egala un) comme un outil pour & crire une p-surface de
par des sommes poncees dgp-chames d'un maillage de. Cette icke conduita des
strakgies simples etequivalentes de calcul de poids de-formes sur un simplexe de méme
dimension p, qui sont analyses dans [FR48]. Pour deux maillages embes, c'esta-dire
gue le n m, est obtenu par ra nement prescrit du grossier my (voir [FR38] pour plus de
cktails), les coe cients  $ sont calculables & la main”. Dans le cas greral (mailla ges
non emba'es), ces coe cients sont calculables de faconnon netrique [FR48]a partir
seulement de la connaissance des coordonrees barycentrieg.

3.5 p-formes de Whitney de dege sugerieura un

Les ekments de Whitney sur p-simplexes [21, 87] sont parmi les eements nis les
plus utili®s enelectromagretisme nunerique. lls per mettent de repesenter les formes
dierentielles sur un maillage simplicial a partir d'un e nsemble de ddl qui sont des
cochames. lls sont donc bien adapes pour la discetiséion desequations de Maxwell.
Dans les mockles cevelopges, leseements nis de Whit ney utilises sont de dege poly-
nomialegala un. La pecision du calcul peut étre insu s ante [86, 110] dans certains cas
comme, par exemple, les probemes coupés magreto-neaniques al les champs peuvent
varier fortement, les probemes de cavies esonnantesqui recessitent un calcul pecis des
valeurs propres du syseme [4], etc. Il existe deux methoaks pour aneliorer la pecision :
la premere consistea e ectuer un ra nement local du mail lage (h-nethode), la seconde
a utiliser desekments d'ordre sugerieur ( p-nethode). Le ra nement local du maillage
impose bien souvent l'apparition deéments defornmes indesirables car de tels eements
ceeriorent la stabilie du syseme et la pecision de calcul. A ce propos, dans [FR38]on a
etude une technique de ra nement de maillage uniforme, c ‘esta-dire une technique qui
gerere au cours de la proedure un nombre ni de types de cdlules. Avec desekments
d'ordre superieur, on peut obtenir une bonne pecision avec en greral un petit nombre
dekments. A n d'optimiser le nombre d'inconnues, il y a egalement ineréta combiner
desekments d'ordres dierents pour la esolution d'u n probeme donre ( hp-nethode).
Des nombreux papiers ontee dedesa la construction d ééments nis de Whitney
(d'aréte ou de face) d'ordre polynomial superieura un, en s'appuyant sur la treorie
publee au cebut des anrees 80 [87, 85]. Leseements dordreelewe sont appeces pour
leur haute pecision mais leur developpement aet freire par la dicule de grerer
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les fonctions de base correspondantes et par le manque d'umetation coterente. La
e nition propose par J.-C. Nectlec est optimale dans le sens au,a pecision e, il
utilise un nombre minimal de ddl, mais di cilea suivre car | es fonctions de base n'ont
paset explicitement fournies. Par consequent, il existe dans la literature de nombreuses
approches pour la construction de formes de Whitney d'ordresuperieura un (voir [110]
et les ekrences qui y sont contenues). En regardant par gemple la forme des fonctions
de base proposes dans [61, 63, 120, 69, 70, 8, 5], il est dile de savoir si les espaces
engendes sont les mémes. En outre, les constructions estantes (herarchiques ou non)
dekments nis de Whitney suivent la cemarche traditio nnelle qui consiste a utiliser
des \moments" d'ordre de plus en pluselewe. Plus pecisement, desekments nis de
Whitney d'ordreelee assocesa des p-simplexes en dimensiord font intervenir des ddl
assocesa desg-simplexes, aveqp <q d, dont l'interpetation physigue reste obscure.

Dans [FR40, FR43, FR53], nous pesentons une ¢ nition deéments nis de Whit-
ney de dege polynomial k + 1 (pour un entier k > 0) base sur l'utilisation de \petits
simplexes”, i.e., simplexes obtenus par des contractions a nes (assoceesau treillis prin-
cipal d'ordre k) d'un simplexe du maillage. Cette approche peut étre intepeee comme
une formule de reconstruction de haute pecision base sula epresentation d'un sim-
plexe matre par un nombre nis de sous-simplexes (qui ne awstituent pas un maillage
du simplexe matre). Les sous-simplexes n'existent pas a& la ealie, c'est une astuce
matrematique qui nous permet de ce nir tes simplement u ne base pour les eements
nis de Whitney de dege polynomial k+1. Dans chaque etraedre du maillage de , les
fonctions de base pour lep-formes de Whitney de degek +1 sont obtenues comme pro-
duit des fonctions de base pour lep-formes de Whitney de dege un usuelles (Be nition
3.1) par un mondéme homogene de degek dans les fonctions barycentriques du etraedre.
Dans le cas dekments nis d'aréte ou de face, cette appoche est coterente avec la tech-
nique classique pour grerer une base compekte a l'ordre k pour ce type déements
(voir les cetails dans [63]). Dans [FR40, FR43, FR53] nous ljisti ons d'un point de vue
geonretrique et dans le langage des formes dierentielles, la construction de fonctions de
basea partir de produits de monémes de coordonrees baryentriques et dep-formes de
Whitney d'ordre 1. Les points de base de cette construction ant : (1) les p-formes de
Whitney de dege sugerieur doivent, elles aussi, former des partitions de l'unig, (2)etant
a priori plus nombreuses que celles de dege un les formes dkege superieur doivent
correspondrea une discetisation plus ne dans chaque etraedre, et c'est bien les \petits
simplexes” dont on a pare plus haut, (3) les espaces\le+1 engendes par lesp-formes
de Whitney de dege k +1 doivent, eux aussi, constituer une suite exacte (voir la peuve
dans [FR53]).

Voici les points principaux de cette construction. Nous ad@tons une notation par
multi-indices : soit k, gn gras, un vecteur Ko;:::;Kq) de d + 1 entiers k; 0, et on
note par k son poids ?:o ki. L'ensemble des multi-indicesk a d + 1 composantes
et de poidsk est noe par | (d+1;k) et sa cardinalie # | (d+ 1;K) est le coe cient

binomial k:; d = (k + d)!=d k!. Nous adoptons aussi la notation suivante : pour
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k 21 (d+1;k), l'expression ¥ denote le monéme homogne &, ( i)ki:
Dans chaque etradre v, les \petits simplexes" sont Iimage dev par la transforma-
tion geonetrique suivante :

 nition 3.4 A chaque multi-indice k 2 1 (d+ 1;k) correspond une applicationk de
v en lui méme. SoitK; la fonction a ne qui transforme l'intervalle [0; 1] en l'intervalle
[kkTil; lkj'f]. Si ij(x), 0 i d, sontles coordonrees barycentriques d'un pointx 2 v,
son imageR(x) a des coordonrees barycentriquesti( i(x)), avecKi( i(x)) = ( i(x)+
ki)=(k +1).

Geonetriguement, cette application est une homottetie , i.e. une transformation de
I'espace qui eduit la distance entre deux points d'un facteur k+1 par rapporta un point
xe ode coordonrees barycentriquek;=k. Noter que les images(v) de v ne constituent
pas un maillage dansv, il y a en e et des trous pas recessairement homotletiguesa
v. Noter aussi queR(x;), pour tout multi-indice k 21 (d+1;k) et tout nud i dev,
forment Ty+1, le treillis principal d'ordre k + 1 dans v.

Ce nition 3.5 On appelle \petits p-simplexes" dev, 0 p d, les imagesk(S) pour
tout (\grand") p-simplexe S 2 SP(v) et tout multi-indice k 21 (d+ 1;k), et on les note
s = fk;Sg.

Tout p-simplexe deKR(v), pour k 21 (d+1;Kk), est un petit p-simplexe.

Les p-formes de Whitney de dege polynomial sugerieur dansv sont assoceesa la
transformation geonetrique ¢ nie dans v par l'application K pour tout choix de multi-
indicek 21 (d+1;Kk).

I nition 3.6 Les p-formes de Whitney de dege polynomialk+1 sur msont les formes
ws = kwS, a1 s= fk;Sg, pour tout multi-indice k 2 | (d+ 1;k) et pour tout (grand)
p-simplexeS 2 SP, et wS est la p-forme de Whitney de dege 1 assoceea S (e nition
3.1). L'espace engende par lesp-formes de Whitney de dege polynomialk + 1 sur le
maillage mesth'D+1 = spanfw®; s= fk;Sg; k 21 (d+1;k); S2 Spg.

D'a) l'algorithme suivant : pour Wz‘?, associer a chaquep-simplexe S 2 S, le produit

nWS, a1 n parcourt N et wS 2 W, pour W, associer a chaquep-simplexe S 2
Sy le produit , mwS, @ n;m parcourent N et wS 2 W/, etc. Noter, toutefois,
gue ces nouvelles formes ne sont pas lireairement indepelantes et une proedure de
®lection est recessaire pour extraire un ensemble de fomes libres. En outre, les matrices
assoceesa une discetisation d'un probeme par ces fames ne sont pas bien conditionrees
(voir [FR43]) par rapporta celles assocees par exemple ax formes proposes dans
[5]. Mais, la \convergence de typehk" (spectrale en k et algebrique en h) de Il'erreur
d'approximation assocee a cesekments est prouvee nurreriqguement pour un probeme
mocele en magretodynamique apes discetisation en temps [FR43] etegalement pour
le probeme de calcul des valeurs propres de Maxwell dans uncavie vide a parois
nmetalliques, et non exciee par des sources exerieuregFR54].
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3.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons pesent trois applicationsde p-formes de Whitney sur sim-
plexe et les outils de topologie algbrique correspondarst Nombreuses sont les directions
de recherche ouvertes par ces premiers travaux.

En ce qui concerne le calcul automatique de groupes d'homa@® d'un domaine |,

il faudrait valider I'algorithme propog sur des cas tests plus compligues. On voudrait
utiliser les mémes outils pouretudier le cas du probeme de la magretostatique pos
dans un domaine tridimensionnel non simplement connexe et frontere non connexe.

L'analyse cktailke de la convergence et des performance de l'algorithme multi-
niveaux base sur l'ogerateur n'a paset consideee jusqua maintenant.

Pour le cas desp-formes de Whitney de dege superieur, on aimerait voir sila méme
construction fonctionne pour les hexadres, domaines qusont plus simples a traiter
du point de vue geonetrique (gereration de maillage, ra nement de maillage, etc.).
Une fois etablie la & nition pour les p-formes de Whitney de dege sugerieur sur un
hexaedre, des questions ineressantes se posent. Par exmple, en deux dimensions, un
care est divisible en triangles (2 en trecant une diagonde, ou 8 en trecant les deux
diagonales et les deux medianes). On peut donc composer deagplications de chame :
celle de Whitney vers le complexe simplicial et celle du compxe simplicial au complexe-
briques. Par transposition, on obtient un nouveau sysemede formes de Whitney sur
le complexe-briques, dierent du complexe isoparanetrique. Ces nouvelles formes sont
assocees aux mémes cellules. Les deux complexes de Whatnont mémes dimensions,
mémes cohomologie, etc., quels sont leurs rapports et proges d'approximation ? |l
y a une deuxeme question analogue, mais dans l'autre sensPar exemple, en deux
dimensions, un triangle est divisible en quadrilatres (3en joignhant le centre de gravie
du triangle aux milieux des coes). Composant les formes @ Whitney du complexe-
briqgues avec l'application du complexe-briques vers le sipiicial, on obtient un nouveau
complexe de Whitney assoce au complexe simplicial et dierent de I'habituel, quels sont
leurs rapports et proprees d'approximations ?

Une autre tache ineressante serait de comprendre si les idrentes fonctions de
base pour lesp-formes de Whitney d'ordre sugerieur contenues dans les dicles cies
en etrencea ce sujet, engendrent le méme espace. Laalnition de bases herarchiques
(concept tes utile pour les p-ra nements) pour les formes de Whitney est une autre
guestion ouverte et pas du tout claire.

Dans ce chapitre, on a introduit des notions de geonetrie derentielle discete et
expligle comment ces notions peuvent étre tes utiles paur ce nir une approche de
discetisation simple mais able. Nous avons aussi monte comment construire une
version discete de la cecomposition de Hodge dans des doainesa topologie non triviale.
Cette approche georretrique au calcul nurrerique est asse& ecente, et beaucoup de cetails
restent encorea explorer. L'application d'une telle approche enelasticie ou dynamique
des uides, serait interessanteaetudier.
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4 La nethode dééments nis avec joints

La nethode deseéments avec joints MEM (\mortar element method" en anglais), intro-
duite en 1987 dans [13, 14], est une technique non-conforme dzcomposition de domaine
reposant sur une partition du domaine de calcul en sous-domiaes sans recouvrement
et permet d'utiliser des discetisations compktement independantes sur chaque sous-
domaine, gracea des conditions de raccord appropreesiy les interfaces. Elle permet de
combiner ces discetisations de facon optimale, c'esta-dire, I'erreur globale est borree
par la somme des erreurs d'approximation locales dans les s®domaines. Depuis son
appartition, la methode desekments avec joints a eu un tes grand suces. Il est di cile
de recenser les nombreuses publications qui font appela tte nethode ; on peut s'en
faire une petite icke en regardant, par exemple, [10, 125, R35] et les ektrences qui y
sont ciees. Un des grands avantages de la nethode par rapprta d'autres techniques de
cecomposition de domaine est la possibilie de traiter dierents types de non-conformie
avec beaucoup de exibilie.

Non-conformie fonctionnelle . La nmethode MEM s'appuie sur des techniques de type
variationnel pour la discetisation de EDPs, comme par exenple la nethode (p- ou
h- ou hp-)FEM, (Q ou T)SEM, etc. Le probeme discret est construita l'aide de la
nmethode de Galerkin appligeea la formulation variatio nnelle du probeme donre. Or,
méme si les espaces discrets locaux aux sous-domaines soohtenus dans les espaces
variationnels continus locaux, l'espace global discret rést plus contenu dans l'espace
fonctionnel global, du fait de la pesence de conditions deraccordement aux interfaces
entre les sous-domaines qui sont trop faibles pour assurea kconformit.

Non-conformie geonetrique . La partition du domaine en sous-domaines est dite
georretriqguement conforme, si deux sous-domaines voisis se partagent un sommet ou
une aréte ou face enteres. Dans le cas contraire, la patiion est dite geonretriquement
non-conforme. La possibilie de traiter, par nethode MEM , des decompositions non-
conformes pesente des avantages importants, comme par erple, ra nements locaux
des maillages de calcul, parties du domaine qui sont mobilggar rapporta d'autres mais
avec \interfaces de glissement",i.e., interfaces invariantes par rapport au mouvement,
generation \par parties incependantes” du maillage dans les geonretries complexes, cou-
plage de methodes sur maillages dierents, etc.. Cet aspe&t non-conforme aet largement
etude et utilie pendant mon travail de trese [FRphd], pouretudier la distribution des
courants induits dans un moteurelectrique.

Non-conformit de recouvrement. La partition du domaine est choisie avec recouvrement
et, une fois encore, dierentes discetisations sont possibles dans les sous-domaines. La
condition de raccordement va transerer l'information d'un sous-domaine a l'autre au
niveau d'une interface qui est contenue dans les sous-donmas, qui peut méme étre dans
le maillage de ces sous-domaines. Cette version de la netle (les premiers travaux
a ma connaissance sont [2, 26]) est prekrable en pesere de parties du domaine qui
sont mobiles par rapporta d'autres mais sans interfaces deglissement (c'est le cas,



52

par exemple, d'un ballon lan@ dans l'air). Jai aborce ce cas (voir [FR47, FR23,
FR33, FR34, FR50]) apes mon travail de trese. Notons que ks travaux qu'on a mere
sur ce sujet ontee a la base de [54, 55]. D'autres techniques \multi-echelles" sont,
par exemple, la nethode de domaines ctifs, la nethode chiere et la nethode de
\patches" deements nis. Les methodes de domaines ct ifs, sous la forme introduite
par R. Glowinski, ne sont pas des decompositions de domainguisqu'elles etendent
le probeme a un domaine plus grand de forme simple, mais dés partagent avec les
cecompositions de domaine le fait qu'elles se formulent assi avec un multiplicateur de
Lagrange. Ce multiplicateur peut &tre localie sur la frontere, comme dans [15, 56] ou
eparti dans un volume, comme dans [57, 59]. La methode chirere [25] visea esoudre des
PDE dans un domaine dccompos en sous-domaines avec recaiement par corrections
successives comme dans un algorithme de Schwarz. La methedle \patches" deéments
nis [60, 99] est une approche de decomposition de domainewec recouvrement, qui
fait appara’tre plusieurs niveaux de grilles non recessaement emboees pour esoudre
nuneriguement des probemes elliptiguesa donrees multiechelles. La nethode consiste
a calculer des corrections successives de la solution pangs-domaines discetises de facon
non recessairement conforme.

Pour simpli er la pesentation, on commence avec un probleme mocle elliptique
avec conditions au bord homogenes de type Dirichlet, done par
r ( ru=f dans ; u=0sur @ (28)

@  est une matrice & nie positive, synetrique et coercive sur le domaine RY,
d = 2;3, de frontere @ et f une fonction donree dansL?(). Le probeme (28) a la
formulation variationnelle suivante:

Trouver u 2 H3() tel que a (u;v) =(f;v) pourtout v2 HE() ; (29)
al la forme bilineaire a(; ) et la forme lineaire (f; ) sont d nies par
z z
a (u;v) = rur.yv, (f;v) = fv (30)

etH3()= fv2HY(): Vi@ =0g. Grace au lemme de Lax-Milgram, le probeme (29)
a une solution unique.

4.1 Le cas d'une &ecomposition de sans recouvrement entre les sous-
domaines

Dans cette section, je pesente les travaux successifs aal trese sur la methode MEM.
Ma recherche s'est orienee suivant deux directions: (i) omment discetiser de facon

%En collaboration avec Yvon Maday, professeur au laboratoire J.-L. Lions de I'Universie Pi erre et
Marie Curie, France, Barbara Wohlmuth, professeura I'Inst. Ang. Analysis und Numwr. Simulation de
I'Universie de Stuttgart, Allemagne, Bernd Flemisch,etudiant en these du professeur Wohimuth.
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optimale la condition de couplage a l'interface entre sousdomaines, (ii) utilisation de
multiplicateurs de Lagrange d'ordreeleve dans la condition de couplage.
Supposons, pour simpli er, que le domaine soit &ccompose en deux sous-domaines
k, k=1;2, tels que

= 1 2 1\ 2=, 1\ 2= (31)

On cherche donc la solutionu du probeme (29) comme un couple (1;uz) @ uy = u;
et u; = u; ,. L'application v! (vi = u; ;;v2 = U; ,) est un isomorphisme deH 10
sur I'espace

X =fvi;v2) 2HY 1) HY( 2 1 (V)= 2 ()9

@, HY( W! H %() est l'operateur de tracea linterface entre les deux sous-
domaines. Ici, on a , (v) = v; , k = 1;2. On remarque queX est un espace de

Hilbert par rapport au IQroduit scalaire (u;v) = ﬁzl(uk;vk) .» de norme (briee)
correspondantejjujj? = ﬁzl jjukjji .- Le probeme (29) se reecrit comme suit :
Trouver (uq;uz) 2 Xo tel que 8(vi;v2) 2 Xo
P, R P, R (32)
ket gradue gradwe= 4, fiw

al Xo = f(vi;v2) 2 X; Ve, w@ = 05k = 1;29. Le probeme (32) a une unique
solution (uz;uz) 2 Xo. On note que sans lacondition de couplage fortevy; = vy dans
la & nition de X, les deux probemes (29) et (32) ne seraient pasequivalets.

Soient Ty et T, deux maillages simpliciaux sur 1 et , respectivement, a1 H et
h sont les dianetres maximaux des triangles. On introduit ensuite des espaces discrets
deements nis d'ordre un :

Xu( 1)=fv2HY 1)jvi 2 Py(t); 8t2 Tl g

et Xn( 2) cenien utilisant T,. On note Xy:o( 1) = fv2 Xu( 1)jVjienn@ =09 et
Xho( 2)= fv2 Xn( 2)jVi@ ., @ =00. L'espace des traces de fonctions d&n( 2) sur

estnoe Wp(). Onnote X o= Xn.0( 1) Xno( 2) etchaqueeement u 2 X .o est
un couple de fonctions (I ; up).

Si les triangulations des deux sous-domaines concidentus (on parle de maillages
conformes), alors on peut satisfaire exactement la conditin de couplage forte. Mais
la conformie des maillagesa l'interface entre les sousdomaines est une condition trop
contraignante si on veut aneliorer I'e cacie des metho de locales (FEM ou SEM dans les
sous-domaines)a travers, par exemple, un ra nement hp deseements ou en pesence de
georretries mobiles (voir la section 4.3 pour un probeme concret). L'ickea la base de la
nmethode MEM est de relaxer la contrainte de conformie, en imposant une condition de
couplage faibla I'aide d'un espace de multiplicateurs de Lagrange. La ¢t de la nethode
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MEM est la construction d'un \bon" espace discret de multiplicateurs de Lagrange an
d'assurer la stabilie du probeme discret.
Soient

R R
a(u ;v) R grad P grad vy + , grad u, grad vp;
(fiv) = fjwm+ v

les formes bilireaire et lireaire c nies sur X .o. Le probéme discret sécrit:
Trouveru 2 X o telque a(u;v) =(f;v) 8v 2X o (33)

a X o=fu 2 X pju \eriant une condition de couplage faible sur g. La consquence
imnmediate de I'imposition d'une condition de couplage faible sur est de travailler avec
un espace discreX” .o qui n'est plus un sous-espace de I'espace conting.

Allons voir comment la condition de couplage faible sur estd nie pour la methode
MEM. Levaluation de l'erreur entre la solution u du probeme (32) et u du probeme
discret (33) peut étre obtenuea partir du deuxeme lemme de Berger-Scott-Strang [11].

Lemma 4.1 Si la forme bilineaire a(:;:) est elliptique et continue surX .o, alors la
solution u du probkme continu et u du probeme discret \eri ent I'estimation d'erreur
suivante:

R !
) ) N ) 4w ]
Ju uj C ”}(f Ju v + sup e (34)

v 2X o w 2X o;w 80 JJW ]
@ (W] = wy; Wh;j -

On observe ici, en plus de l'erreur d'approximation, l'appaition d'une erreur de con-
sistance qui indique dans quelle mesure le probeme disctrepproche bien le probeme
continu (29). L'erreur de consistence mesure le \crime" commis en travaillant avec un
espace discreX .o qui n'est pas un sous-espace d€. Son estimation est le point critique
de la methode MEM car elle est decisive pour l'optimalie de la nethode.

On sait que pour le probeme considee, la solution \physique" u est continue a
travers l'interface alors que, dans le cas al les maillages des sous-domaines ne sont
pas conformes, ce n'est pas vrai pour la solutioru du probeme discret. En fait, la
restriction de la fonction uy 2 Xy ( 1)a l'interface n'est pas, en gereral, uneément
de Wx(), si les triangulations des sous-domaines sont inceperdantes I'une de l'autre et
donc pas concidantes a priori sur . Il y a donc la necessie de bien choisir 'ogerateur

h qui transporte l'informationa travers l'interface surt out si les maillages des sous-
domaines ne sont pas conformes sur . Ceci signi e un ogeragur tel que, du point de vue
treorique, I'erreur de consistance soit du méme ordre quéderreur d'approximation, et, du
point de vue nunerique, sa discetisation soit simple et les caraceristiques de creusie,
positivie et conditionnement de la matrice du syseme al gebriqgue nala esoudre soient
maintenues.
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A n d'avoir une estimation d'erreur a priori optimale, i.e., I'erreur globale est borree
par la somme des erreurs locales dans les sous-domaines toig constante qui ne cepend
que de la solution, il faut bien choisir l'ogerateur  : HX() ! Wu() comme etant
une projection surWp(), i.e., hVh = Vu pour tout vy 2 Wy(), \eri ant

I nVili=2,  CijVija=; ; pour tout v 2 H*() ; (35)

avec une constanteC incependante de h et al jj jj 1. estla norme usuelle suH 172().
On remarque que si l'operateur { \eri e (35), alors on a la propriee d'approximation
suivante sur H¥72():

v nVil=,  Chijviis=; ; pour tout v2 H*() :

Dans le cadre des nethodes MEM, l'ogerateur  est bien connu, et ¢ nia l'aide
d'un espace de multiplicateurs de LagrangeM () comme suit:
Z Z
W o=V pour tout 2 Mp() : (36)

La bonne ¢ nition de My () est le point ck pour obtenir un operateur h \eri ant
(35). L'approche classique [13] est de prendre, pour le prddme consicee, en dimension
2 par exemple

Mup()= f 2Wp() |8 arétee2 T\
je 2 P1(€); siles deux extremies dee sont sur n@ (37)
je 2 Po(e); sie mais une extremie de eestsur@ g:

Si@= ;, l'espaceM , concide avecWy() maissi @ 6 ;, alors l'espaceM j est un
sous-espace propre d&Vh() (voir [124] pour un autre choix). L'avantage majeur de
ce choix est que la matrice du syseme lireaire (36) est fadea assembler eta inverser,
grace au fait que toutes les fonctions impligiees dans (36ont un support tes localie
(pour le choix pesene dans [124], cette matrice est diagnale). La c nition de lI'espace
M r() en trois dimensions est assez technique (on renvoi au Chgitre 5 dans [FRphd]).
L'espaceX .o du probeme discret est donc:

X o="fu =(up;un) 2 X ;ojun = puUy SUr g

4.1.1 Discetisation de la condition de couplage

Si I'on note M- et M, les matrices de masse correspondant, respectivement, a lpartie
de gauche eta celle de droite de (36), on obtient le sysemdireaire M-u = M,;uy, Qi
u epresente le vecteur (\esclave") des valeurs approctes aux n uds du maillage T
sur et up est celui (\matre") des valeurs approchees aux n uds du m aillage Ty . La
relation (36) secrit matriciellement u = Quy, avecQ = M. M,.
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Leseements de la matrice M- Re sont pas compliqes aevaluer vu qr%;'il s'agit de

calculer des inegrales de la forme .. n n €n deux dimensions (resp. ;... nh nh €n
trois dimensions), au les fonctions impligwees, n et 1, sont e nies sur le méme maillage
Th\ . Sil'on regarde degpes les eements de la matrice My, ilgs'agit de calculer
des inegrales de la forme _.. H n en deux dimensions (resp. .. H h €n trois
dimensions) a1 est une fonction de base de I'espacEy.o( 1) et p est une fonction
de base de I'espace des multiplicateurs de Lagrandé,(). Pour calculer cette inegrale,
il faudrait determiner l'intersection entre les supports de et . Cette intersection
est facilea calculer en deux dimensions, mais pas du tout efrois dimensions. On peut
contourner cette di cule en faisant appel aux formules de quadrature, en ramenant
ainsi le calcul de l'inegrale au calcul de produits du type H{( ) n( ) en des points de
quadrature ¢k nis sur . Mais la situation n'est pas si simple.

Pour simpli er la pesentation, on s'interessea ce qui se passe sur l'interface . On
note * (resp.v') le coe matre de (resp. la valeur de v sur le coe matre) et par
(resp. v ) le coe esclave de (resp. la valeur dev sur le coe esclave). L'inegration
nunerique consistea approcher l'inegrale sur le cote ma'tre (resp. esclave) comme suit:

wtd P wt res R P
. + p. w d w

P P
a , (resp. ) epresent la formule de quadrature sur le coe matre (resp. esclave).
La condition de couplage faible devient alors

(v Vv') =0; 8 2 ; 8 2M 4

Puisquev et sont ce nies sur le cOe esclave, il st naturel d'appliquer une formule
de quadrature ce nie sur ce méme cot pour calculer V R-Onse propose d'utiliser

une formule qui §9it exacte sur ce coe, c'esta-dire tele que v = Y X
Pourevaluer vt , on a deux possibilies. Nous introduisons les deux espase
discrets X .5 et X ., suivants
+ H P — P + . .
X;O—fVZX;oj v m,= Vv m,; 8my2Mug;
P P,
X .o =fv2X o] v, m, = vy, m,; 8mp2 Mpg:

Avec l'introduction de ces deux espaces, le probeme diset (32) devient respectivement
Trouver u 2 X o telquea(u;v) =(fiv); 8v 2X ; (38)

Trouveru 2 X , telquea(u;v) =(f;v ); 8v 2X 4: (39)

Une approche de type Galerkin pour esoudre (29) dansX ;0+ ou dansX ., conduit

a une perte de pecision. En e et, I'espace X ., minimise I'erreur de consistance mais

pas l'erreur d'approximation, alors que I'espaceX ., fait exactement le contraire. Pour
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conserver |'optimalie de l'approximation non-conforme, il faut adopter une approche
\de type Petrov-Galerkin®, en choisissant un espace de fontons tests dierent de celui
de la solution. Le probeme (29) devient alors

Trouveru 2 X , telquea(u;v) =(f;v); 8v 2X ;0+: (40)

Les esultats nuneriqgues dans [FR21] montrent que le proleme (40) est bien pos et
que l'approximation par lI'approche de type Petrov-Galerkin est optimale.

Le choix de I'espace pour la solution du probeme variatiomel d'un cot et les fonc-
tions tests de l'autre, peut étre expligle de la manere suivante. Dans une approche par
nmethode MEM, on est conduita resoudre un probeme couple mixte de type Dirichlet-
Neumann. Sur le cok esclave, on a un probeme de Dirichlé au la condition au bord
sur l'interface est obtenue a partir de la trace sur de la s olution du coe ma'tre.
Comme c'est le cas pour des conditions non-homogenes de tgpDirichlet, on ecrit la
condition au bord sous une forme inegrale (faible)a I'aide d'une formule de quadrature
sur le maillage du coe esclave. Le choix naturel pour lI'epace de la solution est donc
X .o . D'autre part, sur le coe matre, on esout un probem e de type Neumann al la
condition au bord non homogene est obtenuea partir du esidu sur le cot esclave. Dans
cette situation, l'utilisation d'une formule de quadratur e base sur le coe matre est un
choix naturel. Les conditions au bord de type Neumann sont pises en compte sous une
forme faible au second membre. Il en esulte queX ;0" est le choix naturel pour I'espace
des fonctions tests.

En trois dimensions, dans [FR26] on a monte qu'on peut consrver la pecision avec
une approche de type Galerkin (\méme" espace pour la solutin et les fonctions tests)
en introduisant un troiseme maillage T sur , incependant des deux peedents Ty, ,
Thj - La formule de quadrature est donc ce nie sur leseements de T, qui peuvent
étre des triangles ou des quadrilaeres, et projeee surles triangles des deux autres
maillages existants. L'optimalie de la nethode MEM est c onsernee dans ce cas. En
deux dimensions, il sut de & nir le maillage T sur comme etant I'ensemble des
arétes de la ligne brie passant par tous les sommets dg,; et Ty; .

4.1.2 Multiplicateurs de Lagrange d'ordreelew dans la c ondition de cou-
plage

Dans l'analyse de la distributions des courants induits das une machine electrique, il
est important de bien gerer lechange des quanties physiquesa l'interface entre la par-
tie mobile et la partie xe de la machine. Une mauvaise approxmation a l'interface
de glissement peut entramer l'apparition d'oscillations dans, par exemple, les valeurs
nuneriques du couple moteur de la machine, jusqua in uencer regativement la concep-
tion d'une telle machine. Pour augmenter la pecision de lapproche MEMa l'interface
entre les sous-domaines, on peut pensera enrichir I'espadiscret localement sur . Pour
eviter que leventuel enrichissement (fonctionnel) sur ne se propagea linterieur des
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sous-domaines, on utilise une interpolation d'ordreeleg de type herarchique sur . 10
Voyons le cas gereral. Sur un etreedre t = fo;i;j;k g, on consicere les fonctions
barycentriquesf -g assocees aux sommets dé Nous introduisons ensuite les fonctions
bulles assocees aux arétes,. = , i, €= fo;ig, auxfaces 1 = o i j,f = fo;i;jg, et
au etredre, (= o j j k. Chaque aréte est parametrisse en termes de la variable, =
i o, Sie= fo;ig. Dans le cas dekments nis nodaux, I'espace Vp(t) d'interpolation
polynomiale herarchique d'ordre p surt est engende par les fonctions suivantes:

V= Vvsommetdet

€= oL-(o); e=fojigarttedet; 0 ~ p 2

fmz fL-( oi)bkm( oj); f =foji;jgfacedet; 0 "+m p 3

ton = tb(oi)bm( oj)Ln( ok); inerieur au etreedre t; 0 “+m+n p 4

al L- estle polyndbme de Legendre de degg. Le terme herarchigue indique la propree
suivante: si Vp(t) = spanf 1;:::; sg alors Vp+q () = spanf 1;:::; s s+13iii) 10,
a s = dim Vp(t) et r = dim Vp.q (t). Les polyndbmes de Legendre sont gereralement
consicees dans ce type de construction car ils fournisset des matrices (de masse et de
raideur) qui sont bien conditionrees.

Dans [FR29], nous avons enrichi I'espace discret sur l'intdace jusqua un dege
d'interpolation polynomiale egala 3. La taille locale de s matrices M- et M, passe de
2 dans le cas d'une interpolation lireaire telle qu'on l'a acrite auparavant, a 4 dans
le cas d'une interpolation cubique. Les tests nunerigues etrits dans [FR29] attestent
d'une anelioration dans la description des quanties physigues ineressantes (comme
par exemple la fe.m. du champ magretique) sur l'interface . Gracea la gometrie
circulaire de l'interface , dans [FR29] on a pu calculer andytiguement les inegrales de la
condition de couplage. Pour d'autres types de geometriesgdans le cas d'une interpolation
polynomiale d'ordre eleve sur , se posea nouveau le probeme de comment c nir
une formule de quadrature d'ordreelewe sur le maillage €.g. en triangles dans le cas
tridimensionnel) de (voir Chapitre 1).

4.2 Le cas d'une dcomposition de avec recouvrement entre sous-
domaines
Soit ! un sous-domaine de tel que! : on appelle ' ©= n! son compkmentaire

dans et safrontere. On va esoudre d'abord le probem e (29) dans et un probeme
additionnel dans! , en utilisant comme condition au bord de type Dirichlet la trace de
la solution du probeme (29) sur . Le nouveau probeme s' ecrit:
Trouver (u;ur) 2 H3()  HY(1) tel que
a (u;v)=(f;v) pour tout v2 H3() ; (42)
a (ursvi)=(fivy) pour tout v; 2 H(!);

1°En collaboration avec O. J. Antunes du Centro Federal de Educacao Tecnologica de Santa Caterina,
Florianopolis (Brasil) et I' equipe MSE du LGEP (plateau de Moulon, Paris).
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a Hi(')=fv2HY(') vy =y ga(vy=, rurvet(fv) =  fv. Il
est clair que dans le cas continu, le probeme (41) nous dor&awu, = u; , mais au niveau
discret, la situation est un peu plus compliglee.

Nous allons introduire deux maillages simpliciaux,Ty sur et T, sur!, au H et
h sont respectivement les diametres maximaux des triangles Ces deux maillages sont
competement incependants I'un de l'autre. En particuli er, Ty 6 Th. De plus, les
arétes du maillageT,, qui sont sur ne coincident pas avec des arétes du maillagdy .
On utilise ensuite desekments nis d'ordre un sur les deux maillages. On note

Xu()= fvy 2HY) jvhj 2 Po(t);8t2Th g

et de mémeXy (! ) e ni sur T,. On introduit ensuite Xy.0= fv2 Xy \j vjg =0get
Xno=fv2 Xnjv; =0g, les espaces discrets qui prennent en compte les conditioas
bord de type Dirichlet sur @ et sur . L'espace des traces de fonctions de X (! ) sur
est noe Wh(). Comme cela arrive dans le cas sans recouvrement, la resttion de la
fonction uy 2 Xy ()a l'interface n'est pas, en gereral, dans Wy (), vu que les deux
maillages sont completement independants I'un de l'autreet ne coincident pas sur . Le
probeme de Dirichlet sur X (! ) ne peut pas étre esolu directement, on doit introduire
l'oerateur 4 ce ni dans (36) qui transporte l'information de Xy ()a Wq() (et la
e nition de Xy (! ) va changer un peu). On a donc le probeme discret suivant.

Trouver (uy;up) 2 Xn:o() Xnu(l) tel que

a (ug;vy)=(f;vy) pour tout vy 2 Xn.0() ; (42)
a (un;vh) =(fvn) pour tout vi 2 Xp:o(! );
a Xnu(') = fvyn 2 Xp(') @ va = pup sur g. La solution discete u est donc
donree par uy sur ! etu, sur!. En greral, u 62H}(). Lerreur E = u u
est mesuee dans la normeH () brisee et elle se repartit sur !¢ et ! comme suit,
jiEjiZ =jju unijif,;c+jiu unjiZ, . Dans notre cas, on peut montrer quejjEjjy;

C max(H; h)juj2. , et les esultats nunreriques le con rment.

Sil'on rggarde de pes leseements de la matric,gM r, il s'agit de calculer des inegrales
delaforme _.. H nendeuxdimensions (resp. . H h €n trois dimensions) surune
aréte (resp. face) d'un triangle (resp. etraedre) T 2 Ty, qui touche le bord de !, 4 est
une fonction de base de l'espacX y.o() et p est une fonction de base de I'espace des
multiplicateurs de Lagrange My(). Pour calculer cette inegrale, il faudrait cetermin er
I'intersection entre une surface @@ 1)-dimensionnelle (aréte pourd = 2, face pourd = 3)
et le support d-dimensionnel de la fonction . On peut contourner cette dicule en
faisant appel aux formules de quadrature, en ramenant ainsle calcul de l'inegrale au
calcul de produits du type H( ) n( ) en des points de quadrature ¢ nis sur . Il
restea mettre au point un algorithme de recherche rapide parr ceterminer les fonctions

n dont le support contient les points de quadrature. Lesekments de la matrice M-
ne sont pas compligies aevaluer vu qu'il s'agit de calculer des inegrales de la forme
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R . . L . .
aete h h €N deux dimensions (resp. (.. h n en trois dimensions) al les fonctions

impligees, h et j, sont e nies sur le méme maillage Ty \

Pour arrivera la forme matricielle du probeme discret (4 2), on organise les n uds
de Ty en deux ensembles, le blot des nuds internesa ! et le bloc B des nuds de
bord sur . La matrice Ay assocee au probeme de Dirichlet surXp.o(! ) secrit

Al Ap

An= g g

Le probeme discret (42) a donc la forme matricielle suivane:

0 10 1 0 1
Ay 0 0 UH fy
@ 0 Ay Ag AQ@ (uy) A=@(fy) A; (43)
Q 0 Id (un)e 0

a1l Ay est la matrice globale assocee au probeme discret dansKy.o(). Le premier
bloc d'inconnuesetant decoupk du reste, on peut esoudre le syseme en deuxetapes,
ie.,

up = A,tu; (up)i = A N(FR)1 Ais Qup): (44)

On remarque que les matricesAy et A, ne sont pas modiees si! se ceplace dans .
De plus, on n'a pas besoin de refaire le maillage, c'est bienopir ca que cette technique
est adapee pour des probemes en pesence de sous-donres en mouvement. La seule
matricea reconstruire est Q qui cepend de la position de! dans .

La pesentation de la nethode MEM pour le probeme scalai re (28) (dans le cas d'une
cecomposition de domaine sans et avec recouvrement entree$ sous-domaines), a pour
n d'introduire les outils de base de la nethode dans un cadre plus simple que celui du
probeéme de la magretodynamique.

4.3 Formulation T- pour le probéme de la magretodynamique

Supposons maintenant quel soit un conducteur immerge dans un champ magretique
geree par des sources avec support dans lisolant! . Des courants induits vont &tre
gerees dans le conducteur soit parce que le conducteur lbbuge dans , soit parce que le
courant source (et donc le champ magretique) est variable dns le temps. La distribution
des courants induits dans est solution du probeme de la magretodynamique suivant:

% r H=1J, 8 8
r E= @H), < r H=Jg < [H] n =0sur ;
r (H)=0; rr-(H)=0; . H ng =0sur @; (45)
E J = E; dans! ¢ " condition initiale sur H;
" dans!
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a H est le champ magretique, E le champ electrique, o > 0 la conductivie
electrique, la permeabilie magretique, n (resp. ng ) la normale sortantea (resp.
@) et [ v] denote le saut de la quantie va linterface .

A n de ramener le calcula des quanties scalaires, quand cest possible, on a recours
a l'introduction d'un potentiel scalaire ~tk ni dans et un potentiel vecteurelectrique
T assoce au courantd et limiea ! telqueH =T r “sur ! etH=Ts r “sur !¢
al Ts est le potentiel vecteurelectrique assoce au courant sarce Js. On consicere les
equations variationelles c nissant H qui sont

Z

H rv=0; 8v2HI) ; (46)

obtenuea partirde r (H )=0dans , et
Z 1 Z
-r Hr W+ @ H) W=0; 8W 2 Ho(curl;!); (47
| |

obtenuea partir de (45) dans! , an Ho(curl;! )= fW 2 H(curl;!) : W n =0 g (voir
[58] pour les proprees de cet espace). En partant de (46)et (47), et apes discetisation
de la cerivee partielle en temps par un screma implicite aux dierences nies, on obtient
la formulation pour ceterminer T et ~au temps courant :

Trouver (T; T 2 Ho(curl; 1) HE() tgl que
a(~;v)+ B(T;v) = R’Cf rv, 8v2H(); (48)
a(T;W)+ B(W; 5 = fo W, 8W 2 Ho(eurl; ! );

al f. cepend de l'approximation de T et ~au temps pe@dent et f depend de Ts. Les
formes bilireaires introduites dans (48) sont ce nies comme suit:

a.(T;, W) = R,ﬁ r- T r W+T W); 8T;W2Hg(curl;!);
B(W;v) = R W rv; 8W 2 Ho(curl; 1); 8v2 HE() ;
a(T;v) = r~r v; 8 ;v2H3);
(49)
al les coe cients ; > 0 sont constants par morceaux. lls cependentde , et du pas
detemps t,e.g, = —Lsur!, =1sur! et 1 sur! €

Une premere dicule apparat: le probeme (48) n‘admet pas une solution unigue.
En e et, si (T; Y est une solution de (48), alors (T'+r ; =+ ), 2 H3(!), l'est aussi.
On choisit donc une condition (de type jauge) quiimposea = * , d'&tre harmonique
dans! . On aboutit alorsa la formulation variationelle

Trouver (T;) 2 Ho(curl;!) HE() tgl que
a( ;v)+ h(T;v) = R°f rv, 8v2H{() (50)
a(T,W)+ be(W;) = fc W 8W 2 Ho(curl; 1)
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a b(W;v):= |, WrH v,pourv2 HJ(), W 2 Hg(curl;!), etH THZI() | OHY)
est l'operateur de rebvement harmonique ¢ ni par
z
Hy, = ; rHv rw=0; 8w2HJ(): (51)

Dans [FR47, FR23] on montre que la forme bilireaire ag((W; w); (V;V)) := ac(W;V) +
he(W; V) + ke(V;w) + a(w;V); pour V;W 2 Ho(curl;!) et v;w 2 H3() est continue
et elliptique sur Ho(curl; ')  HZ(). On en ckduit que le probeme (50) posede une
solution et une seule.

Consicerons maintenant la discetisation de (50). Ce probeme faisant intervenir une
guantie scalaire sur et une quantie vectorielle sur !, on peut pensera utiliser, dans
le cadre d'une discetisation enebments nis, deux mai llages dierents : I'un, Ty, sur
pour calculer etindex par H et l'autre, Ty, sur! pour calculer T et indee par h. Les
deux maillages sont construits indkependamment, car le coducteur ! peut bouger dans

au cours du temps. La discetisation de ce probeme se fait en utilisant deseements

nis d'aréte pour T (espace noe Spo(! )) et deseements nis standards pour et
(espaces noesXny.o() et Xn(')). On rappelle que Wy() est I'espace des traces de
fonctions deX (! ) sur . La forme b faisant intervenir un reevement harmonique, doit
étre discetise, et alors deux autres di cules surgissent. On doit tout d'abord c nir
un tel reevement discret Hy, mais aussi un ogerateur  de passage d'information du
maillage de provenant du maillage de a celui de provenan t du maillage de! . Pour
Hph:Wh() ! Xnp('), on consicere la ¢k nition suivante:

Z

Huy, o=y ; tH hov rw=0; 8w2Xu(!)\ H3(): (52)
|

L'operateur de passage | est recessaire car la restriction dev 2 Xy.o() sur n'est
pas une fonction deWy(). On ne peut donc pas appliquer directement l'ogerateur de
reevement discret Hy a la restriction de v 2 Xny.o() sur . Nous proposons de ealiser
cette operation de manere optimale comme indigLe dans la section 4.1, inspiee par la
nmethode MEM. Le probeme discreta esoudre est reformu & en termes de H, et
comme sulit:

Trouver (Th; W) 2 Sho(!)  Xn:0() tgl que

a( 1)+ h(Thiv) = Fécf rv, 8v2Xuo(); (53)
a(Th; W)+ bh(W; 1) = | fc W, 8W 2 Sp.o(!);
a b(W;v) = R, W rH n nhv; pourv 2 Xp.o() et W 2 Spo(!). Des lors que

le rapport h=H est assez petit, le probeme (53) posede une solution umjue et on a
I'estimation d'erreur suivante [FR23],

T Thiljy + k wky  C h(iTia +iir - Tig)+H i b, 5 (54
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valable ces que T 2 (H1(! )2 avecr T 2 (H(')3 et 2 H (), pour un eel
1< 2, & jjj Jii+ est une norme de lenergie equivalente a la norme usuellesur
l'espaceHo(curl; ! ) et cb nie comme suit : jjj Tjij? := jiTiig, + iir  Tii§. -

Sil'on note A et A les matrices de raideur assocees aux formes bilireaires(:;:) et
ac(:; 1), la forme matricielle du probeme (53) est donree par

AcTh+ PBSQ 4 = F¢;

(55)
A 4+ Q'S'B'T,=F;

a Q est la matrice assoceea p, S est assocee au reevement harmoniqueB celle
assoceea la formeh, et P une matrice de troncature qui va garantir la prise en compte
de conditions de type Dirichlet homognes pourTy sur (on a confondu les fonctions
discetes y et T, avec les vecteurs d'inconnues qui leurs sont assoces dates bases
respectives). Pour la esolution de (55), on consicere lalgorithme de type Gauss-Seidel
suivant : connaissant },, on caIcuIeTr?+l par

AT + PBSQ |} = F¢

et "*! par
A r|1|+l + QtStBtTr:Hl = F:

Cette nmethode ierative de Gauss-Seidel converge sans panetre de relaxation [FR47,
FR23].

Les premiers esultats nurreriques sont pesenes dans[FR33] avec une reformulation
de la nethode ierative de Gauss-Seidel comme nethode deRichardson preconditionree.
Dans [FR34], le couplage potentiel vecteur et scalaire esttili'e dans le cadre d'un
probeme coupké magreto-nmecanique pour la simulation d'un freinelectromagretique.

Pour les raisons expliqlees ci-apes, la nethode MEM estbien adapee pour la prise
en compte du mouvement dans ce contexte. Essayons de voir p@uoi.

Pour aborder le probeme de la magretodynamique en pesece de conducteurs mo-
biles, il faut choisir le regere par rapport auquel on vaecrire lesequations du probeme.
Soit par exempleR un regere lea l'isolant ! ¢ et R un regere le au conducteur ! . Si
I'on note v la vitesse du conducteur, la loi d'Ohm liant le courant (induit) au champ
electrique dans le reere R va étreJ = (E+v B)dans! etJ = E dans!® On
voit donc que si on utilise un seul reereR pour cecrire le probeme dans ! ¢ et dans
I (approche eulerienng), le terme de convection v B apparait explicitement dans les
equations pour prendre en compte le mouvement de . Pour ne pas avoir ce terme de
convection a discetiser, on vaecrire lesequations dans chaque sous-domaine par rap-
porta un repere attacke au sous-domaine (approche lagrangienng. Dans notre cas, les
equations dans ! ¢ sontecrites par rapport au repere R, et celles dans! par rapport
a R.. Lesequations dans les dierents sous-domaines sont als coupkes aux inter-
facesa l'aide de conditions de transmission, qui sont pries en compte (faiblement) par
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la methode MEM. L'aspect important qui fait que tout marche bien dans l'approche
lagrangienne, est que les equations du probeme de la magtodynamique gardent la
méme forme dans! © et | [FR22], parce que les courants de ceplacement sont regks
par rapport aux courants de conduction [21]. C'est graceacet aspect du probeme de la
magretodynamique, pour des vitesses non relativistes desonducteurs [48], qu'on peut
adopter une approche lagrangienne par morceaux, qui permat'avoir des discetisations
et des approximations incependantes dans les sous-doma@s, coupees dans la suite par
la methode MEM.

4.4 Conclusions et perspectives

Il restea valider la methode MEM avec recouvrement entre les sous-domaines sur un cas
concret, par exemple, le probeEme de evitation electro dynamique decrit dans le Team
Workshop Problem 28 [72] pour lequel on a des mesures expenentales.

Cette version avec ecouvrement de la methode MEM se prée aussia d'autres ap-
plications. Un exemple de champ d'application est fourni pa lelastodynamique (par
exemple, la tectonique des plaques).

Grace au couplage entre la nethode MEM avec recouvrementtela nethode TSEM
ckecrite dans le chapitre 1 de ce memoire, on pourrait essagr d'aborder des applications
\multiechelles", qui ont besoin d'une esolution \ ne" (en termes de taille deseements
du maillage et du dege d'approximation) en certaines parties du domaine de calcul, sans
propager cette esolution dans tout le domaine.

Pour ce qui concerne les nethodes non-conformes de decoropition de domaine,
j'ai ecemment aborde des facon indirecte!! les nethodes de type Galerkin discontinu
(MGD) [FR44] d'ordre eleve pour la esolution nuneriqu e desequations de Maxwell.
Une comparaison nunerigue entre les nethodes MEM et MGD seait interessante pour
etudier les performances d'une nethode par rapporta I'a utre.

1 Co-encadrement de la trese de Hassan Fahs avec Sephane Lateri (DR INRIA) responsable du projet
NACHOS, INRIA Sophia-Antipolis a partir de septembre 2005 sur les \Methodes de type Galerkin
Discontinu en maillages etradriques pour la mockelisa tion nunerique de la propagation d'un champ
ekctromagretique dans des tissus biologiques" (bours e co- nanee par le Minisere de I'Enseignement
Superieur et de la Recherche et de France Telecom Recherche &eveloppement, La Turbie).
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