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Analyse Numérique
Corrigé du TD 7

EXERCICE 1
Normes vectorielles

1.1 Définitions

Soit un entier n > 0.
a. Montrer que les applications suivantes définies sur R"” sont des normes sur

R,
n
v |zl =) il
=1
1
o lell, = (Il ) .
=1
T ||zl = max |z
i=1,...,n

n
iz |zl = Z |z;| est une norme sur R™
o Positivité =
Pour z =(z1,...,2,) € R, on a |z;| > 0Vi € {1,...,n}, donc ||z|; > 0.
Soit = *(z1,...,x,) € R™ tel que |jz||; = 0. Alors Vi € {1,...,n},|z;| =0, i.e. Vi €
{1,...,n},z; =0, qui montre que = = 0.
e Homogéndéité
Soient z = t(z1,...,2,) ER" et A€ R. On a

Nally =) il =AY Jail = Al |z]]; -
i=1 i=1

e Inégalité triangulaire
Soient x = Y(z1,...,xp)ety = “(y1,...,yn) € R™ Comme |z; +vy;| < |z| + |yi| ,Vi €
{1,...,n}, on obtient en sommant sur les i

e +ylly < llzlly + llyll; -
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i,z |z, = (Z \x1|2) est une norme sur R™
i=1

o Positivité

Soit & = (21 ,...,,) € R™. On a |z;]* > 0Vi € {1,...,n}, donc ||z[, > 0.

Siz = %wz,....,zn) € R est tel que ||z]|, = 0, alors Vi € {1,...,n}, |z =0, ie
Vie{l,..,n},z; =0, qui prouve que x = 0.

e Homogénéité

Soient x = (21, ...,7,) €ER" et A€ R. On a

1

\AxHQ:(ZM) (wa) — Al el

=1

—_

o Inégalité triangulaire
On montre deux inégalités auxiliaires.
— Premiére inégalité
Pour tous a,b € R on a ab < %(a2 + %) car (a —b)* > 0.
— Deuziéeme inégalité
Soient & = t(z1,...,xp) ety =t(y1,...,yn) € R™.
Sixz # 0 ety # 0 alors on a la chaine d’inégalités suivante par application directe

de la premiere inégalité
i(\xz! il ) <§”:1[< !xz‘!>2 n ( il )T
S\l llylly ) — = 2 L\l 1yl
2 2
:} [Z?:l | ;] I > i1 | il }

2 2
21 =l I3
1 |||z
L[t ol
lzllz — llyll3
=1 ,
donc on a
n
D lwillyil <l llylly (1.1)
i=1
L’inégalité (1.1) est encore vraie pour z = 0 ou y = 0. Elle est dite inégalité
de Cauchy-Schwarz ou encore de Bunyakovski-Cauchy-Schwarz ou bien encore de
Holder.

Soient & = t(z1,...,xp) ety =t(y1,...,yn) € R™.
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Par application de I'inégalité (1.1) de Cauchy-Schwarz on obtient

n n n n
Solzitwl? =D lwl + > il +2) ] |zl
i—1 i—1 i—1 i—1

< llly + lylly + 201zl [yl (1.2)

2
_ (||xr2 n ryug) |

En prenant la racine carrée de I'inégalité (1.2) ci-dessus on a
[z +ylly < [lzlly + llyll, - (1.3)

L’inégalité (1.3) est dite de Minkowsks.

iii. z — ||z||, = max |x;| est une norme sur R"
1=1,...,n
o Positivité .

Pour z =*(z1,...,2,) € R", on a |z;| >0Vi € {1,...,n}, donc ||z| = ‘max |x;| > 0.
i=1,...,n

Soit & = (x1,...,x,) € R™ tel que ||z[| = 0. Alors max |z;] =0,puisVi € {1,...,n}, |z;| =

i=1,...,n
0,ieVie{l,..,n},z; =0, qui prouve que = = 0.
e Homogénéité
Soient = t(z1,...,2,) € R® et A € R. On a la chaine d’implications suivante
Azi| = [M x| Vie{l,...,n} = max |[Azy| =[N max |z;| <= [[Az| = [\ ]z] -
i=1,....n i=1,....n
o Inégalité triangulaire
Soient & = t(z1,...,xp) ety =(y1,...,yn) € R™.
On a les implications suivantes
[zi +yil < o] + |yl Vie{l,..,n} = max |z;+y| < max [r;| + max [y
i=1,....n i=1,....n i=1,....,n

= 2+ Yl < 7lloo + [19lloo -

Remarque Dans ce qui précede, on n’a jamais prouvé I’égalité ||0]| = 0, parce que non
seulement c’est une évidence mais aussi elle est contenue dans la propriété d’homogénéité,
dans laquelle il suffit de faire A = 0 pour obtenir le résultat.

b. Montrer que, pour 1 < p < 400, ’application suivante définie sur R" est une

norme sur R",
1

o
p
2 |all, = (Z mrp) .
=1

3
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1

N -
T [z, = (Z ]xi\p>p est une norme sur R™
i=1

Le cas p = 1 étant évident et traité dans la question précédente, on s’intéresse aux cas
1 <p<+o0.

o Positivité

Soit & = *(z1,...,x,) € R™ On a |z;|” >0 Vie {1,...,n}, donc [lz[|, > 0.

Six = *a1,.,2,) € R" est tel que |lz]|, = 0, alors Vi € {1,...,n},[z;]" = 0, i.e
Vie{l,..,n},x; =0, qui prouve que z = 0.

e Homogénéité

Soient z =*(z1,...,z,) ER" et A€ R. On a

1 1

u P u p
el = (Dmp) _ (|A|pz|xi|p> = I\l

i=1 =1

e Inégalité triangulaire
On montre deux inégalités qui serviront dans la suite de cette question.
— Premiére inégalité
Pour tous p > 1 et p’ > 0 tels que 1/p+1/p’ =1 et pour tous a,b > 0 on a

1 1
CLb S *ap + jbp . (14)
p p
En effet, en posant a = In(a?) et 3 = In(b”) et en utilisant le fait que la fonction
exponentielle x — e” est convexe, on obtient

ro 1 1
/P8P <« Zea 4 2?6/8 . (1.5)

b

En reportant les valeurs de « et 3 en fonction de a et b dans I'inégalité (1.5) , on
obtient la relation (1.4).

— Deuziéeme inégalité
Soient x = t(z1,...,xp) ety =(y1,...,yn) € R™.
Six # 0 ety # 0 alors on a la chaine d’inégalités suivante par application de la
relation (1.4) :
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n n
€T . 1 "y P 1 ‘ p
> (i i) <2l Gein) * 7 (o) |
=1 p Yy P’ i=1 p P p Yy P
RO EI N !yi\p}

o =l Pyl

(1 l=ly 1 Hyllﬁ,]
W e

1 1
=|-+5
Lp D

=1

Y

donc on a
n

S L@l lyil < ll=l, Iyl - (1.6)
i=1
L’inégalité (1.6) est encore vraie pour x = 0 ou y = 0. Elle est dite de Holder.

Soient = t(z1,...,zn) ety = (y1, ..., yn) € R™

On a
n n n n
Dlmiul =D e il wlP <Y Nl e+ ylP Dyl la P (1)
i=1 i=1 i=1 =1

En appliquant 'inégalité de Holder (1.6) & chacun des termes du second membre de
I'inégalité ci-dessus on a :

1
n n / ]?
Z il |2+ il < ], <Z |z + yil? (p—l))

i=1 i=1

/

SR

n n
Z il |z +y:P~ < lyll, <Z |2 + vi|P (p1)>
=1

i=1
Si z +y # 0, 'inégalité (1.7) devient
> i |zi + wil”

T < llzll, +llyll,
, "
<Z?:1 |z + P (p1)>p

Del/p=1-1/p<=p=p'(p—1)et 1/p=1—1/p/, on déduit de I'inégalité ci-dessus

la relation )

) 1
p
(St wl?)? < liel, +
=1

5
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ou encore
o +yll, < llzll, + 1yl -

Si z +y # 0, I'inégalité (1.9) est encore vraie. Elle est dite de Minkowski.

1.2 Equivalence de normes
Montrer les relations suivantes sur R",
2]l < [lzfly < nflzlly

2]l < lllly < vV llzlls »
lzlly < lllly < v llzlly -

Equivalence de normes || l; et Il
Soient x = *(x1,...,xn) € R", et i, tel que |z;,| = max |a].
i=1,...,n
On a
n
[i| < | + Y Jwil == |2l o < ll; -
i=1
iio
On a .
Vie{L,,n}, |zl < |zl = ) |2l < nlaig] <= lzll; < nllell-
i=1
D’ou
[2]loe < llzlly < nflfly -
Equivalence de normes | o et Il
Soient x = *(x1,...,xn) € R", et i, tel que |z;,| = max |a].
i=1,...,n
On a
n n
2 2 2 2 2 2
2o < Jzio* + Y il <= |z < [l + ) J2il* = llzllo < 2l -
i=1 =1
i#io 1#i0
On a
n n
Vie {1, on}, ol <|wil” =Y lwl® <nlwi? = | D |wil < /o
i=1 i=1
= |lzll; < Vol -
D’ou

2]loe < lllly < v llzlly -

(1.9)
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Equivalence de normes || ||, et | |,
Soit z =(zy ,...,x,) € R™.

On a
n n n n n n
Dol < w2 ) fwl ] =)l <Yl x Yl
=1 =1 1<i<j<n =1 =1 =1
n n 2
= Yolaf < (Sla)
=1 =1

1
n § n
— (Z |xiy2> < il
i=1 i=1
= llzlly < [l -
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
1 1

i\m = Zzn;1 X x| < <zn; 12>2 <zn:\azi|2>2 = izn;\m <vn (Zn: |:c,~2>

i i— i= i=1 i=1

= |zl < Valzl,.

N | —

D’ou
z]ly < [lzlly < vnllzl, .

1.3 Relation entre la norme p et la norme +oo

Pour z € R?, montrer que

el = el
Soit 1 < p < +o00. Soient x = *(z1,...,,) € R™, et i, tel que |z | = max |z;].
i=1,....,n
On a
n n
io|P < Jaig P+ ) |2il? = (S|P < | i + D al” = ||zl < N, -
Z'Z;ilo il;&)
On a
1 1
n n ]; —
Vi€ (Ll < ol = 3k < e = (L) < (laa)?
i=1 i=1

= |lall; <07l -
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D’ou
1
|2l oo < llzll, < 27|z (1.10)

On fait p — +o0 dans (1.10), et on utilise le fait que lim n 1/P = 0, pour obtenir

p—too
tim ], = [l#].
EXERCICE 2

Normes matricielles

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0, A = (aij)i j=1,..n
Pour 1 < p < +00, on note par | [, la norme matricielle calculée a partir de la
norme vectorielle || [/, i.e

||A$Hp
|All, = sup [|Az|,= sup [Az],=sup
], =1 ], <1 220 Nzl

a. Montrer que

||A”1— max ZWJ’

7 -

14]loo =  max Z\%\-

, N _1

Cas de la norme matricielle || |,
Soit z =*(z1,...,2,) € R™. On a

|Az], = ZI Az);| = Z !Zaw%l < ZZ |aij|lz;| = ZZ |aij||;| = Z 51 ) lagj]
=1 i=1

i=1 j=1 = 1] 1 7j=1 =1
< (Zm) max Zrawr—uxul max Zrawr

Donc on obtient

|All; = sup [[Az[; < sup [z[1 max Zlam! (2.1)
[l ;=1 [l =1 J=lem i

ou encore

41 < max > .

yeees Tl i=1
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Soit j, tel que Z laij,| = max Z laij|. On définit le vecteur z°

R” tel que

=1

Alors on obtient

n n
142, = ZI Ax®)| = Z IZ aijall = Y laiozg,| = Y laij,| = | All; -
=1 =1

77777

=

™i=1

1 j=

1

st j=Jo,
si j# Jo-

En regroupant les équations (2.1) et (2.2), on obtient

D’ou le résultat.

||AH1_ max Z!azg\

Cas de la norme matricielle || ||

Soit z = (21, ...,

Donc on a

ou encore

n
Soit i, tel que max Z laij| = Z |@io;]- On définit le vecteur z¥ =

R™ tel que

zn) €R™ On a

7 -

max |Zamm]\ < HlaX Z|alj|’mj‘

[Az|y = max [(Az);| =
1=1,...,n 1=1,..

<
i=1,.
[All o = sup [ Azl <

i=1,...,n

J=1

T

p el max 3oy,

2]l o =1

Al < max Yo

n

J=1

yeees Tl j 1

Qi s .
‘al'()]'| S1 Qi 7é 07
207
0 si Aig5 = 0.

-----

J=1

(2.2)
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SiVje{l,..,n}, aj; = 0 i.e. sila matrice A est nulle alors ||A|,, = 0. Sinon on a
12l = 1 et

n n n

420, = max | > aipall= max [ > aigl |= max Y aiyl
1=1,....n T 1=1,....n T i=1,..., 4_
7j=1 7=1 7=1
J 1 aigi#0 7 aigi#0 Jsaigj#0 (2.4)
= max Z |@io ;| -
i=1,...,n
Comme ||z°]|, = 1, 20 est I'un des vecteurs de la boule unité pour la norme || || et, de

I'équation (2.4), on déduit que
n
1Al > [A2°lloc = max Y ail. (2.5)
i=1,...,n <~
Finalement des équations (2.3) et (2.5), on a

14]lo = max Z|aw|

b. Soit B une matrice réelle et symétrique. Montrer que pour z # 0

(Bz,x)

2
21l

Amin(B) S S Amax(B)a

ol A\pin(B) et Apax(B) sont respectivement les plus petite et grande valeurs
propres de B.

Comme B est une matrice réelle et symétrique, il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale U telles que B = ‘UDU. De plus les valeurs propres de B sont
réelles. Par suite pour z # 0, on a

(Bx,z) = (‘UDUx,2) = (DUz,Ux) = (Dy,y) ou y=Ux.

Or, d’une part
Amin(D)[[y[13 < (Dy, ) < Amax(D)ly13

ou encore
Amin(B)[[Yl13 < (Dy.y) < Amax(B)|yll3 -

D’autre part

lyll3 = IUz]3 = (Uz,Uz) = (z,'UUz) = (z,2) = ||z|3

10
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Il vient
Amin(B)[|2]13 < (B, %) < Amax(B)|l3,

et finalement pour x # 0
(Bz,x)

2
]l

Amin(B) < < Amax(B) .

En déduire que ||Af, = p(tAA), ou A est une matrice réelle, p est le rayon

spectral.

La matrice ‘A A est réelle et symétrique car t(tAA) = tAt(tA) =AA.
On peut donc faire B = A A dans la question précédente et on trouve

(tAAz, x)

Amin (PAA) < >
[E3lE

< Amax("AA4), (2.6)
pour z # 0.

Comme (AAz,z) = (Az, Az) = ||Az||3, on déduit de (2.6) d’une part que Amin(*AA) et
Amax(YAA) sont positives, donc toutes les valeurs propres de la matrice ‘AA sont
positives. D’ou

2
<””AT|”2> < Amax(*AA) = max|\(‘AA)| = p<tAA) .
Tllg

En prenant la racine carrée on trouve

]l

Maintenant on prend la borne supérieure sur R™\{0} de 'inégalité ci-dessus,

TER™ | 2#£0 [E41P

Al < ,/p<tAA) . (2.7

Considérons & présent un vecteur propre z° de la matrice *AA associé a la valeur propre

la plus grande en module A\pax(*AA) = |Amax(AA)| = p(tAA>. On a

Par suite

|Az%|)2 = (Az°, Az°) = ("AA2°,2°) = Amax("AA) 2°,2°) = Amax(AA) (2°,2°)
= )‘maX(tAA) ||370H% )

11
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ce qui implique
142°l; = v/ Amax (PAA) [[2°]2

Ce qui entraine a son tour

14275 = v/ Amax(*AA) [l2°]]2.

Il vient M A0
sup | $||2 > | Az ”2 =/ Amax(tAA)

cern,zz0 N2l = 2%l

HA¢22\/xmmGAA)=,/p<%A>. (2.8)

Des relations (2.7) et (2.8), on tire
Al = p(%A> |

EXERCICE 3
Une application

puis

D’ou le résultat.

Soit (6,,)n>0 une suite définie par
On+1 < Op—1 42066, + a,, pourtout n>1,

avec 0,, an, B € R,.
a. Montrer qu’il existe une matrice A et un vecteur B, tels que

< On > < A <9”_1> + B, pourtout n>1.
9n+1 971

Pour (6,,)n>1 on peut écrire

O < O ,
Opr1 < Op1 + 260, + «p, pourtout n>1,

() s (00) () - (1) e

A:<$%>et&:<i). (3.2)

ou encore

On trouve donc
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Remarque Dans la relation (3.1) le symbole “<”est compris comme inégalité entre com-
posantes de chaque vecteur correspondant de part et d’autre de ce symbole.

b. En déduire que

n—1
0, <18 \/0(2) + 62 + Z o; e(”_l_i)ﬁ, pour tout n > 2.

=1

Le polynoéme caratéristique de A est :
PO) =X =280 ~1==0) = (2 +1) = (A== VF+1) (A= 8+ VB +1)

Les valeurs propres sont donc 3+ /32 +1 et 3 —+/3%2+ 1, d’ou le rayon spectral de la
matrice A est p(A) =5+ /32 +1.

Comme la matrice A est réelle et symétrique, ses valeurs propres sont réelles et sa norme
euclidienne n’est que la plus grande valeur absolue de ses valeurs propres i.e.

[All2 = p(A) =B+ V3% +1.

On prend maintenant la norme || |2 de I'inégalité (3.1), pour obtenir

Gl = 1C32)l, 1C5)], + 1)

Ce que 'on peut encore écrire

JO2 02 < p(A) (J2+602 . + an. (3.4)

On pose ©,, = 1/602 4+ 62_, pour n > 1. Alors on obtient la récurrence suivante

2

Ont1 < p(A) O, + . (3.5)

Par récurrence sur n, avec une démonstration analogue a celle du lemme de Gronwall
discret, on obtient

(n—i—1)

0, < (mm)nl o + g(pm)) . (3.6)

On a les majorations suivantes :
O < \/02+ 62 | =0,, (3.7)

13
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et

4 2
ﬁ+m<ﬁ+m_ﬁ+\/7-l+a+<e (3.5)

En utilisant les majorations (3.7) et (3.8) dans la récurrence (3.6) et avec ©1 = /6% 4 63 |

on trouve finalement

n—1
0, < em 1B \/9(2) + 62 + Z «; e(”_l_i)ﬁ, pour tout n > 2.

i=1

EXERCICE 4
Conditionnement d’une matrice

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0. Pour 1 < p < 400, on note par
cond,(A) le nombre de conditionnement de A calculé avec la norme matricielle

[

4.1 Quelques propriétés du conditionnement

Montrer les propriétés suivantes :
a. cond,(A) > 1;

On a

I=AAT = 1=|1], = A4, < | Al A7}, = cond,(A) <= cond,(4) > 1.

b. cond,(aA) = cond,(A4), Va #0;

Comme « # 0, on trouve

condy(ad) = [laA|, lla~" A7H|, = [afla™ A, [A7H], = [1All, |47, = cond,(4).

max; |Aj(A*A)]
min, |A;(A*A)|
de A*A et A* est I’adjoint de A

c. condy(A) = , ou les nombres \;(A*A) sont les valeurs propres

On a
condy(A) = [|Al, A7,

14
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La matrice A*A est hermitienne, donc diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles.
On obtient une généralisation des résultats de la question b. de I'exercice 2 dans laquelle
on prend A* en lieu et place de 4. On trouve

s D] = [o((4+4) = 141, = 147,

On a aussi
A ], = [I(A Hr\/max!A At !—\/maX!A ((A%)~tA=D)]
_\/max\A ((AA*)~ \—\/max\)\ ((A*A)~1)]
et
| Xi(A*A)| min; [A;(A*A)]
Par suite

condz(A) = \/W .

min; |A;(A
d. si A est symétrique et réelle alors condy(A) = w, ou les nombres
min, [ (4)]
Ai(A) sont les valeurs propres de A;
Lorsque A est symétrique et réelle, ses valeurs propres sont réelles et, A* = 4 = A

On applique la question précédente et on trouve

condy(A) = min; [\ (A)]

e. si U est une matrice orthogonale alors condy(U) = 1 et condy(AU) = condy(UA) =
condy(A).

On a

1Ull, = p(U*U> — VoD =1,

jo-1), = \/p(w—l)*U-l) - %)((U*)-l 01 = \/”<(U Uy ) =Vl = 1,

puis

conda(U) = [[U]l, [UH], = 1.

15
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Pour le deuxiéme conditionnement on écrit :

jau, = \/W - w(U*A*AU) - \/p(A*A) = 4l
Iav) = a0y a0y = \/p(w—lA—l)* roac)
= (e waruman) = ooyt
- (v a) = o)

= HA_1||2-

D’ou
condy(AU) = [|AU ||, [|[(AU) |y = [|Ally [A7" (|, = conda(A).

Pour calculer le troisieme conditionnement on procede comme ci-dessus :

Al = W(wA)*UA) _ MA*U*UA) _ Mm) _ Al

”(UA)71||2 = \/((UA)l)*(UA)l = \/p<(A—1U—1)*A—1U—1)

- \/p(w—l)*(A—l)*A—lU—l) - \/p(<U—1>*<A*>—1A—1U—1)

- \/p(w—l)*(AA*)—lU—l) - \/p(<AA*>—1) - \/p(m*)—lA—l)
_ \/p(<A1>*A1> — A,

conda(UA) = |UAly [[(UA) [l = [|Ally A"l = conda(A).

D’ou

4.2 Analyse perturbative

Soient x et x + dx les solutions des systémes linéaires

Ax = b,

(A+5A)(x +0x) = b.
a. Montrer que 0 < cond () 1041
||JC +5me - P HAHp

16
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Des systemes linéaires proposés on peut écrire

Az =b=(A+6A)(z+ ) <= Adx = —0A (x + ox)
— dr=—-A"'5A(z +ox).

On en déduit
16z, = |A™" 6A (z + 6z)], ,

puis
-1 -1
[0z, < [[A7" 0A|, [z + oz, < [AT ||, [[6A], [z + o],
l6A]l (4.1)
=4 ||A~" Pz +6x,
1A, A7, Al I I,
ou encore H6 || H6A||
i
— P < cond,(A L
o+ oa], = %
[| o] 10A], 1

b. En déduire que si |47} 6All, <1 alors |p < cond,(A)
P

[z

—[A-1 :
[A], T[4 oA,
On part de la premiére inégalité de la majoration (4.1),
6|, < [A~" 6A], [l + x|,

On en déduit
6z, < A~ 54l (qup i Haxup) .

De l'inégalité ci-dessus on peut écrire
(1147 a4, )16, < 147" 341, )
qui implique

. . 16A]l,
L—[[A7" oAl |lloxll, < |AT7], 19Al, llz]l, < cond,(A) AL [, -
p

Comme ||A~15A|| » < 1, on peut diviser I'inégalité ci-dessus par le nombre non nul 1 —
A1 6All,- On trouve

Al
AT, T— A7 64T,
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4.3 Applications

Calculer le conditionnement par rapport a la norme | |, de la matrice
suivante
a -1
-1 a -1
-1 o -1 O
-1 o -1
Ta:
-1 o -1
0 -1 a -1
-1 o -1
-1 «

ou « est un parametre réel.

Comme la matrice T, est symétrique et réelle, ses valeurs propres sont réelles, et son
nombre de conditionnement est donné par

max; |\ (Th)]
do(Ta) = —— ==~
con 2( ) mini ’/\z (Ta> ’

On commence alors par chercher les valeurs propres de Ty,.
Soient ¢ = “(qo,q1 ;s qn;qnr1) € R 2 tel que g9 = ¢ui1 = 0 et n Pordre de T,.

Sit(q1,...,qn) est vecteur propre de T, associé & la valeur propre \ alors on a
Taq=Aq,
ou encore
1+ A—a)q + =0, l=1,...,n,
Q-1+ ( )@+ Qi+ (4.2)
avec qo = gn+1 = 0.
Le polynome caractéristique associé a la récurrence linéaire (4.2) est
pir)=r* + (A —a)r+1,
dont les racines sont
—A—a)—/(A—a)? -4
r_ = ,
2 (4.3)
—A—a)+y/(A—a)’ -4
r+ = 9 .

Ici, le symbole “, /~” est la racine carrée au sens général c’est-a-dire qu’il peut conduire a
des nombres complexes.
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La solution de la récurrence linéaire (4.2) est alors

l l
q =c_r_+cqry.

Les conditions gy = gn+1 = 0 donnent respectivement

0 = c— +cy c+ = —c_,
_ n+1 n+1 — n+l n+1
0 = crl™ +oeqry ry = r.

+1

n+1
. . . . r
La résolution de I'équation complexe /™" = ™1 ou encore 2"t = <+> =1, donne

2k
'rgf) :r@ exp<Ln+71r> k=0,...,n,

n + 1 solutions

ou 2= —1.

Cependant le cas k = 0 doit étre omis car il correspond a ry = r_ et donc ¢ =0, [ =
1,...,n, donc au vecteur ¢ = 0, supposé étre un vecteur propre.

vk
En multipliant I’équation (4.4) par exp <+1> et substituant les valeurs de r+ fournies
n

par I’équation (4.3), on obtient

()\—a+ (A —a)? —4> exp<;Lf71T>

(4.5)

Ce qui donne

(A—a)?—4 cos(nkfl> — (A —a): sm<n"fl> .

D’ou en prenant le carré, on trouve

(A — a)? |cos? ki + sin? LS — 4 cos? kb =0,
n+1 n+1 n+1

ou bien encore
2 k T 2
(A —a)” — |2 cos i =0. (4.6)

La résolution de 1’équation (4.6) d’inconnue A donne

A=ax2 cos(nkjl> . (4.7)

On en retient que le signe -, car le signe + engendre le méme ensemble des valeurs A,
puisque

_ ko ko (ko+n+1)m
/\ko =a—2 cos(n+ 1> = qa+2 cos(w—i—m) =a+2 COS(n—i—l = )\;04_”“.
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Par suite les valeurs propres de T, sont

k
A= —2 — ) ,k=1,....n. 4.8
k « COS<n+1> ’ ) » ( )

On fait Ay de (4.8) dans 'équation (4.3), on trouve

km . km
r_ = COS — ¢ sin ,
n+1 n+1
—cos FT N 4 sin( FT
r3 = COS I Ls i)

kl
ql(k) =ci(rh —rb) =2cq sin(n T > :

Par conséquent

+1

On cherche le coefficient ¢ pour que ||g¥)||, = 1. Pour cela on calcule [¢®)]], :

laellz = Z!q = (2les])” i [Sm<:—l:r1>r

k=1
_ <2|c+r>2; F p(’“f{) ;xp(;ilf)f
) m(22)
k=1
:W:kilexp<2;ilf>+gexp< 2Lkl7r> En:f]
:(2(|20j)|2) < Hzexp(mkm» ( sz":oexp( 2L/€l7‘r>>_kn12:|
- . 2kim(n+1) . —2uklm(n+1)
-Gl oo lpfxp(ﬂl}) L <<> U]
n+ n
_ (2(205’32 [—2—!—0—!—0—271]

De la condition [|¢*)||, = 1, on peut prendre

e )2
2(n+1) 2Vn+1’
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Conclusion Les valeurs propres de la matrice T, sont

km
A= —2 — | k=1,...,n. 4.9
k « COS<n+ 1> ’ y ey T ( )
avec les vecteurs propres correspondants ¢(%) = t(qgk) yeen ,ql(k), ,q,gk)) ou
k) _ 2 . klm 1= 1 i1
q = n+1sm<n+1 JA=1,....n. (4.10)

Les valeurs maximale et minimale de valeurs absolues des valeurs propres de T, sont

nm
a — 2 cos
(n+1>
a—2cos< il >‘
n-+1

9

Xi(Ty)

max;

Ai(Tw)

min;
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