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Analyse Numérique
Proposition de corrigé du TD 3

EXERCICE 1
Interpolation de Lagrange

Soit zq, x1, ..., Tn, n + 1 points distincts.

a. Soit (L;),_,, n + 1 fonctions de P, vérifiant L;(x;) = J;;. Montrer que
(Li)i=g, est une base de P, (ensemble des polynémes de degré inférieur ou
égal a n). Construire cette base.

(Li)i=o,, €st une base de Py,

e Ona Card|(Li)_g,| = n+1=dimP,.
e Soit (a;);_¢, € R tels que

1=0

Donc 0 = > ya;L;i(x;) = a; pour chacun des j € {0,...,n}, ou encore a; = 0 pour
chaque j. D’ott la famille (L;),_,,, est libre.

Par suite la famille (L;),_,, est une base de P,.

Construction de la base (L;);—g ,
Soit i € {0, ...,n}. Pour tout j € {0,...,n} j#1i, L;(x;)=0. Donc
Li(z)=¢ H;L:(),j?éi(l' —xj).

De Li(z;) = 1, on déduit
1

H?:o,j;éi(xi —x5)

C; =

D’ou

b. Soit p, € P, vérifiant : p,(z;) = f(z;)Vi = 0,...,n. Décomposer p, sur la
base des (L;) Un tel p, est-il unique ?

i=0,n"
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Décomposition de p, sur la base (Li)izo,n
On a

n
pn(x) = Z%Li(l‘) avec aj € R.
=0

De pn(z;) = f(x;)Vj =0, ...,n, on obtient

pu(@) = 3 flai) Lile)
=0

Unicité de py,

Soient pn, qn € Py, tels que py(z;) = f(zi)Vi=0,...,net q.(z;) = f(z;)Vi=0,...,n.
Alors le polynome r = p, — ¢, € Py a (n + 1) racines (z;);g,,- Comme deg r < n,

nécessairement r = 0.

c. Ecrire le polynéme d’interpolation associé aux points donnés dans le

tableau suivant :

T; -1 —1/2 0 |1/2]1
Fl@) | =3/2 0 |1/4] 0

TAB. 1 — Tableau pour l'interpolation.

On a
pa(x) = f(zo)Lo(x) + f(z1)La(z) + f(22)La(z) + f(23)L3(x) + f(24)La(2),
= 3 Lo@) + 1 (w2)La().
ot 1 1 1, 1
z+ -)x(r—=)(z—1 at— 23— —x? 4 —x
RS e L oy
(~14 (=1 = 0)(-1 - 2)(~1-1) :
1 5 1
(e D@+ ) -)@=1) ot a2t
e :
0+ 1)(0+ )0~ )0 -1) ;
D’ou
4 o3 Lo 4 2 1
3L =17 =t ox O = Tt 1
p4($):_§ 34 4 _'_1 41 4:1:3_1,2_13:_’_Z
2 4
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d. Etablir la majoration d’interpolation de Lagrange i.e. si f € C"([a, b)),
alors il existe ¢ €la, b] tel que

H?:o@f — )

e ). (1)

f(@) —pn(z) =

e Siz=u1;Yj=0,..,n,alors f(x),(x) =0, et tout £ €]a, b| convient.
o Sixz#x;Vj=0,..,n, alors définissons

o(t) = (1) — p(t) — k(z) Wi_o(t — z;), V¢ € [a,b],

ou k(x) est choisi de telle sorte que ¢(x) = 0.
D’une part, on en déduit que

f(x) —p(z)

R

(1.2)

D’autre part, la fonction ¢ +— ¢(t) est de classe C"*1([a, b]) admet (n+2) racines distinctes

X, TQ, T1, .-y, Tp SUr |a, b[. D’apres le théoréeme de Rolle :
t — ¢/(t) est de classe C"([a,b]) admet (n + 1) racines distinctes sur ]a, b[, appartenant
chacune entre les intervalles ouverts d’extrémités de x, zg, x1, ..., T, contenus dans |a, b|.

Par application du théoreme de Rolle,

t s ¢2)(t) est de classe C"1([a, b]) admet n racines distinctes sur ]a, b[. Par application
du théoreme de Rolle une nouvelle fois,

t— pB)(t) est de classe C"2([a,b]) admet n — 1 racines distinctes sur ]a, b|.

Ainsi de suite, par application du théoreme de Rolle, t — ¢+t (t) est de classe C%([a, b))

admet une racine ¢ €]a, b[, "D (€) = 0.

Puisque p, € P,, on a pELnH) =0et

0= ¢ (E) = FHI(E) — (n+ D k(x). (1.3)
Donc de (1.2) et (1.3) on tire,
fla) =p(z) _ fIE)

k) = Iy —z;) (n+1)

D’ou le résultat.

e. Soient f(z) = cos(x) et g(xr) = €3 définies sur [0,1]. Estimer le nombre
minimum de points pour que l’erreur entre la fonction et son polynéme d’in-
terpolation de Lagrange soit inférieure a 0.1, 0.01 et 0.001.
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Nombre de points mimimum pour satisfaire une tolérance € donnée

Premier cas : f os(x) sur [0, 1]
Onacos(”Jrl < +(n+1) ) et ‘x—y‘ <1 Vz,y €0,1], donc
|f(x)—pn(x))< 1 <e
T (n+1)! T
donne
(n+ 1) >e 1.
D’ou
ec=01=¢c1=10:

31 =6,

41=24 =>=n+1>4=>n>3.
ec=0.01l=¢1=100:

5=120 = n+1>5=n>4.

ec = 0.001 = 1 = 1000 :
6! =720,
"N=5040 =n+1>7=n>6.

Deuziéme cas : g(x) = exp(3z) sur [0, 1].
On a g™V (z) = 30"+ exp(3z) et ‘x - y‘ <1 Vz,y € 0,1}, donc

31 exp(3)

_ < - K
‘g(w) pn(w)‘ ST r oF
D’ou
ec=0.1:

309+ exp(3)

O+ 1)
3(10+1) GXp(B)
10+ 1)!

~ 0.3268383,

~ 0.0891377 = n > 10.
e c=001:
3(11+1) exp(3)
11+ 1)!
3(12+1) eXp(S)
(12 +1)!

~ 0.0222844,

~ 0.0051426 = n > 12.

e ¢ =0.001:
3(13+1) exp(g)

(311
3(14+1) eXp(S)
14+ 1)

~ 0.0011020,

~ 0.0002204 = n > 14.
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EXERCICE 2
Interpolation de Hermite

Soit f € Cl([a,b]) et z1, z2 deux points distincts. Soit p un polynéme de
degré < 3 vérifiant p(x;) = f(z;) et p'(z;) = f'(z;) pour i=1,2.
a. Montrer qu’un tel polynéme existe et est unique.

Existence
On pose p(x) = azx® + azx? + a17 + ag, donc p/(x) = 3azx? + 2azx + a;.
Les conditions sur p et p’ s’écrivent :

agazi” + agx% + aix1 + a = f(z1),
agxg + agzc% + aixza + ay = f(z2),
3a3x% + 2a021 + a1 + 0 = fl(z),
3azr3 + 2ar9 + a1 + O I (x2).
ou encore
1 x 1‘% IL‘? ao = f(x1)
1 xo x% x% al = f(x2)
0 1 2x 3z? as = f(z1)
0 1 2xy 3z a1 = f(2)
ou bien encore
AX =B
avec
1 @ af o aop f(z1)
1z a3 a3 a f(x2)
s X = C =
0 1 2x; 322 as f(z1)
0 1 2x9 323 ai 1 (x2)
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4
On a det(A) = — (xQ — 1:1) = 0 puisque x1 # x2, d’ou l'existence de p.

Unicité de p
Soient p, q € Ps tels que

Soit r = p — q. Alors

rtgg _ ;S(J;)) ii::117,22’, > @) =06 @ -m)ie - )

Comme r € P3, on a ¢(x) = 0, donc r = 0, puis p = ¢. D’ou 'unicité.

b. Etablir la majoration d’interpolation suivante : si f € C%([a,b]), alors il
existe & €]a, b| tel que

(x — 21)%(z — 22)?

f(@) = plx) = 1 ).

e Si x = xj0uxg, alors f(z) — p(x) = 0, et tout & €|a, b[ convient.
e Si x # x1,x9, On pose

o(t) = f(t) — p(t) — (t —21)(t — 22) k(x), VtE€ [a,b],
ou k(z) est choisi de telle sorte que ¢(x) = 0.

Donc
f(z) —p(x)
(x —x1)(x —29)

k(z) = (2.1)

On a également :
la fonction ¢ +— ¢(t) est de classe C*([a,b]) et admet 3 racines distinctes z, z1, z2 sur
[a, b]. D’apres le théoreme de Rolle :
t — ¢'(t) est de classe C3([a,b]) et s’annule en 2 points distincts ¢; , co # @, 71, T2,
c1,c2 € min(x, 1, x2), max(x, r1,x2)|.
De plus

¢'(t) = f'(2) = p'(x) = k(@) [2(t — 21)(t — 22)* +2(t —21)*(t ~ wz)] :

ce qui entraine ¢/(z1) =0, ¢'(z2) = 0.

t — ¢/(t) sannule en 4 points distincts c; ,co, 21, 3.

t — ¢"(t) est de classe C%([a,b]) et admet 3 racines distinctes d; ,ds ,ds chacune appar-
tenant a Uintervalle |z;, zx| ou z;, 2z, € {c1,c2,21, T2}

t > ¢B)(t) est de classe C'([a, b]) et admet 2 racines distinctes e; , es chacune appartenant
a Uintervalle |y;, yx[ ot yi , yx € {d1,d2,ds}.

t i ¢W(t) est de classe C%([a,b]) et admet 1 racine € €le; , ea[Cla, b].
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On a
0=01(&) = FU€) —p (&) — () k(x).
Comme p € P3, on a p*) = 0. Des équations (2.1) et (2.2), on déduit
f(x) = p(=) A3
(x—x1)2(x—x2)2 _k( ) - A s pourx;é:vl,:vz.

D’ou le résultat.

c. Trouver une base (A;, Ay, B, By) de Ps telle que

p(x) = f(z1)Ai(x) + f(r2)A2(z) + f'(21)Bi(x) + f'(22)Ba() .

(2.2)

(2.3)

et exprimer cette base en fonction des polynémes d’interpolation de Lagrange

Ll et LQ.
La condition p(x1) = f(z1) s’écrit :

@) Ar(21) + f(x2)Az(21) + f(21) Bi(21) + f'(22) Ba(z1) = f(21),

f@n) [Ar(@r) = 1] + f(@2) As(@1) + f'(@1) Bu(@r) + f(2) Ba(w1) = 0.

Ce qui s’écrit encore :

De méme de p(z2) = f(z2), on obtient

De la méme fagon, les conditions p'(x1) = f'(x1),p (x2) = f'(x2) s’écrivent :

'A/lacl =

(2.4)

(2.6)
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Les relations (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) peuvent se résumer en :

Ay
1

~

=

=~

g

RER®
I

Py P o~~~ —~ AA/_\A
N
— — — — — N N — — — — — N

Il
PO OO0 OOHO OO0 OO0

S
2
5
D
I

Comme A; € Ps, les relations (2.8) s’expriment par :
Ay (z) = (az 4 b) (z — 22)?,

1= (azy +b) (x1 — 29)?,
0= a(z) — x2)* 4+ 2(21 — 29)(az1 +b),

d’ou on tire a = — et b= 1 + 221 _ 3x — 1o
(xl - 1.2)3 (1'1 - 1’2)2 (.731 — .Z'2>3 (1-1 — .732)3'
Et donc ) )
Ai(z) = _2(x — ) (z — 2) (x — 29)

Pour calculer By, de (2.10) on a

Bi(z) = (az 4+ b) (x — x2)?,
0 = (az1 +b) (z1 — 22)?,
1=a(zy — 22)? + 2(x1 — z2)(az + D).

T

et b = —axr1 = —m

Donc a =
(21 — 22)?

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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o (0 — 21w — 22)?
T —T1)(T — X9
B 2.16
1(.%') (xl _ 1_2)2 ( )
Par raison de symétrie on a
(v — z2)(z — 21)?
B 2.17
2('%') (:U2 _ 371)2 ( )
Ezxpression de A1, Ao, By, By en fonction des polynomes de Lagrange
On a
Li(z) = TTT2 Li(z) = i ,
xr1 — T2 T2 — I
d’on
1 T — X9 2
A = —2(x —
o) = 26— ) (52 ) < (2222
= [1-2(z - &)L} (2)] (La(2))?,
Aole) = [1 - 2 — 22) L)) (La(a))’. (2.18)
T —x T — 2\
Bl(x):(l'g—l'l)( 1)X< 2>
xr1 — T2 1 — T2

= (z2 —m1) (L1(2))?

By(x) = (1 — x2) (La(2))* .

d. Décrire les polynoémes d’interpolation de Hermite dans le cadre général.

Polynémes d’interpolation de Hermite dans le cadre général
On se donne une fonction f et on cherche un polynéme p € Po,_1 tel que

p('r’l) = f('xl)’ i = 17"7”7
p(z) = fl(x;), i=1,..,n

Alors on a
p(z) = Z flai)Ai(z) + f'(2i) Bi(x)
i=1
ou la base (A;, B;) est donnée par
Ai(x) = [1 = 2(z — @) Li(w)] (Li(2))?,
Bi(x) = (z — m:) (Li(x))* .

9
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En effet, la base (A;, B;) polynomes de Pa,_1 est cherchée telle que
Ai(zj) =655, Aizj)=0, 4,j=1,.,n,
(2.19)
Bi(z;) =0, Bi(zj)=10dj, i,j=1,..,n.
Ce qui suggere de prendre (4;, B;) de la forme
Ai(w) = (Li(2))* (ai(w — zi) + ¢
Bi(x) = (Li(2))* (bi(x — ;) + di) .
Pour chaque i € {1,..,n} les conditions (2.19) en x; s’écrivent
1=Ai(x;) =¢, 0=Al(z;) = Li(x;) (2¢;L(z;) + a; Li(z;)) ,
0= Bi(z;) =d;, 1= Bi(z;) = Li(z;) (2d;L}(z;) + b;Li(z;)) -

Ce qui donne
C; = 1, a; = —2Lg(a:i),

Si f est de classe C?", alors il existe & € | min (z, (2i)i=1,.n), max (x, (;)i=1,.n) [ tel que

(2n)
) = plo) = Lo (o - 0y)

10



