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EXERCICE 1
Normes vectorielles

1.1 Définitions

Soit un entier n > 0.
a. Montrer que les applications suivantes définies sur Rn sont des normes sur Rn,

x 7→ ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| ,

x 7→ ‖x‖2 =
( n∑

i=1

|xi|2
)1

2
,

x 7→ ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi| .

b. Montrer que, pour 1 ≤ p < +∞, l’application suivante définie sur Rn est une norme
sur Rn,

x 7→ ‖x‖p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1

p
.

1.2 Équivalence de normes

Montrer les relations suivantes sur Rn,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞ ,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√

n ‖x‖∞ ,

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√

n ‖x‖2 .

1.3 Relation entre la norme p et la norme +∞

Pour x ∈ Rn, montrer que
lim

p→+∞
‖x‖p = ‖x‖∞ .

EXERCICE 2
Normes matricielles

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0, A = (aij)i,j=1,...,n.
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Pour 1 ≤ p ≤ +∞, on note par ‖ ‖p la norme matricielle calculée à partir de la norme
vectorielle ‖ ‖p i.e.

‖A‖p = sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p = sup
‖x‖p≤1

‖Ax‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p

‖x‖p

.

a. Montrer que

‖A‖1 = max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij | ,

‖A‖∞ = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij | .

b. Soit B une matrice réelle et symétrique. Montrer que pour

λmin(B) ≤ (Bx, x)
‖x‖22

≤ λmax(B) ,

où λmin(B) et λmax(B) sont respectivement les plus petite et grande valeurs propres de B.

En déduire que ‖A‖2 =

√
ρ

(
tAA

)
, où ρ est le rayon spectral.

EXERCICE 3
Une application

Soit (θn)n≥0 une suite définie par

θn+1 ≤ θn−1 + 2βθn + αn , pour tout n ≥ 1 ,

avec θn, αn, β ∈ R+.
a. Montrer qu’il existe une matrice A et un vecteur Bn tels que(

θn

θn+1

)
≤ A

(
θn−1

θn

)
+ Bn pour tout n ≥ 1 .

b. En déduire que

θn ≤ e(n−1)β
√

θ2
0 + θ2

1 +
n−1∑
i=1

αi e(n−1−i)β , pour tout n ≥ 2 .

EXERCICE 4
Conditionnement d’une matrice

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, on note par condp(A) le
nombre de conditionnement de A calculé avec la norme matricielle ‖ ‖p.
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4.1 Quelques propriétés du conditionnement

Montrer les propriétés suivantes :
a. condp(A) ≥ 1 ;
b. condp(αA) = condp(A) , ∀α 6= 0 ;

c. cond2(A) =

√
maxi |λi(A?A)|
mini |λi(A?A)|

, où les nombres λi(A?A) sont les valeurs propres de A?A

et A? est l’adjoint de A ;

d. si A est symétrique et réelle alors cond2(A) =
maxi |λi(A)|
mini |λi(A)|

, où les nombres λi(A) sont

les valeurs propres de A ;
e. si U est une matrice orthogonale alors cond2(U) = 1 et cond2(AU) = cond2(UA) =
cond2(A).

4.2 Analyse perturbative

Soient x et x + δx les solutions des systèmes linéaires

Ax = b ,
(A + δA)(x + δx) = b .

a. Montrer que
‖δx‖p

‖x + δx‖p

≤ condp(A)
‖δA‖p

‖A‖p

.

b. En déduire que si ‖A−1 δA‖p < 1 alors
‖δx‖p

‖x‖p

≤ condp(A)
‖δA‖p

‖A‖p

1
1− ‖A−1 δA‖p

.

4.3 Applications

Calculer le conditionnement par rapport à la norme ‖ ‖2 de la matrice suivante

Tα =



α −1
−1 α −1

−1 α −1 0
−1 α −1

. . . . . . . . .
−1 α −1

0 −1 α −1
−1 α −1

−1 α


.

où α est un paramètre réel.
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