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EXERCICE 1
Normes vectorielles

1.1 Définitions

Soit un entier n > 0.
a. Montrer que les applications suivantes définies sur R™ sont des normes sur R”,
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b. Montrer que, pour 1 < p < 400, 'application suivante définie sur R™ est une norme

sur R"”,
1
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1.2 Equivalence de normes
Montrer les relations suivantes sur R,

2]l < llzlly < n i)l
2l < lllly < vV llzll »
lzlly < lllly < v llzlly -

1.3 Relation entre la norme p et la norme +oo

Pour z € R™, montrer que

Jlimloll, = ol
EXERCICE 2

Normes matricielles

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0, A = (a;j)i j=1,..n-
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Pour 1 < p < +o0, on note par || ||, la norme matricielle calculée a partir de la norme
vectorielle || [|, i.e.

[ Az],

|All, = sup |Az|,= sup |[[Az[, =sup
ol =1 Joll, <1 w20 |1zl

a. Montrer que

n
IAll, = max Y layl,
J=Len iy

e

n

Al = max > ayl.
1,...,n 5~
7j=1

i=1,...,
b. Soit B une matrice réelle et symétrique. Montrer que pour

(Bz,x)

Amin(B) < 5
zll5

< Amax(B) )

Ol Apin (B) et Amax(B) sont respectivement les plus petite et grande valeurs propres de B.

En déduire que ||Af|, = p<tAA>, ou p est le rayon spectral.

EXERCICE 3
Une application

Soit (0,,)n>0 une suite définie par
Ont1 <01+ 2060, + a,, pour tout n>1,

avec Oy, an, B € R,.
a. Montrer qu’il existe une matrice A et un vecteur B,, tels que

< On ) < A <9”_1> + B, pourtout n>1.
9n+1 Hn

b. En déduire que

n—1
0, < 1A \/OR+07 + Z a; ™ 1798 pour tout n > 2.

=1

EXERCICE 4
Conditionnement d’une matrice

Soit A une matrice carrée d’ordre n > 0. Pour 1 < p < 400, on note par cond,(A) le
nombre de conditionnement de A calculé avec la norme matricielle || |[,.

2
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4.1 Quelques propriétés du conditionnement

Montrer les propriétés suivantes :
a. cond,(A) > 1;
b. cond, (@A) = cond,(A), Va #0;
max; |\;(A*A)
min; |A;(A*A)]|
et A* est 'adjoint de A;

c. conds(A) = , ol les nombres \;(A*A) sont les valeurs propres de A*A

max; |Ai(A)|

d. si A est symétrique et réelle alors conds(A) = — A (A)]
min; |\

, ou les nombres \;(A) sont
les valeurs propres de A;

e. si U est une matrice orthogonale alors condz(U) = 1 et condy(AU) = condz(UA) =
condy(A).

4.2 Analyse perturbative

Soient x et z + dx les solutions des systemes linéaires

Az = b,

(A+64)(x +06z) = b.
a. Montrer que M < cond (A)%
o+ oaf, = g

16| 15ALl, 1

IAll, 1—[1A=T6All,

b. En déduire que si |47} 6All, <1 alors P < cond,(A)

[

4.3 Applications

Calculer le conditionnement par rapport a la norme || ||, de la matrice suivante
a -1
-1 o -1
-1 o -1 O
-1 o -1
Ta = -
-1 a -1
O -1 a -1
-1 o -1
-1 «

ou « est un parametre réel.



