These de Doctorat
de I’Université Paris VI
Spcialité : Mathématiques
présentée par
Pierre-Emmanuel Jabin

pour obtenir le grade de Docteur de
I’Université Paris VI

EQUATIONS DE TRANSPORT
MODELISANT DES
PARTICULES EN INTERACTION
DANS UN FLUIDE ET
COMPORTEMENTS
ASYMPTOTIQUES






Remerciements

En premier lieu, je voudrais exprimer ma gratitude a mon directeur de these,
Benoit Perthame dont j’ai pu apprécier la valeur scientifique et les qualités
humaines.

Je remercie chaleureusement P. Degond et F. Poupaud pour 'attention avec
laquelle ils ont lu ma these.

Je suis également reconnaissant a Y. Brenier, L. Desvillettes, F. Golse et D.
Lhuillier d’avoir bien voulu faire partie de mon jury.

Je tiens enfin a remercier tous ceux qui m’ont aidé a un moment ou un
autre et notamment ma famille et tous les membres du département de
mathématiques de I’Ecole Normale Supérieure.






Résumé

Cette these consiste a étudier des modeles, principalement cinétiques, pour
décrire les interactions de particules qui se déplacent dans un fluide. Ces
interactions se font par le biais du fluide : une particule, en bougeant, déplace
le fluide qui agit alors sur toutes les autres particules. Les particules sont
supposées rigides et sphériques et le fluide est décrit par un écoulement de
Stokes.

La premiere étape consiste a modéliser et simplifier les interactions pour
arriver a “oublier” le fluide et a exprimer directement les forces qui s’exercent
sur les particules en fonction de leurs position et vitesse uniquement. Cela
permet d’obtenir une équation pour la fonction de distribution. La principale
difficulté, pour obtenir des dérivations rigoureuses, est de controler la distance
minimale entre les particules. En collaboration avec F. Otto, ce probleme a
pu étre résolu pour des particules sans inertie mais reste ouvert pour la
principale équation dérivée.

Il est ensuite possible d’étudier cette équation et diverses asymptotiques.
A cause des effets dissipatifs dus au fluide, le comportement en temps grand
sans forces extérieures fait ainsi apparaitre une concentration en vitesse de
la solution autour d’une masse de Dirac. Pour la méme raison, la fonction de
distribution devient aussi monocinétique lorsque l'inertie des particules tend
vers zéro en présence d’un champ de pesanteur.

On peut s’intéresser a la régularité des solutions de 1’équation par une
méthode de propagation de moments en vitesse. Cette méthode permet d’ailleurs
d’améliorer le résultat habituel pour le systeme de Vlasov-Poisson. Enfin se
pose la question de I'existence de solutions a 1’équation lorsque la densité ma-
croscopique ne tend pas vers zéro a linfini. I’approche proposée fonctionne
dans le cas du systeme de Vlasov-Poisson mais semble difficile a généraliser
a I’équation cinétique étudiée ici.






Abstract

This thesis consists in the study of models, mainly kinetic equations, which
describe the interactions of particles moving in a fluid. The interactions are
due to the fluid : as one particle moves, it pushes away the fluid which then
influence all the other particles. The particles are supposed rigid and spherical
and the fluid is described by the Stokes system.

The first step is to modelize and simplify these interactions in order to
forget the fluid and to express the forces on the particles directly in terms
of their positions. With this approximation, we can derive an equation for
the distribution function of the particles. The main obstacle to rigourous
derivations is to obtain a control on the minimum distance between any two
particles. In collaboration with F. Otto, this has been shown for particles
without inertia but it is unknown in the other cases.

After that, it is possible to study the kinetic equation we obtained for
different asymptotic behaviours. Due to the dissipative effects of the fluid, in
large time and without external force, the solution concentrates in velocity
around a Dirac mass. For the same reason, the distribution function also
becomes monokinetic when the inertia of the particles vanishes, and with a
gravity field.

The regularity of the solution is interesting. It can be obtained by a
method of propagation of moments which also gives better estimates for the
Vlasov-Poisson system than what was obtained before. The last question is
to try to get the existence of solutions, in a sense to be precised, to the
equation with a constant and non zero macroscopic density at infinity. We
propose a method which works well for Vlasov-Poisson but seems difficult to
extend to the kinetic equation studied here.
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12 INTRODUCTION

Le plan de cette introduction suit le plan général de la these. La premiere
partie présente la dynamique et les modeles obtenus dans la limite d’un
nombre infini de particules. Deux asymptotiques particulieres du modele
cinétique sont ensuite détaillées. La troisieme partie traite de la régularité
des solutions et de I'existence de solutions pour le systeme de Vlasov-Poisson
lorsque masse et énergie sont infinies.

1 Modélisation

1.1 Cadre général

On considere la dynamique de N particules identiques, rigides et sphériques
de rayon R en interaction dans un fluide. Tant que le nombre N est fini, cette
dynamique peut se représenter par un systeme d’équations différentielles pour
les particules, couplé a des équations aux dérivées partielles pour le fluide.
On ne considérera pas ici le cas d'un écoulement dans un domaine borné,
et plus précisémment on suppose que le fluide remplit tout 'espace (sauf le
volume occupé par les particules). En ce qui concerne le cadre général, le
cas d’'un domaine plus restreint n’apporte que des modifications mineures
dans les équations. Par contre, il compliquerait nettement les approxima-
tions dipolaires qui vont étre faites, rendant d’ailleurs toute forme explicite
impossible en général.

On se place en dimension 3, ce qui est la situation la plus réaliste phy-
siquement. On note X; les centres de chaque particules, V; leur vitesse de
translation et €2; leur vitesse de rotation. Les particules ont une masse m
(leur densité sera notée p,) et un moment d’inertie j. En dehors des effets
dus au fluide, elles sont soumises a une force extérieure F,. Le fluide est
modélisé par ses champs de vitesse et de pression u et p, il a une densité py
et une viscosité p.

Le cas le plus général considéré habituellement est celui d’un fluide satis-
faisant les équations de Navier-Stokes incompressible ou isentropique. Dans
le cas incompressible, la dynamique s’écrit

Py (%1; - qu> + Vup = plpu dans IR? — UY.| B;,

div u = 0 dans IR* — UY., B;, (1.1)
ulgp, = Vi + Q4 A (2 — X5), |
u(]z| = 00) =0,
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pour le fluide, couplée avec pour les particules (n étant la normale sortante
aux spheres)

X =V,

mV; = F; = F.+ [yp (0 - n)dS,
JQU=Ti=Tc+ [op(x — X;) A (0-n)dS,
o= —pld+ u(V,u+ Vul).

La présence des particules influence le mouvement du fluide d’abord a
cause des conditions aux limites au bord des spheres, ce qui reste assez faci-
lement controlable. Mais les particules déterminent aussi le volume ou vont
étre résolues les équations pour le fluide, ce qui est beaucoup plus ennuyeux
et fait exploser les estimations sur les champs du fluide quand deux particules
se rapprochent jusqu’a se toucher.

I1 est toutefois possible d’étudier cette dynamique en gardant N constant.
B. Desjardins et M. Esteban (voir [7]) ont ainsi montré qu’elle avait des
solutions au moins jusqu’au temps de premiere collision entre particules, le
résultat étant limité par les théoremes d’existence habituels pour Navier-
Stokes (si 'on travaille en dimension 3). On citera également les simulations
numériques de la méme dynamique par B. Maury et R. Glowinski (se reporter
a [22] et [23]).

Afin de simplifier les constantes apparaissant, on supposera a partir de
maintenant que la force extérieure est soit nulle, soit due a un champ de
pesanteur e.

(1.2)

1.2 Approximation d’un écoulement de Stokes

Comme ce qui nous intéresse ici est la limite de cette dynamique quand N
devient infini, on ne considérera que des écoulements de Stokes, stationnaires
pour le fluide. Cette approximation est valable si le nombre de Reynolds de
I’écoulement est petit, ce qui est le cas pour des petites particules suffisam-
ment diluées. On remplace alors le systéme (1.1) par

Vap = pgu dans IR* — Y., By,
div u = 0 dans IR* — UY, B;,
ulog, = Vi + % A (v — X;),

u(|z] = 00) = 0.

(1.3)

Une simplification importante est que maintenant le fluide s’adapte instan-
tanément a la disposition des particules (on pourra se reporter a [16] pour
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I'utilisation des équations de Stokes en mécanique des fluides). Cela signifie
qu’il n’y a plus d’effets de retard dans les interactions entre les particules.
Si l'on utilise le systeme (1.3), les équations pour le fluide ne posent plus de
probleme pour montrer ’existence de solutions a la dynamique couplée. Tou-
tefois, le temps d’existence est toujours limité par les éventuelles collisions
entre deux particules. Bien entendu si 'on néglige les effets d’inertie dans
le fluide, la question se pose de savoir si I'on doit aussi négliger 'inertie des
particules. Dans ce cas, le systeme (1.2) devient

Xi =V,

0 =me+ [5p,(0-n)dS,

0= fyp,(x — Xi) A (0 -n)dS,
o= —pld+ p(Vyu+ Vyuh).

(1.4)

A chaque instant, la vitesse de chaque particule est alors une fonction de
toutes leurs positions. Bien entendu cette approximation n’a d’intéret que si
la force extérieure qui s’exerce sur les particules n’est pas nulle. Dans le cas
contraire, les vitesses de toutes les particules sont nulles. Les deux systemes
(1.3) et (1.4) sont utilisés par les mécaniciens des fluides notamment pour des
calculs de vitesse de sédimentation de particules solides dans un liquide (voir
en particulier 2], [9], et [17]). En effet dans ce cas, la densité des particules
est comparable a celle du fluide.

On va travailler avec deux dynamiques couplées possibles : le systeme
(1.3) couplé avec les systemes (1.2) ou (1.4).

1.3 Approximation dipolaire

Les deux dynamiques considérées restent trop complexes pour pouvoir
espérer passer a la limite sur le nombre de particules. En particulier, les in-
teractions dépendent toujours de maniere compliquée des positions de toutes
les particules. En tenant compte de la linéarité du systeme (1.3), on va ap-
procher les forces par une somme d’interactions a deux particules.

Notons d(t) la distance minimale entre deux points X;. On procede a une
sorte de décomposition multipolaire des termes de force que l'on tronque a
l'ordre R?/d?* (le premier chapitre donne plus de détails). Tenant compte de
ce que l'ordre de grandeur des vitesses de rotation est celui des vitesses V
divisé par R (si I'on veut que V; soit du méme ordre que (x — X;) A £2;), on
obtient
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{ F; = -6 RuV; + R*p i AKX — X5) - Vi + me, (1.5)

Fi = — 87TR2[I,QZ .

La matrice A est la fonction de Green du systeme de Stokes a une constante
multiplicative positive pres, c¢’est-a-dire la solution de

Au=Vp+ Ké(z) dans IR?,
div u = 0 dans IR*, (1.6)
u(|z| = 00) = 0.

On peut d’ailleurs donner une expression exacte pour A

Alz) = —gw <|i|1d + W) . (1.7)

On remarque immédiatement qu’avec ’approximation donnée par (1.5),
la dynamique pour les vitesses de rotation devient triviale et totalement
découplée des équations pour les positions et vitesses. En conséquence, on
oubliera désormais ces vitesses de rotations.

Les équations pour les particules deviennent donc

Vi= =g Vit o R AX = X5) - Vit e, '

si 'on garde l'inertie des particules et sinon

0= —6ruRV; + nR* ;. A(X; — X;) - V; + me. '

Ces équations sont maintenant autonomes et ne sont plus couplées avec une
équation pour le fluide, ce qui était bien le but recherché. On peut encore
signaler que cette approximation dipolaire revient a modéliser les particules
par des forces ponctuelles proportionnelles a leurs vitesses.

En tout état de cause, cette approximation reste pour I'instant purement
formelle et ne peut étre envisagée que si la distance entre les spheres est
beaucoup plus importante que leur rayon.
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1.4 Equations pour la fonction de distribution
Cas des particules avec inertie

Pour décrire la dynamique (1.8), ot les X et les V; sont donnés au départ,
quand N devient infini, on va chercher a écrire une équation sur la fonction
de distribution des particules dans I'espace des phases. A N fixé, on définit
donc

1 N
fn(t,x,v) NZ ()0 (v — Vi(t)). (1.10)
Remarquons maintenant que en posant A(0)

> AXi = Xj) - Vi = NAx jy, (1.11)
J#i
ou jy est le courant macroscopique associé a fy soit

JN = / vfndv. (1.12)
R3
La fonction fy est ainsi solution de
Ofn+v-Vofn +div(invAxjny — Ayv+e)fn) =0, (1.13)
avec
—9_p
Av = 27, (1.14)
nN = K)\NNR

En supposant que ces quantités ont une limite quand N tend vers I'infini,
toute limite f de fy satisfait formellement 1’équation cinétique

Ohf+v-Vof+div(nAxj—v+e)f) =0,

Jjt,x) = [peof(t,x,v)dzdv, (1.15)

ft=0,z,v) = fOz,v).
Cette équation modélise la dynamique des particules dans la limite /N infini.
Malheureusement, on ne sait pas pour 'instant prouver rigoureusement cette
dérivation sauf dans le cas ou la matrice A serait réguliere (continue par
exemple, voir [30] pour ce genre de questions). En utilisant le fait que A
est la fonction de Green des équations de Stokes, on peut aussi écrire (1.15)
comme
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Of+v-Vuf +div(Mu—v)+e)f) =0,
%Au =V, + 7,

divu =0,

u(|z| = o0) =0,

Jjt,x) = [psvf(t, x,v)dzdv,
ft=0,z,v) = fOz,v).

(1.16)

Particules sans inertie

La procédure suivie est la méme que pour les particules avec inertie. On
définit les deux distributions

pn(t ) = %Zi]ilé(x — Xi(t)),
in(t,x) = £ 3N, 8(x — Xi(t)). (1.17)

Elles vérifient le systeme suivant

AnIN = (MNA*jn +e)pn.

Il est important de noter ici qu’a cause de la négativité de A en tant qu’opérateur
de convolution, la deuxieme équation définit bien uniquement jy. Avec les
mémes échelles (1.14) que précédemment et toujours seulement formellement,
on obtient pour les limites p et j

8tp + le] = O,
Aj = mAx*j+e)p, (1.19)
p(t =0,2) = p°(z).

Comme précédemment, on peut aussi écrire (1.19) comme

Op + div(pu) = 0,

%Au =Vp—+7,
divu =0, (1.20)
u(|z] = 00) = §

plt = 0,2) = p(x).
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Bilan des échelles physiques, exemple d’application

On a obtenu les équations (1.15) ou (1.19) sous différentes conditions. La
premiere est que le nombre de Reynolds du fluide est petit. Les conditions
(1.14) sont valables pour un nuage de particules de taille caractéristique et
une échelle de temps 1. Pour le cas général, les particules ont une taille
caractéristique & = dN'3 et une dynamique selon une échelle de temps
T = &/V. La vitesse créee par une particule dans le fluide étant de 'ordre de
ViR/|x — X;|, on obtient finalement les conditions pour (1.15)

Rey:pf—VR << 1,

T dN1/3

RZIZI, = ’;ZQVPP = const, (1.21)
2/3

RJ\; = const.

Dans le cas de particules sans inertie, le facteur d’échelle du champ de pesan-
teur |e| détermine 1’échelle des vitesses V = p,R?|e|/p. 11 faut remplacer la
deuxieme condition par une condition imposant que le temps de relaxation
des particules vers les vitesses données par (1.19) est beaucoup plus petit que
I’échelle de temps caractéristique. Ce temps de relaxation étant de 'ordre de
ppR?/ 1, on trouve

3
Rey = 20t <,

2 7n71/3
TH  __ prdN
Rp, — 2RI ~ 7 1, (1.22)
2/3
% = const.

Bien entendu, ces conditions sont a prendre a titre purement indicatif. Elles
permettent cependant de savoir a peu pres quels cas concrets peuvent étre
modélisés par (1.15) ou (1.19).

Prenons par exemple le cas d'un nuage de quelques metres formé de pe-
tites gouttes d’eau (de 10 microns environ) dispersées dans 'air que l'on
regarde pendant quelques dizaines de secondes. La taille des gouttes est suf-
fisamment petite pour qu’elles soient effectivement sphériques et rigides. Les
parametres physiques sont les suivants

pr=1kgm™3 u=10"kgm's7', N =10°

Pp = 103kig,m*3’ R = 10*57”7 d= 1072m’ V =0.1m.s L. (123)

Regardons ce que donnent les conditions (1.21) dans cette situation. Le
nombre de Reynolds du fluide vaut 0.1, la deuxieme constante dans (1.21)
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10% et la derniere vaut 10. Excepté pour la deuxieme, elles sont & peu pres
vérifiées. Dans le cas de (1.22), le nombre de Reynolds vaut 0.1 et la valeur
correspondant & la deuxiéme condition, 103, étant supérieure a 1. Cette situa-
tion est intéressante car on s’attend a ce que le comportement des particules
passe du systeme (1.15) au systeme (1.19) au cours du temps.

1.5 Vers des dérivations rigoureuses

Le probleme d’une dérivation rigoureuse du systeme (1.15) ou (1.19) est
tres délicate. Dans le cas de (1.15), méme en supposant que I’approximation
dipolaire est vraie, on n’a aucun résultat. En fait avec cette approximation,
la question est proche de celle d'une dérivation rigoureuse du systeme de
Vlasov-Poisson.

Que l'on néglige I'inertie des particules ou non, le principal obstacle est
de s’assurer que les échelles choisies au départ seront préservées au cours de
I’évolution en temps.Ce ne peut étre le cas que si beaucoup de particules ne
peuvent pas se rapprocher beaucoup plus qu’elles ne I’étaient au départ.

Dans le cas de particules sans inertie, un résultat obtenu avec F. Otto
répond a cette question. On considere la dynamique (1.4) couplée avec (1.3) et
on note d(t) la distance minimale entre deux particules et V'(¢) le supremum

des |V;(t)]. On alors

Theorem 1.1 Supposons qu’il existe une constante C' telle que, quand N
tend vers l'infini

R RN?/3 L
[N <
a0) 0, a0 = c, V(0)

R —0, <C. (1.24)

pri?

Alors il existe Ny, une constante K et un temps T > KC™2 tels que, pour

N > Ny

V(t) < KV(0), d(t) >

d(0) vt e o, 7). (1.25)

DN | —

Si I’'on suppose en plus I'approximation dipolaire, ce théoreme permet de
dériver immédiatement le systeme (1.19). Sans approximation dipolaire et
dans un régime tres dilué RN?/3/d — 0, il permet de montrer qu’a la limite,
les particules se déplacent comme si elles étaient seules dans le fluide.



20 INTRODUCTION

On espere arriver a prouver avec ce théoreme que la dynamique couplée,
sans approximation dipolaire et avec les bonnes échelles, a pour limite un
systeme de la forme de (1.19).

1.6 Un autre modele cinétique

On utilise couramment un autre modele cinétique (voir [15] pour l'exis-
tence de solutions)

Of+v-Vuf +Adiv((u—v)f) =0,

Ou— ANu=Vp+n(j — pu),

div u =0, (1.26)
u(|z] = o0) =0,

p(t,l’) = ff(t,ﬂf,l))d’l], j(t,l‘) = fvf(t,x,v)dv.

Ce modele est dérivé en supposant que les particules sont dans un fluide am-
biant de champ de vitesse u et qu’elles ne voient que le fluide et pas les autres
particules. La force qui s’exerce sur chacune d’elle est alors un simple frotte-
ment u — v. On suppose ensuite que le fluide vérifie une équation de Stokes
instationnaire (cela pourrait étre Navier-Stokes ou Stokes stationnaire) dans
tout I'espace mais avec des termes sources. On détermine ceux-ci a l'aide du
principe d’action-réaction qui veut que la force exercée par les particules sur
le fluide soit 'opposée de la force exercée par le fluide sur les particules, en
tenant compte des échelles différentes (macroscopique pour le fluide, micro-
scopique pour les particules).

Le systeme (1.26) est un peu plus compliqué que le systeme (1.15) bien
qu’il modélise moins précisément les interactions entre particules. Il est sur-
tout utile lorsque le fluide a un mouvement propre qui n’est pas du aux
particules. On pourrait en fait parfaitement écrire I’équivalent du systeme
(1.15) dans un flot ambiant non nul. Dans la suite, on ne considérera cepen-
dant que le systeme (1.15) puisque I'on n’est pas intéressé par un mouvement
propre du fluide.

2 Description de deux asymptotiques
Cette partie résume les résultats obtenus pour la limite en temps grand de

systeme (1.15) et la limite du systeme (1.15) vers le systéme macroscopique
(1.19). L’existence de solutions faibles pour le systeme (1.15) est rappelé dans
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le premier paragraphe mais ne pose pas de probleme particulier (1’'obtention
de solutions plus régulieres est détaillée dans la partie suivante).

2.1 Limite en temps grand sans force extérieure

Dans tout ce paragraphe, on va supposer que le champ de pesanteur e est
nulle. On explique d’abord les propriétés de dissipation d’énergie du systeme
(1.15), on peut ensuite donner les résultats d’existence de solution et de limite
en temps grand.

Dissipation d’énergie

La dynamique couplée (1.2) et (1.3) dissipe I’énergie cinétique des parti-
cules a cause, bien entendu, des effets visqueux du fluide. On peut montrer
qu’en 'absence de forces extérieures, on a

d al 2 T2
7 2V M/RB_UBi|Vu+Vu| v <0 (2.1)

Cette propriété est conservée par 1’équation cinétique. Dans ce cas on définit
I’énergie cinétique par

_ 2
E(t) = /IR 02 (L, z, v)dzdv. (2.2)
En utilisant le systeme (1.15), on trouve formellement la relation
d . )
SE(t) = —2AE(1) + n/j (A xj)dz. (2.3)

Comme l'opérateur de convolution associé a A est négatif, on obtient la
relation

E(t) < E(0)e M. (2.4)

Concentration en temps grand
En plus de la dissipation de I’énergie, le systeme (1.15) vérifie les inégalités

suivantes

T s
1t s Mlpeemey < e Ol Lo (mey-
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Avec ces estimations et des techniques ressemblant a celles utilisées pour
les solutions faibles de Vlasov-Poisson (voir [1] et [8]), on peut prouver le
théoreme suivant

Theorem 2.1 (Existence de solutions faibles) On suppose que f° € L' N L™
et que E(0) < oo. Alors il existe f € L>([0, T], L' N L*>) solution au sens
des distributions de (1.15), qui vérifie les estimations (2.4) et (2.5), continue
en temps & valeur L' et telle que

Op + divj = 0. (2.6)

La dissipation exponentielle d’énergie permet ensuite de montrer que la so-
lution se concentre comme une masse de Dirac en vitesse.

Theorem 2.2 (Limite en temps grand) Sous les hypothéses du théoréme 2.1,
on a quand t tend vers l'infini

ft,x,v) — p(z)d(v) dans w — M'(IR®) (topologie faible des mesures de
Radon),

p(t,z) — p(z) dans w — LP(IR?) pour 1 < p < 5/3.

Ce théoreme est en fait vrai pour des équations plus générales. On pourra
se reporter au chapitre 3 pour plus de détails.

Limite en présence d’une force extérieure

Il est naturel de se demander si le méme type de résultat est vrai si le
champ de pesanteur n’est plus nul. Bien entendu, on ne s’attend plus a une
concentration autour des vitesses nulles mais il pourrait quand méme exister
une vitesse limite qui ne soit pas zéro.

Les techniques utilisées dans le cas sans pesanteur ne permettent cepen-
dant pas de le montrer. Afin de se forger une intuition dans ce cas, nous avons
réalisé un code numérique fondé sur une méthode de particules et conduit des
simulations numériques de la solution de 1’équation avec gravité. Ces simu-
lations suggerent qu’il n’y a pas de vitesse limite. Le comportement observé
est assez complexe et ne semble pas devenir stationnaire méme dans le cas
de moyenne en temps ou en espace.
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2.2 Limite macroscopique

On a vu dans la partie modélisation que le systeme (1.19) représente une
dynamique sans inertie des particules. Ce systeme peut aussi étre obtenu
directement comme une limite macroscopique du modele cinétique (1.15).

Si I'on impose dans la dynamique & P'accélération des particules (les V;)
d’étre d’ordre €, on trouve a la limite a la place de (1.15)

Oife+v-Vafe+ %div((nA*j6 — M +e)f)=0,
Je(t,z) = [pavfe(t,x,v)dzdv, (2.7)
f(t=0,z,v) = fO(z,v).

La limite formelle de ce systéeme quand € tend vers zéro est exactement
le systeme (1.19) pour les limites p et j de p. et j.. Ce résultat n’a pu étre
prouvé rigoureusement que si ’on suppose A réguliere.

Le systéme (2.7) préserve en effet la norme L' de f, et on peut voir assez
facilement que ’énergie cinétique reste également bornée uniformément en e.
Toutefois la norme L des f, explose exponentiellement en e. Par conséquent,
on n’a que des estimations mesures pour f., p. ou j.. Ces estimations ne
permettent de donner un sens aux termes non-linéaires de la forme (A * j)pe
que si A appartient a (5. Dans ce cas on peut montrer

Theorem 2.3 Soit f. une suite de fonctions solutions de (2.7) pour une
donnée initiale fO dans L' N L> et d’énergie bornée. Alors on peut trouver
une sous-suite telle que quand € tend vers zéro

(i) pe — p, je — j dans L>([0, T], M*(IR®)) faiblement avec p et j solutions
de (1.19),

(ii) s | M — e — nA* j|* fedzdv — 0 dans C([t*, T]) pour tout t* > 0,

(iii) si A € WH alors f. — p(x)d(Av—e—nAxj) dans L>([0, T), M (IR*))
faible.

Des limites macroscopiques de ce genre, qui sont dues a des champs forts
et non a des collisions locales, commencent a étre étudiées. Ce résultat est a
rapprocher des travaux sur les limites quasi-neutres des plasmas ou sur les
limites du systeme de Vlasov-Poisson avec un champ magnétique fort. On
citera notamment les articles de Y. Brenier [4], E. Grenier [14], E. Frénod et
E. Sonnendrcker [10] et F. Golse et L. Saint-Raymond [12].

Le théoreme 2.3 est notamment intéressant parce qu’il fait apparaitre
une concentration en vitesse pour une donnée initiale non préparée, c’est-a-
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dire parfaitement réguliere. Ce phénomene est bien entendu di au terme de
frottement.

La principale limitation de ce résultat est I’hypothese de régularité sur
la matrice A. Celle-ci est absolument nécessaire a la preuve mais relative-
ment troublante, en effet le systéme limite (1.19) propage sans difficulté la
régularité initiale sur p comme le montre le théoreme suivant

Theorem 2.4 Pour tout p° € L' N L3/?, le systeme (1.19) admet un couple
de solutions, au sens des distributions, p et j dans L>=([0, T], L*(IR*)). De
plus si p° appartient a W13, cette solution est unique globalement en temps.

Pour étendre le théoreme 2.3, il faudrait montrer que bien que f. explose
en norme L™ cette explosion se limite a I’espace des vitesses de sorte que p.
et je restent régulier. Le probleme principal vient du terme de transport qui
a tendance a propager dans 'espace 'effet de concentration en vitesse di au
terme de frottement.

3 Problemes d’existence et de régularité

3.1 Solutions fortes pour les systemes de Vlasov-Stokes
et Vlasov-Poisson

L’existence de solutions fortes sera envisagée ici du point de vue de la
propagation des moments en vitesse. Pour le systeme (1.15), cette propaga-
tion est triviale losque A est la fonction de Green du probleme de Stokes car
alors

/yva*dex < K/j (A% j)dz € LY([0, T)), (3.8)

car 'énergie cinétique est dissipée. Cette estimation H' en temps et espace
pour le terme de force est suffisante pour propager tous les moments en
vitesse.

Cependant, il est préférable d’obtenir des solutions régulieres pour des
matrices A plus générales, avec une singularité plus forte a l'origine. L’esti-
mation précédente ne peut alors plus fonctionner.

Le systeme (1.15) ressemble beaucoup au systeme de Vlasov-Poisson qui
est le suivant
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Of+v-Vuf+V,U-V,f=0,

AU = ap(t, x),

p<t> 33) = fR3 f(tv €, v)dv,

f(t=0,z,v) = fOz,v).
Pour ce systeme, I'existence de solutions fortes a été étudiée notamment par
J. Batt et G. Rein ([3]), E. Horst ([19]), K. Pfaffelmoser ([25]) et J. Schaeffer
([29]) en controlant les caractéristiques. P.L. Lions et B. Perthame ([20]) ont
simultanément démontré un résultat plus fort en prouvant que les moments
en vitesse My, = [ |v|F fdxdv étaient propagés pour k > 3. On ne savait pas
si les moments d’ordre 2 < k£ < 3 étaient aussi propagés. En utilisant des
lemmes de moments développés dans [11] et [21], I. Gasser, B. Perthame et
moi-meéme avons pu montrer que c¢’était le cas et plus précisémment

(3.9)

Theorem 3.1 (Viasov-Poisson) Supposons que f° € L™ et que pour un réel
k>2 ona

S (14 [v]* + 2]579) £2(2,v) < o0,

Plt,2) = s Pl — vt,0)do € L (0, oo, L9700 () 1)
Alors il existe une solution f de (3.9) telle que
/6(1 F ot 4 230V £ (2, @, v)dade € L2([0, T)). (3.11)
R

Le méme résultat peut se démontrer pour le systeme (1.15) avec une
matrice A dont la singularité a Porigine est d’ordre 1/|x|°. On prouve que

Theorem 3.2 (Viasov-Stokes) Supposons que 0 < 3 < 8/5, que f° € L™ et
que pour un réel k > 2, on a

Jrs (L [v]* + [2*) fO(, v)dadv < oo,
3Ot x) = [ips ][O — vt v)dadv € L, ([0, oo [, LP(IR)),  (3.12)
k+5 _ 8

1
avecpSkJr4 5

Il existe alors une solution f au systeme (1.15) telle que

/Rﬁu 4 of* 4 |22 f(t, 2, v)dedo € ([0, T]). (3.13)
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3.2 Solutions de Vlasov-Poisson de masse et énergie
infinies

Lorsque les mécaniciens des fluides calculent la vitesse de sédimentation
d’un nuage de particules (voir [2], [9] et [17]), ils supposent systématiquement
que le nuage s’étend jusqu’a l'infini. Il se pose ainsi la question d’arriver a
donner rigoureusement un sens au systeme (1.15) lorsque la densité macro-
scopique p tend vers une constante non nulle a Uinfini.

Comme le systeme (1.15) est assez proche du systeme de Vlasov-Poisson
(3.9), j’ai commencé par considérer ce probleme pour Vlasov-Poisson. Il
semble cependant que les résultats obtenus pour Vlasov-Poisson ne puissent
pas se généraliser au systeme (1.15).

Le probleme pour le systeme de Vlasov-Poisson est néanmoins intéressant
par lui-méme. Lorsque 'on est intéressé par ce qui se passe pres de 'ori-
gine dans un domaine borné mais grand, il est utile de pouvoir modéliser
la solution dans le reste du domaine par une fonction homogene de densité
macroscopique constante.

Des équations cinétiques avec masse et énergie infinies ont déja été étudiée,
notamment par S. Mischler et B. Perthame ([24]) pour Boltzmann et par F.
Castella ([6]) pour Vlasov-Poisson. Mais dans ce dernier cas par exemple,
I’énergie est remplacée par le moment d’ordre deux en espace. Ici, aucun mo-
ment en espace ou en vitesse n’est fini. La difficulté est alors due a I’équation
de Poisson. En effet, si p ne décroit pas a I'infini, on a une infinité de solutions
a cette équation et I'on ne peut pas différencier entre elles. On va ici suivre
une démarche courante en astrophysique et utilisée par exemple par G. Rein
et A.D. Rendall (voir [26]). E. Caglioti, C. Marchioro et M. Pulvirenti (voir
[5] ont récemment obtenu des résultats intéressants pour un probléme simi-
laire. Bien qu’ils ne puissent pas traiter des champs a longue portée comme
Vlasov-Poisson, leur approche permet de considérer toute solution localement
bornée et pas seulement des densités macroscopiques constantes a 1’infini.

On décompose la solution en une fonction homogene F'(a(t)x + b(t)v) et
une perturbation f. On choisit alors a priori que la solution de I’'équation de
Poisson (deuxieme équation de (3.9)) avec une constante ¢(t) comme second
membre est ac(t)z?/2 (c’est par exemple le potentiel crée a l'intérieur d’une
boule de densité de charge ¢(t)). Si 'on suppose que F est d’intégrale 1, la
fonction homogene doit vérifier le systeme suivant
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O F(ax + bv) + v -V, F(az + bv) + %x -V, F(ax + bv) = 0. (3.14)

Cette équation implique le systeme différentiel suivant pour a et b

. « ;
a+ﬁ20, b+a=0. (3.15)
La perturbation f, que l'on peut supposer intégrable en vitesse et en
espace, doit alors satisfaire au systeme

Of +v-Vof + (5 +V.V) -V, f ==V, V-V, F(ax + bv),
AV = ap,

p(ta il?) = f]R3 f(tw]:v U)dU,

ft=0,z,v) = fz,v).

(3.16)

Il est tres simple de prouver que le systeme (3.15) admet des solutions
mais difficile de montrer que le systeme (3.16) a des solutions (méme faibles).
Cela est du au terme source dans (3.16) qui implique entre autre que f ne
peut pas avoir de signe. L’estimation L' habituelle pour f n’est plus valable.
D’autre part, le terme source a la méme décroissance en espace que le champ
de force E. Or toutes les estimations habituelles donnent au champ F une
décroissance plus lente que la solution f dont il est issue. C’est ce probleme,
combiné au caractere non linéaire de ’équation, qui n’a permis d’obtenir que
des solutions en temps petit.

Theorem 3.3 Supposons que sur [0, T| le systéme (3.15) admet des solu-
tions a et b, que F € L®°(IR%), f° € L=(IR®) et que pour un k > 5

(14 |¢FVE € LN (IR?), E° ¢ L*(IR%),

fo (1 + |a(0)z + b(0)o[*)| 22 (2, v)dado < oo. (3.17)

Alors il existe un temps t* > 0 et f € L>([0, t*],L?* N L™®) une solution au
sens des distributions de (3.16) telle que

E(t,x) € L=([0, t*], L*(IR%)), /RG laz+bu|*| f|2dzdv € L=([0, T]). (3.18)
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Sans le terme non linéaire en E-V, f, on pourrait choisir t* = T" (existence
en temps grand). Méme en temps petit, la question de la propagation de la
norme L! de f n’est pas clair.

Cependant la régularité des solutions n’est pas beaucoup plus difficile
que pour une simple équation de Vlasov-Poisson. On peut ainsi obtenir la
propagation de moments de la forme [ |az-+bv|*|f] avec k > 3 pour le systeme
(3.16) pourvu que 'on ait déja une estimation L' pour f et E. On utilise
la méthode originelle de P.L. Lions et B. Perthame ([20]), les techniques
développées avec . Gasser et B. Perthame ne pouvant pas s’appliquer. On
a besoin en plus d’une condition sur les caractéristiques liées a 1’équation
(3.14) (on pourra se reporter au dernier chapitre pour plus de précisions).
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