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Introduction

Ce mémoire présente les recherches que j’ai effectuées depuis ma these sans
revenir sur ce qui était déja traité dans celle-ci.

Mes travaux portent essentiellement sur I’étude des équations cinétiques. Il
s'agit d’équations posées dans l’espace des phases, dérivées au départ en
physique statistique (équation de Boltzmann notamment). La trajectoire
d’une particule est alors a priori une droite et est modifiée par les termes
supplémentaires de I’équation (pour devenir une suite de segments de droite
par exemple). Cette souplesse dans la modélisation explique que l'on ren-
contre des équations cinétiques jusque dans des situations assez éloignées de
la physique statistique bien qu'un certain nombre de techniques ou d’idées
communes se retrouvent.

Le premier chapitre s’intéresse aux formulations cinétiques et donne a la
fois de nouveaux exemples de telles formulations et des résultats sur la
régularité que ces formulations impliquent sur la solution du probleme initial
par lemmes de moyenne. Le deuxieme chapitre considere quelques applica-
tions de la théorie cinétique aux systemes de particules. Enfin la derniere
partie est un peu plus éloignée de ces thématiques et porte sur des questions
de biologie et plus précisémment d’immunologie.






Chapitre 1

Formulations cinétiques et
régularité

Les formulations cinétiques sont en quelque sorte un outil qui permet de
travailler a un niveau “microscopique” sur des objets qui s’expriment natu-
rellement au niveau “macroscopique”. Elles ont été tout d’abord développées
pour les lois de conservation scalaire et la dynamique des gaz isentropiques en
dimension 1 par P.L. Lions, B. Perthame et E. Tadmor (voir [51] et [51]). Pour
plus de détails sur les formulations cinétiques des lois scalaires, on pourra se
reporter a [57].

1.1 Lois de conservation scalaires

1.1.1  Solutions entropiques

Une loi de conservation scalaire est une équation sur une quantité scalaire
u(t,z) avec z € R? de la forme

ou .
o + div(A(u)) =0,

u(t =0,7) = u’(x),

(1.1)

ou A est appelé le flux. L’exemple canonique est I’équation de Burgers en

dimension un
Jul®
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8  CHAPITRE 1. FORMULATIONS CINETIQUES ET REGULARITE

Il est bien connu qu’une solution classique de (1.1) peut s’exprimer a l’aide des
caractéristiques c¢’est-a-dire que u(t, z +tu’(z)) = u°(x). Mais manifestement
cela pose probleme quand deux caractéristiques se croisent, i.e. quand pour
T1 # Ty on a a un instant ¢, 1y + tu®(z1) = @9 + tu’(x3). A ce moment on ne
sait plus quelle valeur choisir. Ce type de phénomene s’appelle un choc.
L’autre probleme pouvant surgir est que les caractéristiques ne permettent
pas d’atteindre tout l'espace, c¢’est-a-dire que pour un point x et un instant
¢ on ne puisse trouver aucun point z avec zg = x + tu’(z). On a alors une
onde de raréfaction.

Bien entendu, il est possible de définir une solution classique jusqu’a ce que
I'un de ces deux phénomenes se produise et cette solution est unique dans
cet intervalle de temps mais le probleme se pose de savoir ce qui se passe
apres. L’idée la plus naturelle de considérer des solutions faibles n’est pas
satisfaisante étant donné qu’il existe une infinité de solutions faibles pour une
donnée initiale et que la plupart d’entre elles présentent des caracteres non
physiques ce qui a amené aux solutions entropiques. Une solution entropique
u est une fonction LS, telle que pour toute fonction convexe S, on a au sens
des distributions avec n'(§) = A’'(£)S'(€)

S (u(t,z)) + div(n(u)) < 0. (1.2)

L’unicité de la solution entropique a été prouvé par S. N. Kruzkov [46] et [47]
par un argument de contraction dans L'. La formulation cinétique consiste &
remplacer cette famillle d’inéquations par une seule équation cinétique com-
portant une variable supplémentaire. Pour cela on définit f(¢,x,v) par

1 si0<w<u(tx),
flt,z,v) =< —1 siu(t,z) <v <0, (1.3)

0 sinon.

Cette fonction f est la dérivée par rapport a v de la famille d’entropies dite
entropies de Kruzkov qu’il avait employé dans la preuve d’unicité. Dans ce
cadre une fonction u est une solution entropique si et seulement si la fonction
f est solution de I’équation

O f+aw) Vuf =0,m(t, z,v), (1.4)

pour une mesure positive m et ou a est la dérivée de A. Cette mesure n’est
pas connue et peut étre vue comme une sorte de multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte de forme sur f.
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La théorie d’existence et d’unicité des solutions peut se faire aussi bien dans
le cadre des formulations cinétiques que dans celui des solutions entropiques
(voir notamment [56] pour la preuve d’unicité). Dans les deux cas, on peut
d’ailleurs parler de solutions L' & (1.1).

1.1.2 Solutions de viscosité

La maniere la plus simple d’obtenir 'existence d’une solution entropique
est comme limite d’une équation régularisée. Cela revient en fait a montrer
que solution de viscosité et solution entropique de I’équation sont identiques.
Cette approche est présentée ici car elle correspond exactement a la démarche
entreprise pour les énergies de type Ginzburg-Landau.
Ala place de (1.1), on considere 1'équation régularisée

ou
= 4 div(A(u.)) — eAu, =
o iv(A(u.)) — eAu. =0, (15)
u(t = 0,7) = u’(x),
et on cherche la limite de u. quand ¢ tend vers 0. On définit alors
1 si0<v<ultz),
fet,z,v) =< —1 siu(t,z) <v <0, (1.6)

0 sinon.

On peut écrire une équation sur f, indépendamment des termes exacts de
I’équation sur u.. En effet on s’aperqit facilement que la dérivée de f. en =
est nulle sauf si v = u. puisque comme [ = I,>¢ L« — [,<o Ly <y, On &

Vof =6 —u:) Viue(I>0 — Li<o),
et donc quel que soit u. ou a(v)
a(v) - Vafe = a(ue) - Va fe.
Par conséquent, on a bien entendu
O fe +a(v) - Vo fe = (Ouue + a(uc) - Vaue) X 0(v — ue) Vaue. (1.7)

Pour obtenir I’équation (1.4), il faut donc avant tout montrer que le membre
de droite de la derniere équation converge vers la dérivée d’'une mesure. Pour
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cela, en utilisant (1.5) pour la premiere fois, on a

(Opue + alue) - Vyue) 6(v —u.) = eAu. 0(v — u.)
= ediv(V,u. 0(v — u.)) + €|V ' (v — u.)
= ediv(V,u. 6(v — u.)) + €0, (|Vue* 6 (v — ue)).

En multipliant (1.5) par u., on obtient 'identité d’énergie

t
/|u€(t,:c)|2d:c—|—// |qu€(s,:c)|2d:cds:/ W@ e (18)
Rd 0 Rd Rd

Ainsi eV, u, §(v—u,) tend vers zéro dans L2(L!) tandis que €|V u.|* (v —u.)
est borné dans L' et donc compact pour la topologie faiblex des mesures
d’ou la limite. De plus ce dernier terme est positif et sa limite également en
conséquence.

Le deuxieme point a vérifier est la convergence de f.. Bien stur u. est borné
dans L? et donc converge faiblement aprés extraction vers u. Mais f. est une
fonction non linéaire de u, et bien qu’étant faiblement compacte elle-méme
en tant que fonction de ¢, x, v, il n’y a aucune garantie que la limite satisfasse
(1.3). 1l faut la compacité forte de u..

Cette compacité forte de u. a été initialement obtenue par des méthodes de
compacité par compensation mais elle peut étre obtenue directement a ’aide
du cas limite des lemmes de moyenne prouvé dans [58]. A cet effet il suffit de
remarquer que le membre de droite dont on vient de prouver la convergence
faible se décompose en un terme compact fort dans W, 2(W,17%1) et un
terme borné dans LL(W, 1701

1.1.3 Reégularité des solutions

Alors que 'existence et I'unicité peuvent se démontrer aussi bien a l’aide des
formulations cinétiques que des entropies, la formulation cinétique a I'avan-
tage de permettre de préciser la régularité des solutions.

Un premier résultat simple (mais assez peu connu) est que toute solution
entropique v € L>([0, T], L;,,) de (1.1) appartient en fait & tous les espaces

loc

L ([to, T), LV ), Vto > 0, Vp < oo. Ceci est une conséquence directe du

loc
théoréme suivant démontré dans [51] (et repris dans [57])

Théoréme 1.1.1 (Lions-Perthame-Tadmor) On suppose que A(u) = C' |u|*
alors

”UHLHafl([o, T)xRd) < C ||uOHLP(Rd)-
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On conclut alors en remarquant simplement que si u € L'([0, T, LP) alors
par définition pour tout ¢y > 0, il existe un temps n < to tel que u(n,.) € LP.
Comme (1.1) préserve les normes LP (pour les solutions entropiques), on sait
donc que u € L*>([tg, T], LP) pour tout ty > 0 et en reprenant 1.1.1 on peut
arriver a tout p < oo.

On ne sait pas si cet effet se prolonge jusqu'a L™, ce qui n’a pas une grande
importance du point de vue des applications possibles de ce résultat.

La question la plus importante est celle de la régularité en termes de nombre
de dérivées de la solution. On n’a de réponse complete qu'en dimension 1
ou O. Oleinik [53] a prouvé que pour des flux A strictement convexes, toute
solution entropique de (1.1) est a variations bornées. Cette preuve concerne
en fait les solutions de viscosité que l'on a identifiées ensuite aux solutions
entropiques quand celles-ci ont été introduites. Cette régularisation BV n’a
pas pu pour l'instant étre obtenue directement dans le cadre des solutions
entropiques.

En dimension supérieure, les principaux résultats de régularisation connus
(dans des espaces de Sobolev) sont obtenus par lemmes de moyenne.

1.2 Energies de Ginzburg-Landau

1.2.1 Films magnétiques minces

Les modeles variationnels traités ici viennent de la réduction en dimension
deux d’un probleme de calcul de la magnétisation dans un film magnétique
d’épaisseur tres faible, ce qui rend cette réduction possible. Néanmoins selon
le type d’hypotheses qui sont faites, on peut dériver différents modeles (voir
'article de A. Desimone, R.V. Kohn, S. Miiller et F. Otto [19]), parmi lesquels
deux ont été principalement étudiés.

Le premier modele s’intéresse aux fonctions u. : Q C R? — R? avec Q un
domaine régulier de R?, qui vérifient

divu. =0 dans €, us-n =0 sur oS, (2.1)

ou n est la normale extérieure a 0€). Avec cette contrainte, on utilise I’énergie

Bu) = ¢ [ [Ful+ 2 [y (2.2
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Le deuxieme modele consiste a échanger en quelque-sorte la contrainte avec
I’énergie. On travaille alors dans la classe des fonctions u. pour lesquelles

lul =1 dans €, (2.3)

tandis que ’énergie devient

1
F2(u) = g/|w2+—/ V" div uf?, (2.4)
Q € Jgr2

Les questions liées soit a (2.1) et (2.2) soit a (2.3) et (2.4) sont les-mémes. Il
s’agit d’identifier autant que possible la limite d’une suite u. d’energie bornée
ou d’une suite minimisante.
Dans [20], les auteurs prouvent qu’une suite u. vérifiant (2.1) et dont I’énergie
associée (2.2) est uniformément bornée est compacte. Ainsi toute valeur
d’adhérence u est de module 1 presque partout ce qui veut dire avec la condi-
tion de divergence nulle que u = V14 oll ¢ est une solution de '’équation
eikonale

IVi(x)] =1, ppx e (2.5)

On ne sait toujours pas (en particulier dans le cas d’une suite minimisante)
si 1 est la solution de viscosité de (2.5). W. Jin et R. Kohn [45] donnant un
exemple o1 ¢ n’est pas la solution de viscosité pour un domaine non convexe
précis, il semble que cela ne puisse étre le cas que si 2 est convexe.

Le probleme variationnel (2.3) et (2.4) parait un peu plus facile et plus de
résultats ont été obtenus. En particulier T. Riviere et S. Serfaty dans [61]
démontrent la compacité d’une suite d’énergie bornée et peuvent également
(avec une hypothese technique additionnelle) prouver que la limite d'une
suite minimisante correspond a la solution de viscosité.

1.2.2  Formulations cinétiques

Le coeur de la preuve dans [20] est I'introduction d’une notion d’entropie pour
la contrainte (2.1). Cela n’est pas si surprenant dans la mesure ot I’équation
eikonale que l'on retrouve a la limite est “localement” une loi scalaire. En
effet d’apres (2.5), on sait que 010 = /1 — |019|? et donc aux points ou le
signe est constant, on obtiendrait 1’équation

82311/1 + a1(\/ 1-— |811/1‘2) = 0;



1.2. ENERGIES DE GINZBURG-LANDAU 13

qui est une loi scalaire en dimension 1 pour 09 car x5 joue alors le role du
temps. Bien entendu, ce type d’argument ne saurait étre rigoureux mais il
montre bien les liens entre équation eikonale et loi scalaire.

La formulation cinétique que je présente plus bas est développée dans [39]
(voir aussi [40] et [38]) et elle se base sur cette famille d’entropies. Mais dans
le cas des lois de conservation scalaire, on peut retrouver toutes les inégalités
d’entropie a partir de I’équation cinétique : il suffit de multiplier (1.4) par
S’(&) et d’'inégrer en & pour avoir (1.2). Or ici, la formulation cinétique ne
contient pas toutes les inégalités d’entropies, ce qui veut dire quun peu
d’information est perdue. Toutefois cela n’apparait plus apres le passage a la
limite en € parce que ces entropies additionnelles ne surgissent que lorsque
le module de la fonction u sur laquelle elles sont prises n’est pas constant.
On part donc du lemme suivant

Lemme 1.2.1 Pour toute fonction régulicre u définie sur €2, et en notant

X(& u) = Ligusoy, (2.6)

on a, au sens des distributions en &,

[ul € Vax(6.w) = ~JeP [Velul —dive 1] Vex. - (27)

Ce lemme et 1’équation (2.7) obtenue correspondent exactement a ’équation
(1.7). On peut donc écrire (2.7) pour u. et le but est de borner le terme de
droite par la dérivée d'une mesure a la limite en €. Pour cela, I’équivalent de
(1.8) est la borne suivante qui est une conséquence immédiate de ce que I'on
considére une suite d’énergie bornée

sup H(l - ‘UE‘Q) vmus”Ll(Q) < 00. (28)
€

Avec (2.8), I'équation (2.7) donne tout d’abord la compacité de la suite u.
grace aux lemmes de moyenne de [58]. Ensuite on peut passer a la limite
dans (2.7) tout comme pour les lois scalaires et obtenir I’équation suivante
sur toute valeur d’adhérence u

§- Vax(§,u) = Ve -m(z,), (2.9)

ol m est une mesure bornée par la limite inférieure de 1’énergie.
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Jusqu’ici tout fonctionne comme pour les lois de conservation scalaires, mais
la principale différence est le manque d’une information comme le signe de
la mesure qui permettrait d’obtenir par exemple l'unicité de la solution de
(2.9).

Cette formulation cinétique a été dérivée pour (2.1) et (2.2), mais la méme
démarche s’applique au probleme formé par la contrainte (2.3) et I’énergie
(2.4) (voir notamment [60]).

L’équation (2.9) a plusieurs conséquences. La premiere est qu’elle implique
une certaine régularité sur la limite v par lemme de moyenne. En appliquant
la version prouvée par DiPerna, Lions et Meyer, on trouve que u € W#5/3
pour tout s < 1/5. Cette régularité peut étre améliorée jusqu’a W*3/2 pour
tout s < 1/3 avec de nouvelles versions (voir la troisieme section).

D’autre part, un point intéressant et délicat concerne la relation possible entre
la mesure m et la I-limite de ’énergie. Sans qu’il soit possible de donner de
réponse complete, il semblerait surprenant que la masse de m par exemple
soit exactement la I'-limite, en revanche on pourrait imaginer que ces deux
quantités soient toujours du méme ordre (avec toute la latitude que comporte
une assertion aussi vague). Un tout début de réponse est donné par 1'étude
des cas ou la I'-limite est nulle.

1.2.3 Etats d’énergie nulle

La formulation cinétique (2.9) permet de caractériser complétement tous les
états d’énergie nulle, ce qui est détaillé dans [37]. En effet si une fonction u
correspond a un tel état alors la mesure dans (2.9) est nulle. On est donc
ramené a 1’étude des fonctions u de module 1 presque partout et telles que
au sens des distributions

v-Vex(&u)=0. (2.10)

Cette derniere équation signifie que x est constante le long de toute droite
parallele a €. En tenant compte de la forme de x cela a pour conséquence
que u(xy) et u(xq) sont paralleles si (x; — x2) - u(zy) = 0.
Cette propriété géométrique tres simple permet de déterminer completement
la structure de u. On prouve donc tout d’abord dans R?

Théoréme 1.2.1 Soit une fonction mesurable de R?, u telle que x(&,u)
soit solution de (2.10) avec de plus |u| = 0 presque partout. Alors soit u est



1.3. LEMMES DE MOYENNE 15

constante, i.e. il existe uy € S* tel que
u(r) = uy p.p. v €R?

ou u est un vortez, i.e. il existe un point O € R? et un signe a € {—1,1}
tels que

r—0O)*t
u(x) = aﬁ p. p. v €R?

ou L est la rotation de 5.
Ce théoreme permet également d’apporter une réponse complete dans le cas

d’un domaine plus général puisque 'on peut en déduire
Théoreme 1.2.2 Supposons que ) vérifie la propriété suivante

Q # R? est connexe, C?, et soit Q est une bande, soit 37, Z € 0N
tel que les normales issues de 1, et Z sont différentes et

s’intersectent a lintérieur de ) avant de toucher Of).
(2.11)

De plus soit une fonction u solution de (2.10), et telle que |u(z)| =1 presque
partout et u-n = 0 sur 0. Alors soit Q) est un disque et u est un vortex, ou
Q est une bande et u est une constante.

La conclusion du théoreme 1.2.2 est que sauf dans deux cas particuliers, il
n’existe pas d’états d’énergie nulle.

Le point important de la preuve est qu’il s’agit d'un argument géométrique
tres simple se basant sur le fait que la solution est constante le long des
caractéristiques. Cette idée est commune a la partie suivante.

1.3 Lemmes de moyenne

Les lemmes de moyenne rendent compte d’un effet régularisant particulier
aux équations cinétiques linéaires. Bien que celles-ci en tant qu’équations de
transport ne puissent aboutir a régulariser la solution, elles régularisent ses
moyennes en vitesse. Les lemmes de moyenne ont tout d’abord été développés
dans un cadre L? et en utilisant I’analyse de Fourier. Les travaux suivants
ont essentiellement gardé ce point de vue.



16 CHAPITRE 1. FORMULATIONS CINETIQUES ET REGULARITE

Dans la perspective des formulations cinétiques, les lemmes de moyenne sont
particulierement importants. En effet, la moyenne en vitesse est alors le seul
objet intéressant et tant pour les énergies de Ginzburg-Landau que pour les
lois scalaires en dimension deux et plus, les lemmes de moyenne fournissent
pour l'instant la seule information dont on dispose sur la régularité de la
solution (en termes d’espaces de Sobolev).

1.3.1 Introduction aux lemmes de moyenne

On prendra le cas d’une équation cinétique stationnaire, le cas instation-
naire s’en déduisant facilement. On peut de méme généraliser a des flux plus
généraux que v.

Soit donc une fonction f solution de

v-Vof =A% (3.1)

Le but des lemmes de moyenne est de préciser la régularité de

p= e f(l‘, U) ¢(U) dv, (32)

pour une fonction C*° donnée ¢, a support compact. Ces deux hypotheses
(C* et support compact) peuvent toujours étre relachées dans une certaine
mesure mais le point jusqu’ou cela est possible dépend des situations et cela
n’est pas utile dans la plupart des cas pratiques.

Le résultat optimal typique a été obtenu par DiPerna, Lions et Meyer [22] et
donne (le résultat est en fait un peu plus précis avec des espaces de Besov)

Théoréme 1.3.1 (DiPerna-Lions-Meyer) Supposons que f € LP(R??) et
g € LI(RY, WI(RY)) avec v < 0, solutions de (3.1) pour o < 1. Alors
pour tout s < sg

1-1/p 1 1-0

0
X — _7_:—+_7
1-1/p—~v+1/7 r P q

peWSI(RY), sg=(1—a)l = (1—a)

loc

ot p = min(p,p*) avec 1/p+ 1/p* =1 et la méme chose pour q.

On peut d’ailleurs en fait prouver que le cas limite est vrai, ¢’est-a-dire que
p € W#r On pourra également se reporter a la premiere partie due a Bou-
chut de [9] pour une preuve beaucoup plus simple.
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1.3.2 Une premiere approche

En dépit de son caractere optimal, le résultat précédent n’est pas tout-a-fait
satisfaisant, notamment dans le cadre des formulations cinétiques parce qu’il
n’exploite pas toute 'information disponible sur la structure de f. Un ex-
cellent exemple est donné dans [51] ou en répétant le théoreme précédent,
on peut arriver a 1/3 de dérivée pour une solution entropique d’une loi sca-
laire au lieu de seulement 1/5 si I'on utilise une seule fois le théoreme. Il
est & noter que la régularité dans W1/3P est optimale pour une solution de
(1.4) si le signe de la mesure n’est pas déterminé (se reporter a De Lellis et
Westdickenberg [18]).

Un premier travail avec B. Perthame [41] a donc consisté a essayer d’obtenir
ce type de résultat d’'une maniere directe. La preuve utilise toujours ’analyse
de Fourier, une décomposition de I'opérateur v - V, semblable a celle de [58]
et une méthode d’interpolation réelle. Le théoreme obtenu est alors

Théoréme 1.3.2 Supposons que f € L2(RY, WHP(RY)) avec B < 1 et g €
LR, W)4(RY)) avec v < 1, solutions de (3.1) pour a < 1. Alors pour tout
s < S

1-1/p+f 1_1—0+0
1-1/p+B—y+1/7 v p ¢

ot p = min(p,p*) avec 1/p+1/p* =1 et la méme chose pour q.

peWS(RY), so=(1—a)=(1-a)

loc

Ce théoreme permet d’exploiter la régularité additionelle en vitesse et donc
d’obtenir directement 1/3 de dérivée pour la solution entropique d’une loi sca-
laire. La méme régularité s’applique a la limite d’une suite d’énergie bornée
de (2.1), (2.2) ou (2.3) et (2.4) (au lieu de 1/5).

Un point assez étrange dans le théoreme 1.3.2 est la limitation g < 1. La
limitation v < 1 est par contre treés naturelle (sinon on pourrait gagner plus
d’une dérivée). De plus une autre question se pose, si I'on peut améliorer le
résultat en ayant davantage de régularité en vitesse, en terme de dérivabilité,
la chose est-elle aussi possible s’il s’agit de régularité en terme d’intégrabilité ?
Par exemple, si f, g € L2(L°) on est en droit de se demander si I'on ne peut
pas obtenir plus d'une 1/2 dérivée.

L’article de Westdickenberg [66] renforce cette interrogation. En effet 'auteur
n’obtient pas la moyenne p dans des espaces de Sobolev mais dans des espaces
plus faibles. Mais du point de vue de I’homogénéité par injection de Sobolev,
la régularité de la moyenne ne dépend alors que de la régularité (intégrabilité
ou dérivabilité) en vitesse de f et g.
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1.3.3  Une nouvelle méthode

On est donc amené & une nouvelle étude : si f, g € LP(WF9), quelle est la
régularité optimale sur la moyenne ? La réponse a cette question est malheu-
reusement complexe et partielle.

L’idée principale suivie avec L. Vega [44] et [43] est de revenir aux ca-
ractéristiques et de tout faire dans ’espace réel sans transformée de Fourier.
La méthode est tres simple, on écrit pour tout A > 0

A+v-Vo) f=g+ X[
Le nouvel opérateur obtenu A + v - V,, est donc inversible et
p(a) = Tg+ AT,

avec

Tg(x) = /Rd /Ooog(x —wt,v) e Mo(v)dt dv. (3.3)

Le parametre \ servira seulement a interpoler entre T'f et Tg. Toute la ques-
tion se résume ainsi a déterminer les propriétés de T' qui ressemble beaucoup
au dual de ce que 'on appelle la transformée aux rayons X qui s’écrit

Xh(z,v) = /OO h(x + vt) dt. (3.4)

[e o]

La principale différence est que T' semble plutot une demi-transformée aux
rayons X (intégration sur une demi-droite). Cela peut en fait poser quelques
problemes de singularité a 'origine. Pour f, on peut constater que

Tf= /Rd /000 () f(x — vt,v)e M ¢(v) dt dv
= /Rd /OOO()\f(x —vt,v) +v- Vof(z —vt,v)) te ™ ¢(v) dt dv
= /Rd /OOO()\f(:C —vt,v) + g(z — vt,v)) te M p(v) dt dv.

Cette remarque fait disparaitre toute singularité a l'origine pour T'f. Pour
Tg, une condition commode consiste a supposer que

g(SC, _U> (b(—?)) = g(:l:, U) (b(v) (35>
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D’un point de vue physique, cette hypothese est difficile a justifier ou méme
a expliquer, notamment parce que tout depend du probleme précis qui est
étudié. Elle peut par exemple signifier quune “particule” de vitesse —v a
exactement la méme trajectoire qu'une particule de position initiale identique
mais de vitesse v.

Techniquement, elle implique

1 o0
Tg=— / / g(x — vt,v) e N p(v) dt dv.
2 Re J -0

Méme sans la condition (3.5) on peut obtenir certains résultats mais ils sont
souvent plus faibles.

Grace a cette méthode on peut apporter certaines réponses. Un premier
résultat, négatif mais qui illustre certaines limitations, montre que les choses
ne peuvent étre aussi simples

Proposition 1.3.1 [l eziste f et g dans LL(RY, L*(RY)) solution de (3.1)
telles que pour tout s > 0 et pour tout p

pEWie.
En fait dans ce cas on peut montrer que p € L7 si d = 2, c’est-a-dire
que l'on ne gagne pas de dérivabilité mais un peu d’intégrabilité (et pas
suffisamment d’ailleurs, on devrait avoir p € L*). Toutefois il y a des cas
ol l'on peut obtenir quand méme des dérivées en plus. Un autre résultat
important prouvé dans [44] est

Proposition 1.3.2 En dimensiond = 2, si f et g appartiennent a Li/g(Lg),
sont solutions de (3.1) avec (3.5), alors p € W43 Vs < 1/2. De plus si f
et g sont dans Li/?’(ngo) alors p € H®, Vs < 1/2.

Ainsi il semble que selon 'espace en z, il y ait un premier seuil jusqu’au-
quel l'intégrabilité en vitesse donne bien des dérivées supplémentaires sur la
moyenne. Apres ce seuil, on ne peut plus avoir que de l'intégrabilité et il
semble enfin qu’il existe un deuxieme seuil au-dela duquel on ne gagne plus
rien.

De toute évidence d’autres travaux seront nécessaires pour pouvoir préciser
ce comportement, en particulier en dimension supérieure a deux.



20 CHAPITRE 1. FORMULATIONS CINETIQUES ET REGULARITE

1.3.4 Régularité BV des solutions entropiques

Une solution entropique d’une loi de conservation scalaire avec flux convexe
en dimension un est automatiquement BV'. Pourtant les lemmes de moyenne
quels qu’ils soient ne donnent que 1/3 de dérivée et ne sont donc pas optimaux
dans ce cas. Ceci laisse a penser qu’ils ne le sont pas non plus en dimension
supérieure ou d’autre part on n’a pas d’autre argument de régularité.

Il serait donc crucial de comprendre comment obtenir la régularité BV en
dimension 1 directement dans le cadre des solutions entropiques. Cette partie
ne prétend pas apporter de réponse mais seulement montrer ou se situe le
probleme.

L’argument d’Oleinik est en deux parties. La premiere partie prouve que la
partie positive de la dérivée d’'une solution classique a (1.1) est bornée par
1/t et est donc indépendante de la donnée initiale. Cela suffit a impliquer
que la norme BV locale d’une telle solution est aussi bornée par C/t (avec C
taille du support). La deuxieme partie de 'argument est un simple principe
du maximum qui dit que les solutions de (1.5) vérifie la méme borne.

La premiere partie de 'argument peut étre reproduite dans un cadre entro-
pique ou de formulation cinétique. En effet une solution classique u de (1.1)
vérifie que, par exemple si le flux est simplement A(£) = £? en dimension 1

Oif +v-0uf =0.

Une version des lemmes de moyenne comme [41] ou [44] montre alors que
u € W Vs < 1. De plus la méme régularité reste vraie en dimension
supérieure pourvu que l'on ait certaines hypotheses fortes sur le flux.

Toute la difficulté consiste par conséquent a prouver que la mesure au second
membre ne modifie pas cette propriété. Or les formulations entropique comme
cinétique correspondent bien a un principe du maximum mais seulement sur
la solution elle-méme et pas sur sa dérivée comme c’est le cas pour (1.5).



Chapitre 2

Particules en interaction

Cette partie s’intéresse a la modélisation de particules en interaction et no-
tamment en interaction dans un fluide ; elle prolonge donc les travaux entamés
dans ma these.

Les travaux abordés peuvent se voir dans la perspective de toujours essayer
de travailler a 1’échelle la plus grande possible. Plus précisément, il existe
trois niveaux pour modéliser un systeme de particules. Le premier, souvent
appelé microscopique, consiste a écrire une équation différentielle (ou plus
exactement six en dimension trois) pour chaque particule. Le deuxiéme ni-
veau ou niveau mésoscopique est celui des équations cinétiques (c’est-a-dire
des équations dans I'espace des phases) et le niveau macroscopique implique
un systeme d’équations sur des densités dans l'espace physique.

Bien entendu au départ seul les équations différentielles au niveau microsco-
pique sont rigoureusement justifiées. Il s’agit ainsi de passer rigoureusement
d’abord au niveau mésoscopique puis dans certains cas aux équations macro-
scopiques.

2.1 Dérivation des équations cinétiques

2.1.1 Limites formelles et cas simples

Considérons N particules dont on note les positions X;(t) et les vitesses
Vi(t). On suppose que les seules forces agissant sur une particule sont dues
aux autres particules et que ces forces sont de type binaires, c’est-a-dire que

21
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les X;, V; sont solutions de

X, =V
'Z 19 1.1
{ W:%EMF(XPXJ)- (1)

On prendra toujours F'(0) = 0 méme dans le cas ou F' est singuliere a 'ori-
gine, ce qui veut simplement dire qu'une particule n’exerce pas de force sur
elle-méme.

L’hypothese selon laquelle il n’y a pas de force extérieure est en fait facul-
tative et ne sert qu’a simplifier le probleme. En revanche ’hypothese sur la
forme de la force est fondamentale. Enfin le facteur 1/N est un parametre de
normalisation. Il apparait en général naturellement (parce que plus il y a de
particules dans un espace donné plus leur masse et charge doivent étre petites
pour des interactions gravitationnelles ou coulombiennes par exemple) mais
dans le cas contraire il correspond juste a une renormalisation en temps et
en espace pour travailler avec des quantités d’ordre 1.

Quand le nombre de particules devient tres grand, le systeme (1.1) qui se
compose de 6N équations devient presque impossible a calculer. Posons donc

N =1
o (1.2)
v= fu(t @, v)dvo = — ;5(3; Xi(t))

On constate alors que d’apres (1.1), fy est solution de I’équation suivante au
sens des distributions
of

E+U'foN+F*xp'vvf:O7

(1.3)
p(t,x) = /Rd f(t,z,v)dv.

Un bon candidat pour remplacer (1.1) est ainsi (1.3) pour la limite faible f de
fn, tout le probleme étant de le montrer rigoureusement lorsque la fonction
F n’est pas réguliere.

En effet si ' € Cy(R?) alors I'existence de solutions mesure & (1.3) ne pose
pas de problemes particuliers. Si f est une mesure de Radon, p en est une
aussi donc F'x, p est une fonction de Cy(R?) et le terme F %, p- V., f ne pose
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pas de probleme au sens des distributions. Passer a la limite dans (1.3) de
fn a sa limite faible f revient juste a un résultat de stabilité faible.
La seule difficulté est de prouver la compacité de F' %, py. On peut par
exemple choisir une suite F, de C!(R?) qui converge vers F pour la norme
||| L. Alors on a

||V$Fn *z pNHLC>o < ||VJ:Fn||L°°>

et comme au sens des distributions
Oipn + div, (/ va(t,x,v)dv) =0,
Rd
on a également que

101 % piv || oo < ([ VaFon]| 1o X

/ v fn(t, x,v) do

Ml

Or d’apres (1.3), on sait que pour toute fonction ¢ € C°(R*)

% /Rgd v [n(t ) ¢z, v) dvdz

/ Fx,pn - Voo fn(t,x,v) dvde
R2d
S CHfNH?Wl(RQd) S C,

ce qui montre que la suite F), x, py est uniformément continue en N et donc
converge pour la norme ||.||L=~. On en déduit finalement que F'x, py converge
également car

[(F" = F) Ha pivll oo S NE = Fl[zoe X lonllar < (1F = Foll s

Il existe d’autres preuves de cela, en particulier une due a Spohn [62] qui
utilise la distance de Wasserstein et permet d’obtenir en méme temps la
limite et I'unicité de la solution.

2.1.2 Le cas de forces singulieres

Les choses deviennent beaucoup plus intéressantes et difficiles lorsque F
est singuliere, notamment a l’origine. Par exemple pour des interactions
électrostatiques, on aimerait prendre F'(z) = +z/|x|* en dimension trois.

Mais bien str, si F' n’est plus continue, il n’est pas possible en général de
donner un sens au produit Fx, p f si f est seulement une mesure. En fait on
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n’a alors en général aucune garantie qu’il existe une solution unique a (1.1).
On se restreindra dorénavant au cas ot F' a une singularité algébrique en 0,
c’est-a-dire que 1'on suppose qu’il existe une constante C' telle que

C C C
< < 2 < )
[F(a)] < VF@| < prm D@ < o

x|

(1.4)

Le premier probleme qui se pose est de savoir s’il existe une solution unique
ou pas a (1.1). Or bien stur il peut y avoir des collisions entre particules (la
singularité de F' n’est pas assez forte pour I'empécher méme pour des forces
répulsives), il suffit par exemple de prendre seulement deux particules de
positions et vitesses initiales X7(0) = —X3(0) et V1(0) = =V5(0).

Une premiére réponse consisterait a dire que les configurations initiales pour
lesquelles il y a au moins une collision entre particules sont de mesure nulle.
Cela serait toutefois assez difficile a justifier. On pourrait aussi remarquer
que si a < 11l est possible de définir une solution (faible) de (1.1) méme en
cas de collision ou travailler seulement jusqu’au temps de premiere collision.
Toutefois le point de vue le plus simple (qui est aussi celui généralement
adopté numériquement) consiste a supposer que F est en fait réguliere ou
régularisée par un parametre qui dépend éventuellement de N. En particulier
si 'on régularise F', en remplagant par exemple x/|z|'™® par z/(|z| + &)™,
il faut veiller a ce que € soit beaucoup plus petit que la distance minimale
initiale entre deux particules! L’article de Batt [3] détaille cette idée dans le
cas Vlasov-Poisson.

En choisissant cette méthode, on n’a plus aucune difficulté a définir (1.1)
mais pour passer a la limite il faut obtenir des estimations indépendantes du
parametre de régularisation et du nombre de particules.

Enfin une remarque de nature plus physique s’impose. Si F' dérive d’un po-
tentiel, i.e. si

C

|:L‘|oz—1’

Fz) = V.V(x), V(-z)=V(x), [V(z)|<

(1.5)

alors le syseme (1.1) a une énergie conservée qui s’écrit

B0 = 55 Y MOP + 575 S 3V - X)) (1.6)

i=1 j#i

On voit alors deux comportements tres différents. Si a < 1, cette énergie
implique seulement une borne sur 1’énergie cinétique. Par contre si a > 1 et
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si 'on a par exemple
1

>
V(l‘) - C‘x|a71

(1.7)
alors il ne peut y avoir de collision entre les particules et (1.1) a toujours
une solution unique. Par contre I’énergie n’est toujours pas suffisante pour
borner uniformément le produit F %, pf.

On constate donc qu’il y a un net changement de comportement entre les
cas a < 1 et a > 1. Dans le premier cas le comportement local pres d'une
collision ne semble pas avoir d’importance sur la dynamique au contraire du
cas a > 1 ou I'hypothese de forces répulsives est certainement tres utile.
Ceci laisse entendre que la séparation entre le cas F' continue ou o < 0 et le
cas a < 1 est assez artificiel et n’est due qu’a des difficultés dans ’analyse
mathématique.

Il faut souligner la différence entre la dérivation des systéemes macroscopiques
et des équations cinétiques. Aussi proches qu'ils puissent paraitre (comme Eu-
ler 2D en formulation vorticité dans ’article de Goodman, Hou et Lowengrub
[26]), toute la démarche dans le cas macroscopique revient a justifier rigou-
reusement que les particules ne peuvent pas se rapprocher considérablement
plus qu’elles ne I'étaient au départ, ainsi que cela apparait dans [36]. Dans le
cas cinétique cela se produit nécessairement.

Plus qu’une justification précise de 'emploi des équations cinétiques, I'intéréet
principal de ce probleme est peut-étre de comprendre et controler comment
évolue la distribution des particules dans le nuage.

2.1.3 Reésultats et méthode

Les résultats obtenus avec M. Hauray dans [31] s’appliquent au cas o < 1.
En particulier un élément essentiel de I'analyse est 1’écart entre les particules
dans 'espace des phases et pour cela on introduit la quantité

N—1/6
my(T) = sup , (1.8)
T el 1Xi(0) = X0+ Vi) — Vi(0)
en plus des bornes habituelles
Rn(T) = sup |X;(t)|, Kny(T)= sup [Vi(t)|. (1.9)

tel0, T, tel0, TV,
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Il faut remarquer qu’une borne sur m implique aussi des bornes sur ce que
I'on pourrait appeler des normes L discretes (se reporter a [31] pour plus
de précisions).

L’essentiel de I'argument revient a comprendre que l'on ne peut pas avoir
d’estimations L™ sur les forces en tout temps, justement a cause des collisions
mais que tout se passe bien si I’on moyenne les oscillations, comme dans
Pulvirenti et Simeoni [59] pour I'obtention de normes L> pour 1'équation de
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Ainsi on définit

_ 1 t+e

EN(T) = sup {—/ |E(X:(s))| ds} : (1.10)
tefto,T—e),i=1,...,.N L€ J¢

et

. 1[5 BXG(s) = BOG ()
ABn(D)= o e e B R ) 0

On peut tout d’abord vérifier que des bornes sur ces quantités permettent
en effet de passer a la limite et pour cela il est assez simple de prouver le
résultat suivant

Théoréme 2.1.1 Soit une suite de solutions de (1.1) telle que sur un inter-
valle fixé [0, T

sup sup {mny(t), Rn(t), Kn(t), En(t) AEN(t)} < oo,
N tefo, T)

alors la limite faible f de fxn est unique, a support compact dans L*°([0, T x
R2) et est solution de (1.3).

Le coeur de la preuve est donc de prouver que les quantités considérées restent
uniformément bornées en N comme

Proposition 2.1.1 On suppose que o < 1, pour tout temps T, il existe une
constante C' dépendant uniquement de T', my(0), Ry(0) et K(0) telle que

sup {mN(t), RN(t), KN(t), EN(t) AEN(t)} S C.

telo, T

Bien entendu la principale question ouverte est d’obtenir le méme type de
résultat quand o > 1 méme en se restreignant a des forces répulsives. Ce-
pendant il est aussi possible de s’intéresser a des situations ou l’expression
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des forces n’est pas exactement de la forme donnée par (1.1). On pense par
exemple a des cas ou la force exercée par une particule sur une autre dépend
également des vitesses de chacune ou éventuellement a une situation ou la
décomposition de la force en somme d’interactions a deux particules ne serait
vraie qu’a la limite.

2.2 Limites hydrodynamiques pour Vlasov-
Stokes

2.2.1 Présentation du probleme

Un modele cinétique (souvent couplé avec une équation fluide) décrivant
des particules en interaction avec un fluide comporte généralement un cer-
tain nombre de constantes tres petites ou tres grandes. Cela est simple-
ment du au fait que les particules considerées ont souvent un petit diametre
(de l'ordre du micron par exemple). Il est alors souhaitable de remplacer
I’équation cinétique par un systeme macroscopique d’abord parce que I'on ne
travaille plus que dans I’espace physique et ensuite parce que le systeme li-
mite a des constantes d’ordre 1 qui sont plus faciles a manipuler, notamment
numériquement.

Le cas traité dans cette partie est restreint au systeme de Vlasov-Stokes
mais la partie suivante s’intéresse également a ce type de question mais sans
couplage avec un fluide.

Le systeme de Vlasov-Stokes est une maniere simple de modéliser la dyna-
mique d’un nuage de particules dans un fluide. Il s’écrit

8tf+OéU'fo+VU'()\(U_U)f):TAUf,

pg(Oru+ div, (u @ u) + Vup) — pAyu = 77/ (v—u) fdo, (2.1)

R3

div,(u) = 0.

Les valeurs des constantes A, r et 1 en fonction des parametres physiques
sont données dans [28]. La densité p, du fluide est supposée constante en
temps et espace.

La premiere équation décrit 1’évolution de la densité de particules dans l'es-
pace des phases. Les particules sont seulement soumises a un frottement par
rapport a la vitesse locale du fluide ; elles sont aussi sujettes au mouvement
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brownien, ce qui suppose qu’elles sont déja assez petites (quelques microns).
La force qui s’applique sur le fluide est calculée en prenant I'opposée de la
force totale exercée par le fluide sur toutes les particules au méme point
d’espace.

Des théories d’existence sont disponibles pour un systeme comme (2.1) (voir
Hamdache [30] par exemple).

Caflisch et Papanicolaou [14] ont étudié les valeurs numériques des parametres
dans deux cas expérimentaux et obtenu formellement deux limites de (2.1).
Ces deux limites sont prouvées rigoureusement dans [28], [29].

Citons une propriété générale importante du systeme (2.1) qui est de disposer
d’une énergie libre (qui est la seule quantité physique conservée hormis la
masse des particules et la quantité de mouvement totale) qui s’écrit

\/ — 2 2
R2d A 2 n Rd 2

et pour laquelle on a formellement 1’égalité suivante

2

VA (v —u) f+/rV,
e ——“—A/ de—/ ’ St A dx dv. (2.3)
R4 R2d

dt n 2 f

Ce type d’estimation d’énergie libre avait déja été utilisée pour le systeme de
Vlasov-Poisson-Fokker-Planck par Bouchut dans [8].

Enfin, il ne s’agit bien entendu pas des premiers travaux dérivant un systeme
macroscopique d'un systeme couplé cinétique-fluide. Ces travaux constituent
en fait une extension de premieres tentatives dans [27] et [33]. D’autre part
pour des fluides turbulents, peut citer notamment [5], [15] et [23].

2.2.2 La limite des particules légeres
On considere ici le systeme suivant, en dimension deux

( € 1 g __ 1 131 € €
O+ <0 Vaf* = 5V, (v =) [ + V),
O + divy (u® @ u®) + V,p° — Agu® = J° — puf,

div(u®) =0, (24)

pe(t,z) = | fo(t,x,v)dv, Jo(t, ) = gfe(t, z,v)dv.

N R2 R2 €
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Dans ce cas l'identité d’énergie (2.3) pour (2.2) s’écrit

d 2 €)2
— fe(v—+ln(f€))dvdx+/ () dx:—/ |V us|* dz
dt T2 xR2 2 T2 2 T2 (2 5)
1 2 '
- = (v —eu®)\/ fe+2V,/ f¢| dvda.
€7 JT2xR2

Grace a cette identité il est possible de borner et d’identifier la limite faible
de termes du type p® u® pourvu que 'on soit en dimension deux. A Taide de
quelques manipulations techniques, on peut également arriver a se dispenser
de prendre la limite de termes du type p*u® ® u®.

Ainsi il est possible d’utiliser une méthode directe de compacité pour obtenir

Théoréme 2.2.1 Supposons que f§ >0, f& € L'(T? x R?) et u§ € L*(T?)
vérifient

[, e+ (g dods < G,
T2 xR?

/ lug|* dz < Cy,
T2

pour Cy > 0, indépendant de €. Soit 0 < T < oo. Alors, a une extraction
de sous-suite pres, la densité p° converge faiblement dans L'((0,T) x T?)
vers p, et u° converge faiblement dans L*(0,T; H'(T?)) et fortement dans
L*((0,T) x T?) vers u avec

Op + div(up — Vp) =0,
Owu + div(u @ u) + Vyp — Ayu = 0, (2.6)
div(u) = 0.

La méthode choisie est tres simple et cela a pour conséquence que 'analyse
ne fonctionne qu’en dimension deux et que ’on n’identifie pas la limite faible
de f¢. Formellement celle-ci devrait étre seulement une maxwellienne centrée
en zéro.

2.2.3 La limite des particules fines

A la différence du paragraphe précédent, les équations sont posées dans
tout l'espace en dimension deux ou trois mais les données initiales sont
“préparées”. Cela correspond au fait qu'une méthode directe par compa-
cité ne peut plus fonctionner et que l'on est alors amené a recourir a des
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méthodes d’entropie relative ou énergie modulée a 'image de Brenier [11]
par exemple.
On s’intéresse donc a la limite de

O 40 Vof = =2V, (0 —0)f = V),

1
Ot + div(u® @ u) + Vup© — Agu® = = </ vf®dv — ue/ fe dv) ,
R4 R4

(

€
div(u®) = 0,
L fﬁ:o = o, uthO = U
(2.7)
L’égalité d’énergie devient maintenant

d 2 €)2

il ﬂ1+mmwmm+/<m(u:— V02 da

dt Jgoa 2 Rd 2 Rd

—1/ (v—ue)\/F—l—QVv\/Fdedx.

€ JRr2d

Contrairement au cas précédent, cette égalité ne permet pas de passer direc-
tement a la limite méme en dimension deux, car on aurait besoin ici d’iden-
tifier la limite de p*u® ® u® notamment et pas seulement p®u®; or on n’a pas
de compacité sur u° dans un espace suffisamment fort pour cela. En effet
formellement, le systeme limite de (2.7) est

8,p + div(pu) = 0,
O (pu) + div(pu @ u) — Au+ V,P =0, (2.8)
divu =0,

avec p = p+ 1 et p la limite de p°, le facteur 1 venant de la normalisation a 1
de la densité du fluide. C’est pourquoi on essaie plutot d’estimer une entropie
relative qui permet de controler la distance de (u®, f¢) a (u, M,,,)

H<f€’u€):/RQd (fsln(]\f )+M7u—f€) —l—/Rd|u€—u|2d:c,

p,u

ou p et u sont les solutions de (2.8) avec comme données initiales les limites
de pg et ug et ou M,,, est la maxwellienne

Myu(t,0,0) = (20)/2 p(t, ) exp(—|v — u(t, z)[2/2).

Au prix de quelques difficultés techniques on peut alors prouver que
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Théoréme 2.2.2 Supposons que les données initiales (f§,uf) de (2.7) soient
telles que f5 >0 et

sup< f§(1+x2+02+|ln(f§)|dvdx+/ |u8|2dx) < C < 0.
R2d R4

e>0

Soit (po, ug) € C°(R?) avec py > 1 et

/ (ﬁo—l)dx:/ f5 dvdz,
R4 R2d

et soit (p,u) une solution de (2.8) sur [0,T]. Alors si
H(fgv ug) — 0,

e—0

on a également

sup H(f%,u®) — 0.

0<t<T e—0
Ce théoreme permet de préciser la limite de f° mais il n’est valable que tant
que l'on a des solutions régulieres a (2.8), ce qui n’est pas connu en temps
grand en dimension 3.

2.3 Modeles d’aérosols pour les voies respi-
ratoires

2.3.1 Objectifs et premier modele

Le but de I’article [34] est le suivant : étant donné un gaz dont on connait déja
I’écoulement, quel est le modele réaliste le plus simple possible permettant de
calculer le dépot de particules d’un aérosol sur le bord du domaine d’étude ?
Combiné a d’autres aspects essentiels (un maillage des voies respiratoires,
des méthodes numériques de résolution de Navier-Stokes etc.), développés
dans le cadre du groupe biomécanique numérique des fluides (INRIA, Paris
VI, ENS), cela devrait permettre de déterminer & quel endroit des voies
respiratoires le principe actif d’'un aérosol a but médical se dépose. Comme
pour étre utile une molécule active doit toucher la zone concernée, cela est
essentiel pour déterminer 'efficacité du traitement.

Soit donc donné un écoulement dans un domaine régulier € de R? déterminé
notamment par son champ de vitesse u(t,z). Suivant Taulbee et Yu [64],



32 CHAPITRE 2. PARTICULES EN INTERACTION

on considere que les deux forces principales agissant sur les particules de
I’aérosol sont la gravitation et le frottement avec la vitesse du fluide.
On “oublie” donc tout d’abord un éventuel effet des particules sur le fluide
ou toute interaction plus complexe entre les deux phases ; mais aussi 'effet des
collisions entre les particules ou de phénomenes de coagulation-fragmentation.
Cela reste assez réaliste pourvu que le nuage de particules soit assez dilué
ce qui est le cas ici. D’autre part on ne tient pas non plus compte du mou-
vement brownien; les particules considérées sont petites (50 pm pour les
plus grosses) mais pas tant avec une taille inférieure de l'ordre de 5 pm.
En dessous de cette taille, il deviendrait nécessaire de prendre en compte le
mouvement brownien des particules.
De plus on suppose simplement que toutes les particules qui touchent le bord
du domaine sont absorbées.
Finalement le premier modele de [34], que 'on déduit immédiatement des
considérations précédentes, est une équation cinétique sur la densité de par-
ticules dans I'espace des phases

of : _ d

N + v Vof + Adivy ((u—v)f) =0, (t,z,0) € Ry x Q x R,
flt,z,v) =0 siv-n(z) <0, Vo e oS, ft=0,2,v) = f(z,v).

(3.1)

Le vecteur n(z) désigne la normale extérieure a € au point z et le coefficient
A dépend en particulier de la taille des particules et est assez grand devant
1 dans le cas présent.

Bien qu’elle soit linéaire I’équation (3.1) ne permet pas une résolution si ra-
pide, tout simplement parce qu’elle se place dans 'espace des phases. Comme
dans la partie précédente, il serait préférable d’avoir a la place un modele ma-
croscopique.

Une premiere idée serait donc de prendre une limite A — 4o00. Cela fonc-
tionne sans trop de difficulté (voir [34] pour les détails) et on obtient simple-
ment I’équation suivante sur la densité macroscopique p

Op + div (pu) = 0.

Or typiquement u -n = 0 sur 9 (si u est solution de I’équation d’Eu-
ler ou Navier-Stokes en particulier) et ainsi ’équation précédente a pour
conséquence qu’aucune particule ne se dépose sur 0€). Cela n’a rien d’ab-
surde et correspond a ce qui est effectivement observé, c’est-a-dire que plus
les particules sont petites plus elles mettent de temps a se déposer sur la
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paroi (et plus elles se déposent loin). Par contre cela signifie que pour ce qui
nous intéresse, il y a une certaine différence entre un grand coefficient de
frottement et un coefficient infini...

2.3.2 Aérosols treés dilués

En général les particules de produit actif sont en faible densité dans ’aérosol.
La description cinétique en est d’autant moins appropriée puisque dans une
cellule d’espace on ne trouve peut-étre qu'une seule particule. On est donc
amené a choisir comme données initiales des distributions monocinétiques a
savoir

fo(a,v) = p(x) 6(v — VO(2)). (3.2)

Bien entendu V" n’est définie que sur QY = {z € Q| p°(x) > 0}. Posons donc
— (e e plt,x) > 0}, (33)

avec comme d’habitude p(t,z) = [os f(t,x,v)dv et f la solution de (3.1)
avec (3.2). Dans toute la suite on supposera que

u € L=([0, T, Wh=(Q)), (3.4)

ce qui implique qu’il existe bien une unique solution dans les mesures a (3.1).
Il parait raisonnable de supposer que f reste monocinétique sur un certain
intervalle de temps [0, T c’est-a-dire que

ft,z,v) = p(t,x)d(v — V(L x)), (3.5)

p(t,x) € L=([0, T], L(Q)),
Q' C Q est ouvert de frontiere Lipschitz, (3.6)
V(t,x) € L=([0, T], Wh>(Q")).

Dans ce cas on peut remplacer (3.1) par le systéme suivant

O +div(pV) =0,
OV +V - -V,V=ANu-V), dansQ, (3.7)
V(t,x) -n(x) >0, VzednQ
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Il s’agit en fait d’un probléme de frontiere libre puisque la frontiere de Q' se
déplace elle-méme a la vitesse V (¢, z). Le systeme (3.7) est tres satisfaisant, la
question se réduit donc a savoir sur quel intervalle de temps il peut remplacer
(3.1). 11 est facile de vérifier le point suivant

Théoréme 2.3.1 Le systeme (3.7) admet une solution vérifiant (3.6) sur
[0, T] si et seulement si lunique solution f de (3.1) avec (3.2) vérifie (3.5)
sur [0, T.

Le systeme (3.7) est seulement un systéme de gaz sans pression avec un terme
de frottement. Or il est connu qu’il n’existe pas de solutions fortes en temps
grand aux équations des gaz sans pression, ce qui a conduit a développer
une théorie plus faible en dimension 1 avec des articles de Brenier, Grenier
[12] et Bouchut, James [10]. Toutefois ici cette approche est mal indiquée
d’abord parce qu’il n’existe pas de théorie semblable en dimension deux ou
plus et ensuite parce que ces résultats supposent que lorsque deux particules
se touchent elles se “collent” et restent collées, ce qui est une hypothese peu
réaliste ici.

D’autre part lorsque le frottement est grand, il peut suffire a empécher la
collision de deux particules ce qui veut dire que (3.7) est en fait plus régulier
qu'un systeme de gaz sans pression.

Le seul probleme qui reste est lié a la frontiere libre ce qui conduit a définir
un temps T* de la maniére suivante. L’ensemble Q! est défini seulement a
l'aide de p donc on regarde I'évolution de QF en résolvant (3.1) et on définit
T* le premier temps tel que deux points de 90! se touchent, voir la figure
2.1. On peut alors prouver que

Théoréme 2.3.2 Supposons que p° € LY(Q) et que
{x €Q, p’(z) >0} CQ est ouvert avec une frontiére Lipschitz,
A
0 07,0
”V ”Wl,oo(QO) S 2—d, P V N Z O on 852, (38)

A
oo ,00 < —.
ullzoe o, ), wree(ay < 4

Alors il existe un unique triplet (p, V, Q) défini sur lintervalle de temps
mazimal [0, T™), vérifiant (3.6) et solutions de (3.7).

D’un point de vue pratique, les conditions (3.8) sont généralement satisfaites
et le théoreme 2.3.2 indique que 'on peut tranquillement résoudre (3.7) jus-
qu’a arriver au point illustré sur la figure 2.1.
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F1G. 2.1 — Definition du temps T*.

2.4 Modeles de coagulation-fragmentation

Les phénomenes de coagulation ou de fragmentation doivent souvent néces-
sairement étre pris en compte lorsque I'on modélise la dynamique de parti-
cules dans un fluide. L’étude précédente a d’ailleurs montré que méme s’il
s’agit d’'un évenement rare, on peut avoir a décider ce qui se passe en cas de
collision.

2.4.1 Modélisation des phénomenes de fragmentation

Il s’agit ici de fragmentation linéaire. C’est-a-dire qu’une particule, typique-
ment pour des raisons d’instabilité interne, subit un processus de fragmen-
tation pour donner naissance a de nouvelles particules (deux en général)
sans que cela doive étre provoqué. D’autres phénomenes de fragmentation
existent également pour lesquels par exemple la séparation est induite par
une collision.

Le probleme est évidemment en premier lieu de déterminer a quelle fréquence
une particule de masse m et de quantité de mouvement p se décompose en une
particule de parametres m’,p’ et une autre de parametres m*, p* et quelles
sont les relations entre ces variables. La chose la plus naturelle est de prendre

m=m'+m*, p=9p +p, (4.1)

mais autant la conservation de la masse est certaine, autant il n’est pas str
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que la quantité de mouvement reste constante, des échanges pouvant a priori
avoir lieu avec le fluide au cours méme de la fragmentation.

De plus les instabilités ou déformations internes n’apparaissent pas toutes
seules. Comprendre comment l'interaction avec le fluide les génere et a quel
rythme est probablement I'enjeu principal et cela nécessitera vraisembla-
blement d’introduire de nouveaux parametres décrivant 1’état interne de la
particule.

Quelques modeles de fragmentation ont déja été écrits par Hylkema et Ville-
dieu [32] ou le modele T.A.B. qui est assez connu et utilisé (voir la description
par C. Baranger [2]) mais il ne décrivent pas précisément l'interaction avec
le fluide.

En comparaison I'obtention de résultats d’existence des solutions une fois
le modele écrit est plus facile (voir [42] dans un cadre assez général). Par
contre la théorie d’existence pour des modeles de coagulation inhomogenes
en espace et cinétiques est beaucoup plus délicate. Un travail dans ce sens
est en cours avec C. Klingenberg et Escobedo, Laurengot et Mischler [24] ont
un résultat avec une méthode assez différente.

Enfin je m’intéresse ici uniquement a des modéles cinétiques, c’est-a-dire des
modeles o1 les vitesses de la particule mere et des particules filles sont prises
en compte. Il existe déja de nombreux travaux si 'on considere seulement
la masse des particules, dans un cadre déterministe comme ici mais aussi
probabiliste comme notamment dans les articles de Bertoin [6] et [7].

2.4.2 Retour vers I’équilibre des équations de Becker-
Doring

Le modele de Becker-Doring s’intéresse a des particules dont les tailles sont
discretes et les équations décrivent 1’évolution de nombre de particules ¢;(t)
pour chaque taille [ = 1...00. L’hypothese principale est que la taille d'une
particule ne peut varier que d’une unité a la fois d’ou

d
aq(lf) = Jlfl(t) - Jl<t), l Z 2,

Jl<t) = qarC (t) Cl<t) — bl+1 Cl+1(t).

(4.2)

Les coefficients a; et b; sont donnés et le nombre de monomeres c¢;(t) joue
un role particulier. Dans 'article original de Becker et Doring [4], ¢; était
supposé constant en temps mais il est plus réaliste de supposer que la masse
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totale est conservée comme 'ont fait Penrose et Lebowitz [55] et Burton [13]

p= Z ¢ (t) = const. (4.3)

=1

En dépit de ses aspects tres simples, ce modele est utile pour décrire un
certains nombre de phénomenes de transition de phase.

L’existence de solutions positives de (4.2) est prouvée par Ball, Carr et Pen-
rose dans [1] sous des conditions assez générales (a; = O(l)) tandis que 1'uni-
cité est un peu plus “exigeante” (voir Laurencot et Mischler [49]).

Il existe une masse critique p; (qui peut étre infinie selon le choix de a;, by,
constants par exemple) telle que pour chaque masse p < p; il existe un unique
état d’équilibre. Par conséquent si la masse de départ p est inférieure a p,
la solution (¢;);>; converge en norme ! vers 1'état d’équilibre correspondant
(voir [1]). Si p > ps alors chaque coefficient ¢; converge vers le coefficient de
I’état d’équilibre correspondant a la masse ps et 'exces de masse est perdu
dans les agrégats de taille infinie.

L’article [35] a pour but de déterminer la vitesse de convergence vers I’équi-
libre dans le cas sous-critique. Dans le cas sur-critique, 'existence d’états
métastables (voir Penrose [54]) complique beaucoup I’analyse et le taux de
convergence que l'on peut espérer est nettement moins bon. Mais bien en-
tendu c’est le cas le plus intéressant et la principale question ouverte.

On se place désormais dans le cas p < ps. Définissons

Q=1 et b Q1 =aQpourl>1,
alors les états d’équilibre s’écrivent
_— l
C = Ql Z

pour tout
2 < 2y = li}nQ;w.

Le systeme (4.2) dispose d’une fonctionnelle de Lyapunov qui est I’énergie
libre et que 1'on peut écrire comme

F(t) = icl In (g) +E—q (4.4)

=1
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Alors sous les hypothese suivantes

arg, bl Z 1 Vi Z 17 a, bl = O(l>7 a Zs S min(bl7bl+1)7

= 4.5
Ju>1 tq Z,ulcl(O) < 00, (4:5)
=1

on peut montrer que

Théoréme 2.4.1 Supposons que a;, by et ¢;(0) vérifient (4.5) alors il existe
une constante cq telle que

F(t) < F(0) e,

L’idée de la preuve est directement inspirée de 1’équation de Fokker-planck
homogene

atf(t7v) = VU . (vv +v f) (46)

En effet en définissant 1'entropie

H(t) = /Rd f1n (Tf?p) e P2 _ 7

et pourvu que la normalisation soit correcte on obtient

2

dv.

d f
aH(t):—l(t) = —/Rdf ’Vvlnm

On conclut alors en utilisant une inégalité de Sobolev logarithmique dévelop-
pée par Stam [63] qui implique que

H(t) < = I(b).

Or dans le cas présent, on trouve que

d o0 . .
EF@) =—D(t) = - lz;blﬂ Qi i < l bl 1)

Qi 011 Qi1 CllJr
I+1
q Qi1 ¢;
X In ( X ,

Q Cl1 Cl+1

qui est juste une version discrete de ce que l'on a pour Fokker-Planck a
deux exceptions. La premiere, qui n’est pas grave, est qu’ici ce ne sont pas
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les vrais équilibres qui apparaissent dans la dissipation mais des équilibres
locaux basés sur c¢;. La deuxieme, sérieuse, est que la mesure de référence
n’est pas une gaussienne mais une exponentielle. Malheureusement le cas
limite pour obtenir une inégalité de Sobolev logarithmique est celui d'une
mesure de Poisson (voir Ledoux [50]) ce qui nous oblige ici & des hypotheses
supplémentaires et a se contenter d’'une presque inégalité (donnée dans la
sous-partie suivante dans un cadre continu).

Notons enfin que ce n’est pas la premiere occasion ou la théorie cinétique
s’applique aux questions de coagulation-fragmentation comme dans [48] par
exemple. De plus méme dans un cadre purement cinétique, dériver de bonnes
inégalités entre le taux de dissipation de l’entropie et l’entropie n’est pas
toujours simple, on pourra se reporter a I'ouvrage de Villani [65] notamment.

2.4.3 Une presque inégalité de Sobolev logarithmique

Le but de cette sous-partie est d’expliquer comment on peut obtenir I'inégalité
fondamentale de [35]. On se place dans un cadre continu qui permet de
présenter les idées plus facilement et de les comparer aux méthodes et aux
résultats habituels.

Il s’agit donc de prouver une forme faible d’inégalité de Sobolev logarithmique
modifiée pour une mesure de densité p(x). Pour une fonction f(x) positive,
on définit ’entropie par rapport a la mesure correspondante par

() = [ (@) 08 f)+1 = f@) pla) do
Le taux de dissipation associé s’écrit

o) = [ L ey as

Si la fonction f est correctement normalisée par
[ s@n)de = [ wwyds, 50) =1, (4.7)
R R
et si p est une mesure gaussienne

) = Ce 0,
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alors on a l'inégalité de Sobolev logarithmique classique
H(f) < CD(f).

Dans le cas ou p n’est plus une gaussienne mais si f est un peu plus réguliere,
soit f € LP(udr) pour un exposant p > 1 et si p satisfait la condition
suivante, qui indique que cette mesure décroit au moins de maniere quasi-
exponentielle a l'infini

3050, [ al)dy < Culo) (4.
il est possible d’obtenir la forme affaiblie suivante

H(f) x (1+ [log H(/))7* < C(If lzouary, D(S)) D(S),  (4.9)

ou la constante C' est uniformément bornée pourvu que || f||z» et D(f) le
soient.

Pour la preuve, On commence de la méme maniere que dans le cas ou on
impose la condition f’(z) < 1 (voir [50]), par une intégration par partie, en
remarquant que le terme de bord disparait grace a (4.7)

H(f) = / @) X g f(@) x vla) d.

o v(z) = /x . u(y) dy.

On divise ensuite la preuve en deux cas : sur 'ensemble Q= C Rt ou f(z)
est inférieure & 1 et sur 'ensemble QF ou elle y est supérieure.
Les points ou f(z) <1

Il s’agit du cas facile qui ressemble (en beaucoup plus simple) a celui ot on
impose la condition f’(x) < 1. Apres un Cauchy-Schwarz, on obtient

wn < ([ L6 ) " ([ s g storsm )

Il suffit désormais de remarquer que si o < 1

allogal* < 2(aloga+1—a),
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pour avoir
w<a [ L)

d’apres la condition (4.8) sur u.

v(z)dx <2C D(f), (4.10)

Les points ou f(z) > 1

On utilise tout d’abord la relation élémentaire

log(1+ 3)

logs <2(5—1) 3 , VB >1

On en déduit que
) < [ 17 ) - 1) 2L

Il s’agit maintenant de faire une espece d’interpolation de cette derniere
intégrale entre D(f) et || f||z». Donc pour tout A > 1, on découpe l'intégrale

+ ) x| () — 1) x e8dES@)
R N UL B

1<f(z)<A

v(x)de.

Pour la premiere intégrale

o ey 1 s P
/Kf(x)d\fw ) =1 x 2B oy o

<log(1+ \) x /f( . |f'(x)] x f(;fzx; !

< log(1+ \) x (/R+ \f]:((i))P V(&) d:p) 1/2

([, e Eooa)

) — 112 1/2
< log(1+3) x (D) x ( [ M= vwar)

v(z)dx

d’apres (4.8). Or on sait que
6 — 1P
&)

<2(Blogf+1—-p), VG>1,
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et par conséquent,

") x | f(z)— XMUSC X
/Kf(xmwf( ) =132 oy d o

< 2Clog(1+X) (D(f) H(f))"".

Il est a noter que l'on est toujours dans le “bon cas”, c’est-a-dire que si 'on
pouvait fixer A (si f était dans L), on aurait bien une vraie inégalité de
Sobolev logarithmique. Pour la deuxieme intégrale, soit C' la constante telle
que

log(1+6) < CpP=Y4 w3 >1.

Alors,

[ @i - x g+ /@) 4y da
Fl@)>A f(

)
"(2)] x |f(z)— xwu:c x
o R e P L

</f(m):f’(af) X (@)D () da
o) /R
1) (/ 1/2
< ([ 1@t v ) "

[f' (@) x | f(2)| D2 v (x) da
+
R+
Grace encore a (4.8), on trouve

()] x | £(
£/ (2)]? s
7 v(x) d;z:)

z)

<\ (p—1)/4
<\ (p—1)/4

") x| f(x)— va T
/f(m)>A|f()| @)=Ly via)d (4.12)
< ATV (D) X £ -

En minimisant la somme de (4.11) et (4.12), i.e. en prenant \~(~1/4
(H(f))Y? (ou 1si H(f) est trés grand), on aboutit enfin &

H*(f) < C(D(f): 1floguan) x D(f) x (L+ | =log H(f)])*.  (4.13)
La combinaison de (4.10) et (4.13) amene bien a (4.9).



Chapitre 3

Mathématiques pour la biologie

Ce chapitre présente deux travaux en immunologie et conclut en indiquant
des développements futurs en écologie.

3.1 Pourquoi de nouveaux modeles en immu-
nologie

Les mathématiques peuvent intervenir soit pour déterminer comment se
répand une maladie dans une population donnée (il s’agit alors d’épidémiolo-
gie) soit pour évaluer ’évolution d’une maladie dans le corps d’un individu.
C’est seulement ce deuxieme aspect qui est traité dans [25] et [16] et dont on
parlera ici.

Il s’agit de modéliser 'interaction entre le systeme immunitaire et un hote
étranger (virus, bactéries ou méme tumeur). Le modele le plus simple consiste
a prendre une équation du type proie-prédateur sur le nombre de virus v(t)
et le nombre de lymphocytes [(t) telle que

d

v(it) = avl(t —blt Ut,
Cfit (t) (t) () v(t) (1.1)
El(t) = —cl(t) + dI(t)v(t).

Bien entendu ce modele peut étre précisé et complété mais cela reste un
systeme différentiel avec deux especes (parfois un peu plus). On pourra se
référer aux livres de May et Novak [52] ou de Dieckmann et Heesterbeek [21]
pour une description et des exemples de modeles de ce type.
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Un systeme comme (1.1) est assez simple et généralement bien adapté au
moins au début de I’évolution d’une maladie. Toutefois il s’avere incapable
de prendre en compte certains comportements plus complexes. L’évolution
d’un SIDA est un exemple typique : apres une phase initiale, I'infection est ra-
pidement controlée par I'organisme et reste mineure pendant tres longtemps
(cing & dix ans parfois sans traitement) pour finir par reprendre brusquement
a un moment donné et tuer le malade. Cette derniere phase de remontée ne
peut étre modélisée que de maniere assez artificielle par des équations du
type (1.1) (en incluant au départ dans les équations des termes dépendant
du temps qui vont la créer).

Il semble ainsi qu’il soit parfois nécessaire de tenir compte des différentes sous-
populations de virus ou de lymphocytes en ajoutant un parametre supplé-
mentaire. On a alors deux possibilités; soit le parametre permettant de
différencier les sous-populations est un parametre de forme, c’est-a-dire par
exemple qu'un lymphocyte d'une forme donnée ne peut s’attaquer qu’a des
virus ayant une forme compatible. Soit ce parametre décrit les différences de
virulence ou d’efficacité des sous-population.

3.2 Différentiation par virulence

Le modele analysé dans [16] avait été développé par De Angelis et Mesin [17]
pour comprendre la phase initiale de I’évolution d'une tumeur mais s’applique
également a d’autres situations.

On classe chaque sous-population en fonction de sa virulence (pour un virus)
ou de son efficacité (pour un lymphocyte) par un parametre u (appelé activité
en général). Ce parametre peut varier continument de 0 & U'infini. En plus
de déterminer les taux de naissance et de mort de chaque sous-population
il faut aussi expliciter 1’évolution de ce parametre d’activité. Par exemple,
la présence de virus induit la réplication des lymphocytes mais 'interaction
avec les virus diminue par ailleurs l'efficacité de ces lymphocytes.

D’autre part en plus de la densité de virus f;(t,u) et de lymphocytes fa(t),
on introduit une fonction Asz(t) représentant 1’état de santé général du reste
de 'organisme et par suite sa capacité a fournir de la nourriture a I'hote
étranger (il s’agit notamment des cellules endothéliales pour une tumeur).

On définit d’abord

Al(t):/OOOufl(t,u)du, Ag(t):/()ooufg(t,u)du. (2.1)
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Bien entendu il n’est pas possible de mesurer biologiquement les valeurs des
f; mais les A; bien qu’étant les quantités macroscopiques importantes ne sont
pas davantage accessibles. Ce que 'on peut mesurer, ce sont seulement les
nombres totaux qui sont définis par

ni(t) :/ fi(t,u) du, no(t) :/ fa(t,u) du. (2.2)
0 0
Le systeme s’écrit alors

Oif1+ Oy (—061216142 J1+ aizuAs f1)
= —B12As f1 + Bizuds fi,

Oifo + Oy (—0é21Uz41 fz) = Bnud; fo, (2.3)
d
— Az = —(B31 + az) Ay As.

dt
Le systeme (2.3) est non linéaire mais le couplage par (2.1) est faible et les
non linéarités ne posent pas de difficulté en tant que telles. Le point délicat
pour l'existence de solutions concerne le comportement a l'infini. En effet il
est nécessaire d’obtenir une borne sur le premier moment (les A;) mais si l'on
essaie de dominer | |u|* f; directement on s’apercoit qu’intervient le moment
d’ordre supérieur.
La bonne échelle est en fait 1’échelle exponentielle. Ainsi on peut prouver a
priori que

d [~ t,u)du =0
Eoe fa(t,u) du = 0.

On est conduit a faire les hypotheses suivantes
/ () du < 0o, YA >0,
0
> B
/ e f0(u) du < oo, 24)
0
AY < oo,
ce qui permet d’obtenir

Théoréme 3.2.1 Supposons que [, f9 et AY vérifient (2.4), alors il existe
des solutions fi, fa, Az de (2.3) au sens des distributions avec f7, f9 et A
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comme données initiales et telles que

/ M fi(t,u)du € L2([0, T]), Y\, T >0,
0

/ /02 i (1 u)du < / el g () du,
0 0
Az(t) < AY.

On peut d’ailleurs prouver quune hypothese de type décroissance exponen-
tielle est nécessaire, voir [16]. Mais du point de vue des applications en bio-
logie, le point important est plutot ’étude du comportement asymptotique.

Posons
o pgy 0
ES —==Uu
’[’L2 g / 60‘21 f2 s
0

alors

Théoreme 3.2.2 Considérons une solution telle qu’elle est donnée par le
théoréeme précédent alors quand t — 0o, on n'a que les deuz possibilités

(i)

ni(t) — 0, / Ai()dt < o0, na(t) — na(o0) < / QBQIU/QQIfS(U)dua
0 0

et ns, As, ng, Ay sont minorés.

(i1)
/OOOAl(t)dt =00, na(t) — /eﬁmu/amfg(u)du, Ay(t), ns(t), As(t) — 0.

Ce théoreme signifie que soit le systeme immunitaire détruit tous les virus
soit les virus 'emportent, il ne peut y avoir de maladies chroniques (mais des
cas de type SIDA sont parfaitement possibles et observés lors des simulations
numériques). De plus un trait caractéristique intéressant est le nombre maxi-
mal de lymphocyte nj. Lorsque le systeme immunitaire a produit ce nombre
maximal, il est épuisé et le malade finit par mourir.

Bien stir cela est du au fait que (2.3) a été dérivé pour étre appliqué sur des
échelles de temps ou 'organisme ne peut pas récupérer.

Les principales questions ouvertes autour de ce modele portent d’une part
sur l'inclusion de termes modélisant les thérapies et la détermination des
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nouveaux comportements asymptotiques. D’autre part on peut aussi tenter
de corriger le modele pour le rendre valable également sur des échelles de
temps plus grandes et analyser alors les différences; cela fait 'objet de la
these de L. Derbel.

3.3 Différentiation par forme

La premiére étape de la modélisation dans [25] est de “corriger” (1.1) pour
avoir un modele réaliste dans le cas d’une seule espece de virus et une seule
espece de lymphocyte. Le nouveau systeme est

@_ _al y
dt g 1+v) "’

- <2(n+v) _ﬁ>l_ (3.1)

=

Les virus se reproduisent toujours avec un taux constant (mais qui dépendra
de la sous-espece), par contre leur taux de mortalité a été limité ce qui cor-
respond au fait qu'un lymphocyte ne peut attaquer et tuer qu'un nombre
limité de virus méme si ceux-ci sont exagéremment nombreux.

Les lymphocytes ont un taux de mortalité constant et un taux de naissance
qui est une fonction ¥ de la quantité de nourriture disponible par lympho-
cyte. Cette quantité est égale au nombre de virus présent plus une nourriture
constante fournie par 'organisme qui rend compte de ce que méme en 1’ab-
sence de virus, il existe quand méme des lymphocytes; le tout doit bien
entendu étre divisé par le nombre de lymphocytes.

Dans le cas ou I’on a plusieurs sous-especes décrites par un parametre continu
i (dans un intervalle ou sur R), le systéeme devient simplement

G = 01 = 8)0(0) + 0KT1(0) - T o),

o (o np) +o(p) (3.2)
7 (z(f) —ﬁ)l,

ou le parametre 6 est le taux de mutation du virus et

mmmz/m%mmwwt
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Le noyau K décrit la probabilité de mutation d'un trait a un autre et il est
donc positif et normalisé

/K(u,u’) dp = /K(M,u’) dp' = 1. (3.3)

L’analyse du comportement asymptotique de (3.2) n’est pas simple. La pre-
miere étape est de déterminer les états stationnaires. C’est tres facile pour
(3.1) ou l'on trouve pour (v,1)

P =(0,0), P,=(0, 2?(5))’ Py = (f:zg 1::) k(p) = 22*(6)-
(3.4)

Pour que ces équilibres aient un sens (qu’ils existent et soient dans le cadrant
positif), il est nécessaire d’imposer certaines conditions, a savoir

2(0) =0, X(s) >0, £"(s) 0, < T = lim B(s) < o0,

S§—00

lim s¥'(s) =0, ir;f(/i(u) —n(w)) >0, s%p k() < 1.

S§— 00

(3.5)

On peut alors vérifier que les stationnaires de (3.2) dans Q4 = {(v,{) | v >
0, [ > 0} sont seulement une déformation de P3

Théoréme 3.3.1 On suppose que (3.5) est vrai. Alors il existe une solution
stationnaire (vgt,lt) € (L=(R))? de (3.2) a valeur dans Q4 et telle que

k() —n(p)
0< mﬁnm < wst(p), V.

De plus si 6 est suffisamment petit, cette solution est unique.

Bien entendu trouver un état stationnaire ne signifie pas que la solution y
converge. En fait ce point est assez délicat comme nous n’avons pas pu trouver
de fonctionnelle de Lyapunov pour (3.2) ou (3.1) d’ailleurs. Une réponse
partielle est donnée dans [25] ou sous des hypotheses additionnelles et en
particulier si  est assez petit, on montre qu’effectivement il y a convergence
vers le point d’équilibre.
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3.4 Perspectives en théorie de 1’évolution

Il s’agit de travaux en cours avec O. Diekmann, S. Mischler et B. Per-
thame. Le but est d’arriver a expliquer comment sur des modeles simples,
on peut voir apparaitre un phénomene de spéciation c’est-a-dire que d’une
infinité de traits possibles existant dans une population initiale, I’évolution
en sélectionne seulement un nombre fini et de comprendre comment le ou les
traits choisis évoluent.

On se place donc a I’échelle de temps de 1’évolution et on suppose que cette
échelle est tres grande par rapport au temps de vie d’un individu. Ainsi on
peut par exemple étudier 1’équation

d 1

%xe(t, a) = g[r(a) z(t,a) — 0. (t)x(t, ) + /O/e]R K. (o —a)z.(t,a)d].
(4.1)

Dans ce cas par exemple, la limite est représentée par une équation de
Hamilton-Jacobi qui permet de décrire exactement 1’évolution des traits do-
minants.

Cette approche est a comparer avec celle de la dynamique adaptative. Bien
qu’elle soit plus compliquée, un de ses avantages est qu’elle permet de décrire
les bifurcations (lorsqu’un trait dominant mene & deux sous-populations).
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