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Chapitre 1

Objectif du projet

L'objectif de ce projet est l'étude du problème associé à l'equation des
cordes vibrantes en dimension 1 sur un domaine Ω = [0, T ]×[0, 1], où [0, T ] est
l'intervalle de temps, [0, 1] est l'intervalle d'espace, et de faire le retournement
temporel de ce problème sur un intervalle de temps [T, 2T ].
On commence premièrement ce projet par l'étude du problème direct. On
se donne une force (pontuelle) au second membre de l'équation des cordes
vibrantes, une seule fois à l'instant initial t = 0. C'est-à-dire quand t > 0,
la source n'existe plus. En mettant cette source en une position quelconque
x ∈ [0, 1], on étudie la variation de cette équation à chaque l'instant jusqu'à
l'instant �nal t = T .
A l'étape suivante, on étudie le problème retourné en remontant le temps
jusqu'à t = 2T . On fait le retournement temporel du problème ci-dessus sur
l'intervalle [T, 2T ] en utilisant les valeurs trouvées dans [0, T ].
Finalement, on compare théoriquement et numériquement le résultat de la
solution du problème retourné à l'instant �nal t = 2T avec la source que l'on
a mis dans le problème direct.

4



Chapitre 2

Etude du problème direct

On s'intéresse au problème associé à l'équation des cordes vibrantes (de
vitesse de propagation c = 1) avec le second membre, et avec la condition
d'impédance, de coe�cient z ∈]0, 1[, suivant :

∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = δt=0 × g (t, x) ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(t, 0)− z ∂u
∂x

(t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
∂u
∂t

(t, 1) + z ∂u
∂x

(t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.1)

où g (t, x) représente le terme source, u (0, x) est la valeur initiale, et ∂u
∂t

(0, x)
est la vitesse initiale.
Le problème le plus classique du problème ci-dessus, est avec la condition de
Dirichlet ou de Neumann. Dans ces 2 cas, l'énergie du système est conservée.
Au contraire, l'énergie du système (2.1) est décroissante exponentiellement
qu'on va montrer dans le paragraphe suivant.
Dans la partie théorique, on ne traite que le problème (2.1) sans second
membre(g = 0), avec les conditions initiales u (0, x) = u0 (x) et ∂u

∂t
(0, x) =

u1 (x).
Dans la partie numérique, on traite 3 problèmes di�érents, le problème (2.1),
le problème avec la condition de Dirichlet, et le problème avec la condition
de Neumann.

2.1 Théorique

Dans cette partie, on traite théoriquement l'équation des cordes vibrantes
sans second membre(g = 0), avec les conditions initiales u (0, x) = u0 (x) et
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∂u
∂t

(0, x) = u1 (x).
On représente cette équation par,

∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u (0, x) = u0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(0, x) = u1 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(t, 0)− z ∂u
∂x

(t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
∂u
∂t

(t, 1) + z ∂u
∂x

(t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.2)

2.1.1 Solution du problème sans conditions aux limites

Soient Ω = [0, T ]×]0, 1[, et u (t, x) ∈ C0 (Ω)
Changement de variables : y = x+ t et z = x− t

∂u
∂t

(t, x) = ∂u
∂y

(y, z)− ∂u
∂z

(y, z)
∂u
∂x

(t, x) = ∂u
∂y

(y, z)− ∂u
∂z

(y, z)
∂2u
∂t2

(t, x) = ∂2u
∂α2 (y, z)− 2 ∂2u

∂y∂z
(y, z) + ∂2u

∂z2 (y, z)
∂2u
∂x2 (t, x) = ∂2u

∂y2 (y, z) + 2 ∂2u
∂y∂z

(y, z) + ∂2u
∂z2 (y, z)

L'équation (2.2) devient : −4 ∂2u
∂y∂z

(y, z) = 0

∂
∂y

(
∂u
∂z

)
(y, z) = 0⇒ ∂u

∂z
= G (z)⇒ u (y, z) = G (z) + F (y)

⇒ u (t, x) = F (x+ t) +G (x− t)

En t=0 :
u (0, x) = F (x) +G (x) = u0 (x)
∂u
∂t

(0, x) = F ′ (x)−G′ (x) = u1 (x)

Soit w une primitive de u1. Alors, F (x)−G (x) = w (x)

⇒ F (x) = 1
2

(u0 (x) + w (x)) et G (x) = 1
2

(u0 (x)− w (x))
⇒ u (t, x) = 1

2
(u0 (x+ t) + w (x+ t) + u0 (x− t)− w (x− t))

Donc la solution de (2.2) sans conditions aux limites, est de la forme :

u (t, x) =
1

2
(u0 (x+ t) + u0 (x− t)) +

1

2

x+t∫
x−t

u1 (s) ds, ∀ (t, x) ∈ Ω

2.1.2 Energie du système

L'énergie du système (2.2) :

E (t) =
1

2

1∫
0

((
∂u

∂t
(t, x)

)2

+

(
∂u

∂x
(t, x)

)2
)
dx, ∀t ∈ [0, T ]
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En t = 0, E0 = E (0) = 1
2

1∫
0

(
(u1 (x))2 + (u′0 (x))2) dx

Proposition 2.1 L'énergie E (t) est décroissante.

Preuve. On multiplie l'équation ∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = 0 par ∂u

∂t
(t, x) et on

l'intègre sur (0, 1).

1∫
0

∂2u
∂t2

(t, x) ∂u
∂t

(t, x) dx−
1∫
0

∂2u
∂x2 (t, x) ∂u

∂t
(t, x) dx = 0

1
2
d
dt

1∫
0

(
∂u
∂t

(t, x)
)2
dx+ 1

2
d
dt

1∫
0

(
∂u
∂x

(t, x)
)2
dx−

[
∂u
∂t

(t, x) ∂u
∂x

(t, x)
]1

0
= 0

d
dt

(E (t)) = −z
((

∂u
∂x

(t, 1)
)2

+
(
∂u
∂x

(t, 0)
)2
)
≤ 0, ∀t ∈ [0, T ]

Donc l'énergie E (t) est décroissante. �

Théorème 2.2 E (t) ≤ E0

γ2 γ
2t, ∀t ∈ [0, T ], où γ = 1−z

1+z
< 1

Preuve. Posons f (t, x) = ∂u
∂t

(t, x) et g (t, x) = ∂u
∂x

(t, x)
Supposons g (0, 0) = u0 (0) et f (0, 0) = u1 (0), on a

∂f
∂t

(t, x)− ∂g
∂x

(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]
∂g
∂t

(t, x)− ∂f
∂x

(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]
g (0, 0) = u0 (0)
f (0, 0) = u1 (0)
f (t, 0)− zg (t, 0) = 0, ∀t ∈ [0, T ]
f (t, 1) + zg (t, 1) = 0, ∀t ∈ [0, T ]

Soient X (t, x) = f (t, x) + g (t, x) et Y (t, x) = f (t, x)− g (t, x), on a
∂X
∂t

(t, x)− ∂X
∂x

(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

∂Y
∂t

(t, x) + ∂Y
∂x

(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

On multiple par X et Y , on a,
∂
∂t

(X2 (t, x))− ∂
∂x

(X2 (t, x)) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

∂
∂t

(Y 2 (t, x)) + ∂
∂x

(Y 2 (t, x)) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]
(2.3)

En x = 1{
X (t, 1) = f (t, 1) + g (t, 1) = (1− z) g (t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]
Y (t, 1) = f (t, 1)− g (t, 1) = − (1 + z) g (t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]
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⇒ X (t, 1) = −γY (t, 1), avec γ = 1−z
1+z

< 1
En x = 0{

X (t, 0) = f (t, 0) + g (t, 0) = (1 + z) g (t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]
Y (t, 0) = f (t, 0)− g (t, 0) = − (1− z) g (t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]

⇒ Y (t, 0) = −γX (t, 0), avec γ = 1−z
1+z

< 1
On intègre (2.3) sur (0, 1), on a

1∫
0

∂
∂t

(X2 (t, x)) dx =
1∫
0

∂
∂x

(X2 (t, x)) dx = X2 (t, 1)−X2 (t, 0)

d
dt

1∫
0

(X2 (t, x)) dx = X2 (t, 1)−X2 (t, 0)

Et
1∫
0

∂
∂t

(Y 2 (t, x)) dx = −
1∫
0

∂
∂x

(Y 2 (t, x)) dx = Y 2 (t, 0)− Y 2 (t, 1)

d
dt

1∫
0

(Y 2 (t, x)) dx = Y 2 (t, 0)− Y 2 (t, 1)

Posons I (t) =
1∫
0

(X2 (t, x) + Y 2 (t, x)) dx

Donc I (t) = 2
1∫
0

((
∂u
∂t

(t, x)
)2

+
(
∂u
∂x

(t, x)
)2
)
dx = 4E (t), où E (t) est l'éner-

gie du système (2.2).

dI

dt
(t) =

d

dt

1∫
0

X2 (t, x) dx+
d

dt

1∫
0

Y 2 (t, x) dx

= X2 (t, 1)−X2 (t, 0) + Y 2 (t, 0)− Y 2 (t, 1)

= −
(
1− γ2

) (
X2 (t, 0) + Y 2 (t, 1)

)
≤ 0, ∀t ∈ [0, T ]

T+1∫
T

X2 (t, x) dt =
1∫
0

X2 (t+ T, 1) dt =
1∫
0

X2 (T, 1− t) dt =
1∫
0

X2 (T, s) ds

T+1∫
T

Y 2 (t, x) dt =
1∫
0

Y 2 (t+ T, 1) dt =
1∫
0

Y 2 (T, 1− t) dt =
1∫
0

Y 2 (T, s) ds

(Changement de variable et caractéristique)
Donc

I (T + 1)− I (T ) = −
(
1− γ2

) 1∫
0

(
X2 (T, s) + Y 2 (T, s)

)
ds

= −
(
1− γ2

)
I (T )
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I (T + 1) = γ2I (T )
I (T ) = γ2nI (s) , T = n+ s, et s ∈ [0, 1]
sups∈[0,1]|I (s) | = I (0) = 4E0

⇒ I (T ) ≤ 4E0

γ2s γ
2T ≤ 4E0

γ2 γ
2T

Donc ∀t ∈ [0, T ],

E (t) ≤ E0

γ2
γ2t, où γ =

1− z
1 + z

< 1 �

2.1.3 Unicité de la solution

Théorème 2.3 L'équation (2.2) admet une solution unique.

Preuve. Soient u et v, 2 solutions distinctes de (2.2).
Soit w = u− v, on a bien

∂2w

∂t2
(t, x)− ∂2w

∂x2
(t, x) =

(
∂2u

∂t2
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x)

)
−(

∂2v

∂t2
(t, x)− ∂2v

∂x2
(t, x)

)
= 0,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

w (0, x) = u (0, x)− v (0, x) = u0 (x)− u0 (x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]
∂w
∂t

(0, x) = ∂u
∂t

(0, x)− ∂v
∂t

(0, x) = u1 (x)− u1 (x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]

∂w

∂t
(t, 0)− z∂w

∂x
(t, 0) =

(
∂u

∂t
(t, 0)− z∂u

∂x
(t, 0)

)
−(

∂v

∂t
(t, 0)− z ∂v

∂x
(t, 0)

)
= 0, ∀t ∈ [0, T ]

∂w

∂t
(t, 1) + z

∂w

∂x
(t, 1) =

(
∂u

∂t
(t, 1) + z

∂u

∂x
(t, 1)

)
−(

∂v

∂t
(t, 1) + z

∂v

∂x
(t, 1)

)
= 0, ∀t ∈ [0, T ]

Donc w est la solution de (2.2) dans le cas w (0, x) = 0, ∂w
∂t

(0, x) = 0.
D'après la Proposition 2.1, on a ∀t ∈ [0, T ]

Ew (t) ≤ Ew (0) =
1

2

1∫
0

((
∂w

∂t
(0, x)

)2

+

(
∂w

∂x
(0, x)

)2
)
dx = 0

⇒ Ew (t) = 0, car Ew (t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ]
⇒ ∇t,xw = (0, 0)⇒ w (t, x) = Cte = w (0, x) = 0⇒ w (t, x) ≡ 0
Donc u et v sont identiques. �
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2.1.4 Comportement en grand temps de la solution

Lemme 2.4 Soit f ∈ C1 ([0,+∞[,R)

Si
+∞∫
0

|f ′ (x)| dx est covergente, alors f (x) a une limite quand x→ +∞.

Preuve du Lemme. On a ∀t ∈ [0,+∞[ ,

f (x) = f (0) +
x∫
0

f ′ (s) ds

f (0) : est une constante
x∫
0

f ′ (s) ds : converge quand x→ +∞

Donc f (x) a une limite quand x→ +∞ �

Proposition 2.5 Soit u (t, x), la solution de (2.2), alors u (t, x)
t→+∞−→ u∞,

où u∞ ne dépend que de u0 et u1.

Preuve. On admet que u converge quand t→ +∞

Posons I (t) =
1∫
0

u (t, x) dx

1∫
0

(
∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x)

)
dx = 0

1∫
0

∂2u
∂t2

(t, x) dx =
1∫
0

∂2u
∂x2 (t, x) dx =

[
∂u
∂x

(t, x)
]1

0
= −1

z

(
∂u
∂t

(t, 1) + ∂u
∂t

(t, 0)
)

T∫
0

I ′′ (t) dt = −1
z

T∫
0

(
∂u
∂t

(t, 1) + ∂u
∂t

(t, 0)
)
dt

I ′ (T )− I ′ (0) = −1
z

(u (T, 1) + u (T, 0)− u (0, 1)− u (0, 0))

D'après le Théorème 2.2, on a, I ′ (T )
T→+∞−→ 0

Donc quand T → +∞,

−
1∫
0

u1 (x) dx = −1
z

(2u∞ − u0 (1)− u0 (0))

u∞ = 1
2

(u0 (1) + u0 (0)) + z
2

1∫
0

u1 (x) dx

D'après le Lemme 2.4, on a

u (t, x)
t→+∞−→ u∞, où u∞ =

1

2
(u0 (1) + u0 (0)) +

z

2

1∫
0

u1 (x) dx �
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2.1.5 Schéma numérique sans conditions aux limites

La prise en compte des conditions aux limites de ce schéma est indiquée
dans la partie numérique.
Soient Ω = [0, T ]×]0, 1[ et u ∈ C4 (Ω). La formule de Taylor donne :

u (t+ ∆t, x) + u (t−∆t, x)− 2u (t, x) = ∆t2 ∂
2u
∂t2

(t, x) +O (∆t4)

u (t, x+ ∆x) + u (t, x−∆x)− 2u (t, x) = ∆x2 ∂2u
∂x2 (t, x) +O (∆x4)

L'approximation l'ordre 2 en temps de ∂2u
∂t2

(t, x)

∂2u

∂t2
(t, x) ≈ 1

∆t2
(u (t+ ∆t, x) + u (t−∆t, x)− 2u (t, x))

L'approximation l'ordre 2 en espace de ∂2u
∂x2 (t, x)

∂2u

∂x2
(t, x) ≈ 1

∆x2
(u (t, x+ ∆x) + u (t, x−∆x)− 2u (t, x))

Soient unj , l'approximation de u (tn = n∆t, xj = j∆x) et β =
(

∆t
∆x

)2

Pour approcher le problème (2.2) sans conditions aux limites, on utilise le
schéma numérique suivant

un+1
j + un−1

j − 2unj = β
(
unj+1 + unj−1 − 2unj

)
(2.4)

Ce schéma est l'ordre 2 en temps et en espace.

2.1.6 Condition de stabilité

Posons unj = ane
ikxj et un−1

j = bne
ikxj

Le schéma numérique (2.4) devient{
an+1 =

(
β
(
eik∆x+e−ik∆x

)
+ 2 (1− β)

)
an − bn

bn+1 = an(
an+1

bn+1

)
=

(
2− 4βsin2 k∆x

2
−1

1 0

)
︸ ︷︷ ︸
Matrice d'ampli�cation A

(
an
bn

)

Prenons, θ = 1− 2βsin2 k∆x
2

Le polynôme caractéristique de A : PA (λ) = λ2 − 2θλ+ 1

PA (λ) = 0⇐⇒ λ2 − 2θλ+ 1 = 0
∆′ = θ2 − 1
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◦ Si ∆ > 0⇔ |θ| > 1, alors {
λ1 = θ +

√
∆′

λ2 = θ −
√

∆′

Le schéma est instable, car |λ1| > 1 ou |λ2| > 1.
◦ Si ∆ ≤ 0⇔ |θ| ≤ 1, alors {

λ1 = θ + i
√

∆′

λ2 = θ − i
√

∆′

Le schéma est stable si et seulement si λ1λ2 ≤ 1

|λ|2 = λ1λ2 = θ2 + ∆′ = 2θ2 − 1 ≤ 1 véri�é (car |θ| ≤ 1)

|θ| ≤ 1⇔ βsin2 k∆x
2
≤ 1⇔ α2sin2 k∆x

2
≤ 1⇔ α ≤ 1, avec β = α2 =

(
∆t
∆x

)2

Donc le schéma est stable sous la condtion CFL : α = ∆t
∆x
≤ 1

2.2 Numérique

Dans cette partie, on étudie l'équation des cordes vibrantes avec second
membre et avec la condtion de Dirichlet, de Neumann, et d'impédance. On

prend la fonction Gaussienne très centrée, g (t, x) = 1
2πσ2 e

− t
2+x2

2σ2 , comme le
terme source, et on choisit u (t, x) = 0 pour tout t < 0. Le terme source
n'existe qu'à l'instant t = 0.
Soit g0

j , l'approximation de g (t, x) en (tn = 0, xj = j∆x).
On a le schéma numérique en t = ∆t,

u1
j = (∆t)2 g0

j (2.5)

Pour approcher les 3 problèmes ci-dessous, on utilise le schéma numérique
(2.5) pour t = ∆t et le schéma numérique (2.4) pour t > ∆t.

2.2.1 Problème direct avec la condition de Dirichlet


∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = δt=0 × g (t, x) ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
u (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
u (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.6)

Conditions aux limites
En x = 0 : un0 = 0
En x = 1 : unJ = 0, où J = 1

∆x
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2.2.2 Problème direct avec la condition de Neumann


∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = δt=0 × g (t, x) ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂x

(t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
∂u
∂x

(t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.7)

D'après la formule de Taylor,

∂u

∂x
(t, x) =

1

∆x
(u (t, x+ ∆x)− u (t, x)) +O (∆x)

ou =
1

∆x
(u (t, x)− u (t, x−∆x)) +O (∆x)

On utilise le schéma plus simple d'ordre 1 pour approcher ∂u
∂x

(t, 0) et ∂u
∂x

(t, 1).
Conditions aux limites
En x = 0 : un0 = un1
En x = 1 : unJ = unJ−1, où J = 1

∆x

2.2.3 Problème direct avec la condition d'impédance


∂2u
∂t2

(t, x)− ∂2u
∂x2 (t, x) = δt=0 × g (t, x) ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

u (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u
∂t

(t, 0)− z ∂u
∂x

(t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
∂u
∂t

(t, 1) + z ∂u
∂x

(t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.8)

D'après la formule de Taylor,

∂u

∂t
(t, x) =

1

∆t
(u (t+ ∆t, x)− u (t, x)) +O (∆t)

et

∂u

∂x
(t, x) =

1

∆x
(u (t, x+ ∆x)− u (t, x)) +O (∆x)

ou =
1

∆x
(u (t, x)− u (t, x−∆x)) +O (∆x)

On utilise le schéma plus simple d'ordre 1 en temps pour approcher ∂u
∂t

(t, 0)
et ∂u

∂t
(t, 1), et d'ordre 1 en espace pour approcher ∂u

∂x
(t, 0) et ∂u

∂x
(t, 1).

Conditions aux limites
En x = 0 : un+1

0 = un0 + αz (un1 − un0 )
En x = 1 : un+1

J = unJ + αz
(
unJ−1 − unJ

)
, où J = 1

∆x
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Chapitre 3

Etude du problème retourné

Dans ce chapitre, on étudie le problème retourné pour le problème direct
dans le chapitre précédent. En réalité, ce problème est posé dans [T, 2T ] ×
[0, 1], mais on travaille techniquement dans [0, T ]× [0, 1]. On utilise la même
équation comme le problème direct, mais sans second membre (g = 0). On
traitera théoriquement et numériquement le cas de retournement temporel
exact et le cas de retournement temporel sans changement de vitesses, avec la
condition de Dirichlet et de Neumann. Les données initiales de ce problème
sont les valeurs qu'on a obtenu dans le problème direct.
Remarque : On ne fait jamais le retournement temporel avec la condition
d'impédance.

3.1 Problème retourné avec la condition de Di-

richlet


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 , ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 (x) = u (T, x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 = ±∂u
∂t

(T, x) , ∀x ∈ [0, 1]
v (t, 0) = u (T − t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]
v (t, 1) = u (T − t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]

(3.1)

Pour approcher le problème (3.1), on utilise le schéma numérique (2.4), avec
les conditions aux limites suivantes :
En x = 0 : vn0 = uL−n0 , où L = T

∆t

En x = 1 : vnJ = uL−nJ , où J = 1
∆x
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3.1.1 Retournement temporel exact


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 (x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 (x) = −∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
v (t, 0) = u (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
v (t, 1) = u (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.2)

où u est la solution du problème direct, et v est la solution exacte du prolème
retourné (3.2).

Théorème 3.1 v (T, x) = u (0, x) = u0 (x)

Preuve. Soit w (t, x) = u (T − t, x)
On a bien que :

∂2w

∂t
(t, x)− ∂2w

∂x
(t, x) =

∂2u

∂t
(T − t, x)− ∂2u

∂x
(T − t, x)

=
∂2u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x
(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

w (0, x) = u (T, x) = v0 (x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂w
∂t

(0, x) = −∂u
∂t

(T, x) = v1 (x) , ∀x ∈ [0, 1]
w (t, 0) = u (T − t, 0) = v (t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]
w (t, 1) = u (T − t, 1) = v (t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]
Donc w est aussi une solution de (3.2).
Par l'unicité de la solution de (3.2), on a, v (t, x) = w (t, x) = u (T − t, x)
D'où v (T, x) = u (T − T, x) = u (0, x) = u0 (x) �

Proposition 3.2 ∂v
∂t

(T, x) = −∂u
∂t

(0, x) = −u1 (x)

Preuve. Soit v (t, x) = u (T − t, x), la solution de (3.2).
On a, ∂v

∂t
(t, x) = −∂u

∂t
(T − t, x)

D'où ∂v
∂t

(T, x) = −∂u
∂t

(0, x) = −u1 (x) �

3.1.2 Retournement temporel sans changement de vi-

tesses


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 (x) = +∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
v (t, 0) = u (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
v (t, 1) = u (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.3)
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où u est la solution du problème direct et v est la solution du prolème retourné
(3.3).
Posons vex : la solution exacte du prolème retourné (3.2).

a). Problème direct avec la condition de Dirichlet ou de Neumann

Théorème 3.3
1∫
0

(v (T, x)− u0 (x))2 dx ≤ 2
1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx

Preuve. Soit R (t, x) = v (t, x)− vex (t, x).

∂2R

∂t2
(t, x)− ∂2R

∂x2
(t, x) =

(
∂2v

∂t2
(t, x)− ∂2v

∂x2
(t, x)

)
−(

∂2vex
∂t2

(t, x)− ∂2vex
∂x2

(t, x)

)
= 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

R (0, x) = v (0, x)− vex (0, x) = u (T, x)− u (T, x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]
∂R
∂t

(0, x) = ∂v
∂t

(0, x)− ∂vex
∂t

(0, x) = 2∂u
∂t

(T, x) , ∀x ∈ [0, 1]
R (t, 0) = v (t, 0)− vex (t, 0) = u (T − t, 0)− u (T − t, 0) = 0, ∀t ∈ [0, T ]
R (t, 1) = v (t, 1)− vex (t, 1) = u (T − t, 1)− u (T − t, 1) = 0, ∀t ∈ [0, T ]
Donc R est la solution de (3.1) dans le cas R (0, x) = 0, ∂R

∂t
(0, x) =

2∂u
∂t

(T, x) , R (t, 0) = R (t, 1) = 0
Dans ce cas, l'énergie de R est conservée.

ER (t) = ER (0) =
1

2

1∫
0

(
∂R

∂t
(0, x)

)2

dx+
1

2

1∫
0

(
∂R

∂x
(0, x)

)2

dx

= 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx, ∀t ∈ [0, T ]

On a,

R (T, x) =

x∫
0

∂R

∂x
(T, x) dx, car R (t, 0) = 0, ∀t ∈ [0, T ]
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D'après Cauchy-Schwarz

(R (T, x))2 =

 x∫
0

∂R

∂x
(0, x) dx

2

≤

 x∫
0

dx

 x∫
0

(
∂R

∂x
(T, x)

)2

dx


≤ (2x)

1

2

1∫
0

(
∂R

∂x
(T, x)

)2

dx


≤ (2x)ER (T ) = (2x)ER (0)

1∫
0

(R (T, x))2 dx ≤ ER (0)

1∫
0

2xdx = ER (0) = 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx (3.4)

D'après le Théorème 3.1, on a, vex (T, x) = u (0, x) = u0 (x).

Donc
1∫
0

(v (T, x)− u0 (x))2 dx ≤ 2
1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx �

Théorème 3.4
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− u1 (x)
)2
dx ≤ 4

1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx

Preuve. Soit R (t, x) = v (t, x)− vex (t, x).
Conservation de l'énergie de R :

ER (t) = ER (T ) = ER (0) = 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx, ∀t ∈ [0, T ]

ER (T ) = 1
2

1∫
0

(
∂R
∂t

(T, x)
)2
dx+ 1

2

1∫
0

(
∂R
∂x

(T, x)
)2
dx

ER (T ) ≥ 1
2

1∫
0

(
∂R
∂t

(T, x)
)2
dx

1∫
0

(
∂R
∂t

(T, x)
)2
dx ≤ 2ER (T ) = 4

1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx

1∫
0

(
∂v

∂t
(T, x)− ∂vex

∂t
(T, x)

)2

dx ≤ 4

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dxa (3.5)
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D'après la Proposition 3.2, ∂vex
∂t

(T, x) = −∂u
∂t

(0, x) = −u1 (x)
On a, |∂v

∂t
(T, x)− ∂vex

∂t
(T, x) | ≥ |∂v

∂t
(T, x)− u1 (x) |, car u1 (x) > 0

Donc
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− u1 (x)
)2
dx ≤ 4

1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx �

b). Problème direct avec la condition d'impédance

Théorème 3.5
1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0

γ2 γ
2T , où γ = 1−z

1+z
< 1.

Preuve. D'après (3.4)

1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

Et d'après le Théorème 2.2,

E (T ) ≤ E0

γ2
γ2T , avec γ =

1− z
1 + z

< 1

⇒
1∫

0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0

γ2
γ2T

Donc,
1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0

γ2 γ
2T , oùγ = 1−z

1+z
< 1 �

Théorème 3.6
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− ∂vex
∂t

(T, x)
)2
dx ≤ 8E0

γ2 γ
2T , où γ = 1−z

1+z
< 1.

Preuve. D'après (3.5),

1∫
0

(
∂v

∂t
(T, x)− ∂vex

∂t
(T, x)

)2

dx ≤ 4

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

Et d'après le Théorème 2.2,

E (T ) ≤ E0

γ2
γ2T , avec γ =

1− z
1 + z

< 1

⇒
1∫

0

(
∂v

∂t
(T, x)− ∂vex

∂t
(T, x)

)2

dx ≤ 8E0

γ2
γ2T

Donc
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− ∂vex
∂t

(T, x)
)2
dx ≤ 8E0

γ2 γ
2T , où γ = 1−z

1+z
< 1. �
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3.2 Problème retourné avec la condition de Neu-

mann


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 (x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 (x) = ±∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂x

(t, 0) = ∂u
∂x

(T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
∂v
∂x

(t, 1) = ∂u
∂x

(T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.6)

D'après la formule de Taylor,

∂u

∂x
(t, x) =

1

∆x
(u (t, x+ ∆x)− u (t, x)) +O (∆x)

ou =
1

∆x
(u (t, x)− u (t, x−∆x)) +O (∆x)

On utilise le schéma plus simple d'ordre 1 pour approcher ∂u
∂x

(t, 0) et ∂u
∂x

(t, 1).
Donc, pour approcher le problème (3.6), on utilise aussi le schéma numérique
(2.4), avec les conditions aux limites suivantes :
En x = 0 : vn0 = vn1 − uL−n1 − uL−n0 , où L = T

∆t

En x = 1 : vnJ = vnJ−1 − uL−nJ−1 − u
L−n
J , où J = 1

∆x

3.2.1 Retournement temporel exact


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 (x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 (x) = −∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂x

(t, 0) = ∂u
∂x

(T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
∂v
∂x

(t, 1) = ∂u
∂x

(T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.7)

où u est la solution du problème direct, et v est la solution exacte du problème
retourné (3.7).

Théorème 3.7 v (T, x) = u (0, x) = u0 (x)

Preuve. Soit w (t, x) = u (T − t, x)
On a bien que :

∂2w

∂t
(t, x)− ∂2w

∂x
(t, x) =

∂2u

∂t
(T − t, x)− ∂2u

∂x
(T − t, x)

=
∂2u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x
(t, x) = 0, ∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]
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w (0, x) = u (T, x) = v0 (x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂w
∂t

(0, x) = −∂u
∂t

(T, x) = v1 (x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂w
∂x

(t, 0) = ∂u
∂x

(T − t, 0) = v (t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]
∂w
∂x

(t, 1) = ∂u
∂x

(T − t, 1) = v (t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]
Donc w est aussi une solution de l'équation (3.7).
Par l'unicité de la solution de (3.7), on a, v (t, x) = w (t, x) = u (T − t, x)
D'où v (T, x) = u (T − T, x) = u (0, x) = u0 (x) �

Proposition 3.8 ∂v
∂t

(T, x) = −∂u
∂t

(0, x) = −u1 (x)

Preuve. La démonstration est identique à celle de la Proposition 3.2. �

3.2.2 Retournement temporel sans changement de vi-

tesses


∂2v
∂t2

(t, x)− ∂2v
∂x2 (t, x) = 0 ,∀ (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

v (0, x) = v0 (x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂t

(0, x) = v1 (x) = +∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v
∂x

(t, 0) = ∂u
∂x

(T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
∂v
∂x

(t, 1) = ∂u
∂x

(T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.8)

où u est la solution du problème direct et v est la solution du problème
retourné (3.8).
Posons, vex : la solution exacte du problème retourné (3.7).

a). Problème direct avec la condition de Neumann

Théorème 3.9
1∫
0

(v (T, x)− u0 (x))2 dx ≤ 2T 2
1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx

Preuve. Soit I (t) =
1∫
0

(R (t, x))2 dx, où R (t, x) = v (t, x)− vex (t, x)

dI

dt
=

1∫
0

2 (R (t, x))

(
dR

dt
(t, x)

)
dx

≤ 2

 1∫
0

(R (t, x))2 dx


1
2
 1∫

0

(
dR

dt
(t, x)

)2

dx


1
2

; (Cauchy-Schwarz)
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I ′ ≤ 2
√
I
√
ER (t) = 2

√
I
√
ER (0)

T∫
0

I′

2
√
I
dt ≤

T∫
0

√
ER (0)dt√

I (T )−
√
I (0) ≤ T

√
ER (0)⇒ I (T ) ≤ ER (0)T 2, (car I (0) = 0)

1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ ER (T )T 2 (3.9)

D'après le Théorème 3.7, on a, vex (T, x) = u (0, x) = u0 (x).

Donc
1∫
0

(v (T, x)− u0 (x))2 dx ≤ 2T 2
1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx �

Théorème 3.10
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− u1 (x)
)2
dx ≤ 4

1∫
0

(
∂u
∂t

(T, x)
)2
dx

Preuve. La démonstration est identique à celle du Théorème 3.4 �

b). Retournement temporel pour le problème direct la condition
d'impédance

Théorème 3.11
1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0T 2

γ2 γ2T , où γ = 1−z
1+z

< 1.

Preuve. D'après (3.9),

1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 2T 2

1∫
0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

Et d'après le Théorème 2.2,

E (T ) ≤ E0

γ2
γ2T , avec γ =

1− z
1 + z

< 1

⇒
1∫

0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0T
2

γ2
γ2T

Donc,
1∫
0

(v (T, x)− vex (T, x))2 dx ≤ 4E0T 2

γ2 γ2T , où γ = 1−z
1+z

< 1. �

Théorème 3.12
1∫
0

(
∂v
∂t

(T, x)− ∂vex
∂t

(T, x)
)2
dx ≤ 8E0

γ2 γ
2T , où γ = 1−z

1+z
< 1.

Preuve. La démonstration est identique à celle du Théorème 3.6 �
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on fait numériquement le problème direct avec 3 condi-
tions aux limites di�érentes (Dirichlet, Neumann, et Impédance) dans [0, T ]×
[0, 1], et le problème retourné avec 2 conditions aux limites di�érentes (Diri-
chlet, Neumann) dans [T, 2T ]× [0, 1].
Le problème direct : On teste le schéma numérique avec la fonction Gaus-
sienne g centrée une fois en x = 1

2
, et une autre en x = 1

4
. On prend u|t<0 = 0,

c'est-à-dire u0 = 0 à l'instant t = t0. D'après le schéma (2.5), on peut trouver
la valeur u1 de u à l'instant t = t1. On peut dire qu'on a mis le terme source
sur la vitesse de u à l'instant t0 = 0 (théorie de distributions).
Le problème retourné : On trouve la solution v(retournement temporel sans
changement de vitesse), et vex(retournement temporel exact) en utilisant la
solution du problème direct. En théorie, pour le problème direct avec la
condition de Dirichlet ou de Neumann, la vitesse de v à l'instant �nal 2T , est
l'approximation du terme source dans le problème direct qu'on veut trouver.
Mais pour le problème direct avec la condition d'impédance, la vitesse de v
à l'instant �nal 2T , est l'approximation de la vitesse de vex à l'instant �nal
2T qui est le terme source avec le signe opposé.
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4.1 Problème retourné avec la condition de Di-

richlet

Soient u la solution du problème direct, vex la solution du problème re-
tourné exact, et v la solution du problème retourné sans changement de
vitesse.

4.1.1 Problème direct avec la condition de Dirichlet

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Problème direct

Fig. 4.1 � unj

Problème retourné exact

Fig. 4.2 � vnj
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Problème retourné sans changement de vitesse

Fig. 4.3 � vnj

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la
vitesse de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.4 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1.7, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.5 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 10.5, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.6 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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4.1.2 Problème direct avec la condition de Neumann

On a le résultat d'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal
t = 2T , et de la vitesse de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Fig. 4.7 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 2, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Fig. 4.8 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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4.1.3 Problème direct avec la condition d'impédance

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Problème direct

Fig. 4.9 � unj

Problème retourné exact

Fig. 4.10 � vnj
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Problème retourné sans changement de vitesse

Fig. 4.11 � vnj

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la
vitesse de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.12 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1.7, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.13 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 10.5, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.14 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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4.2 Problème retourné avec la condition de Neu-

mann

4.2.1 Problème direct avec la condition de Neumann

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Problème direct

Fig. 4.15 � unj

Problème retourné exact

Fig. 4.16 � vnj
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Problème retourné sans changement de vitesse

Fig. 4.17 � vnj

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la
vitesse de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.18 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1.7, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.19 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 10.5, σ = 0.05, g (t, x) = 1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.20 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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4.2.2 Problème direct avec la condition d'impédance

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

2)
2

2σ2

Problème direct

Fig. 4.21 � unj

Problème retourné exact

Fig. 4.22 � vnj
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Problème retourné sans changement de vitesse

Fig. 4.23 � vnj

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la
vitesse de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.24 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 1.7, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.25 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)

Le cas : α = 0.5, N = 100, T = 10.5, z = 0.5, σ = 0.05, g (t, x) =

1
2πσ2 e

−
t2+(x− 1

4)
2

2σ2

L'approximation de la vitesse de v, vex à l'instant �nal t = 2T , et de la vitesse
de u à l'instant initial t = 0 (le terme source).

Fig. 4.26 � ∂u
∂t

(0, x) , ∂v
∂t

(2T, x) , et ∂vex
∂t

(2T, x)
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Chapitre 5

Conclusion

D'après les résultats ci-dessus, on peut bien retrouver l'approximation et
la localisation du terme source que l'on a mis dans le problème direct, en
utilisant la méthode de retournement temporel.
Le cas T est entier(petit) : Pour le problème direct avec la condition de
Dirichlet ou de Neumann, d'après fig. 4.4 et fig. 4.18, on a la bonne ap-
proximation et la bonne localisation du terme source (∂u

∂t
(0, x) ≈ ∂v

∂t
(2T, x))

qui véri�e le Théorème 3.4 ou le Théorème 3.10. Pour le problème
direct avec la condition d'impédance, on trouve bien la localisation du terme
source, mais on n'a pas la bonne approximation de celui-ci (fig. 4.12 et
fig. 4.24) car T est petit (Théorème 3.6 ou Théorème 3.12).
Le cas T n'est pas entier(petit) : On trouve toujours la localisation du terme
source, en utilisant le retournement temporel pour le problème direct avec
la condition d'impédance (fig. 4.13 et fig. 4.25). Mais on ne trouve plus
ce résultat pour le problème direct avec la condition de Dirichlet ou de Neu-
mann (fig. 4.5 et fig. 4.19).
Le cas T est plus grand ou T → +∞ : D'après fig. 4.6 et fig. 4.20, le
retournement temporel pour le problème direct avec la condition de Diri-
chlet ou de Nemann, ne donne ni la localisation, ni l'approximation du terme
source. Au contraire, on trouve que le retournement temporel pour le pro-
blème direct avec la condition d'impédance donne la bonne localisation et la
bonne approximation du terme source (fig. 4.14 et fig. 4.26), qui véri�e
le Théorème 3.6 ou le Théorème 3.12, càd ∂v

∂t
(2T, x) ≈ ∂vex

∂t
(2T, x).

Dans ce cas, on trouve le terme source mais avec le signe opposé.
Donc, pour le problème direct avec la condition d'impédance et quand le
temps T est plus grand ou tend vers l'in�ni, le retournement temporel avec
la condition de Dirichlet est identique à celui avec la condition de Neumann
(fig. 4.14 et fig. 4.26), et nous donne la bonne approximation et la bonne
localisation du terme source.
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Annexe

Problème direct avec la condition de Dirichlet

// So lu t i on d ' équat ion des cordes v ib ran t e s
// avec l a conditon de D i r i c h l e t
// g : Fonction de 2 v a r i a b l e s ( t , x )
// alpha : Rapport de delta_t sur delta_x
// N: Nombre de po in t s i n t é r i e u r ] 0 , 1 [
// T: Nombre de temps
// u : s o l u t i o n
// x : i n t e r v a l l e d ' espace
// t : i n t e r v a l l e de temps
func t i on [ u , x , t ]= s o l_d i r_d i r i c h l e t ( g , alpha ,N,T)

delta_x=1/(N+1); delta_t=alpha∗delta_x ; betta=alpha ^2;
L=in t (T/delta_t ) ;
x=0: delta_x : 1 ;
t=0: delta_t :T;
mat=ze ro s (N+2,L+1)
// Valeur de u=0 en t=0, en x=0 et en x=1
// Valeur de u en t=t1
f o r j =2:(N+1)
mat( j ,2)= delta_t^2∗g (0 , ( j−1)∗delta_x ) ;

end
// Valeur de u pour t>t1
f o r c o l =3:(L+1)

f o r j =2:(N+1)
mat( j , c o l )=betta ∗mat( j +1, co l −1)+2∗(1−betta )∗mat( j , co l −1)
+betta ∗mat( j −1, co l−1)−mat( j , co l −2);

end
end
u=mat ;

endfunct ion
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Problème direct avec la condition de Neumann

// So lu t i on d ' équat ion des cordes v ib ran t e s
// avec l a conditon de Neumann
// g : Fonction de 2 v a r i a b l e s ( t , x )
// alpha : Rapport de delta_t sur delta_x
// N: Nombre de po in t s i n t é r i e u r ] 0 , 1 [
// T: Nombre de temps
// u : s o l u t i o n
// x : i n t e r v a l l e d ' espace
// t : i n t e r v a l l e de temps
func t i on [ u , x , t ]=sol_dir_neumann (g , alpha ,N,T)

delta_x=1/(N+1);
delta_t=alpha∗delta_x ;
betta=alpha ^2;
L=in t (T/delta_t ) ;
x=0: delta_x : 1 ;
t=0: delta_t :T;
mat=ze ro s (N+2,L+1)
// Valeur u=0 en t=0
// Valeur de u en t=t1 , u=0 en x=0 et x=1
f o r j =2:(N+1)
mat( j ,2)= delta_t^2∗g (0 , ( j−1)∗delta_x ) ;

end
// Condit ion aux l im i t e s
mat(1 ,2)=mat ( 2 , 2 ) ; // en x=0
mat(N+2,2)=mat(N+1 ,2) ; // en x=1
// Valeur de u pour t>t1
f o r c o l =3:(L+1)

f o r j =2:(N+1)
mat( j , c o l )=betta ∗mat( j +1, co l −1)+2∗(1−betta )∗mat( j , co l −1)
+betta ∗mat( j −1, co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Condit ions aux l im i t e s
mat (1 , c o l )=mat (2 , c o l ) ; // en x=0
mat(N+2, c o l )=mat(N+1, c o l ) ; // en x=1

end
u=mat ;

endfunct ion
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Problème direct avec la condition d'impédance

// So lu t i on d ' équat ion des cordes v ib ran t e s
// avec l a conditon d ' impédance
// g : Fonction de 2 v a r i a b l e s ( t , x )
// z : C o e f f i c i e n t d ' impédance
// alpha : Rapport de delta_t sur delta_x
// N: Nombre de po in t s i n t é r i e u r ] 0 , 1 [
// T: Nombre de temps
// u : s o l u t i o n
// x : i n t e r v a l l e d ' espace
// t : i n t e r v a l l e de temps
func t i on [ u , x , t ]=sol_dir_impedance (g , z , alpha ,N,T)

delta_x=1/(N+1); delta_t=alpha∗delta_x ;
betta=alpha ^2;
L=in t (T/delta_t ) ;
x=0: delta_x : 1 ;
t=0: delta_t :T;
mat=ze ro s (N+2,L+1)
// Valeur u=0 en t=0
// Valeur de u en t=t1
f o r j =2:(N+1)
mat( j ,2)= delta_t^2∗g (0 , ( j−1)∗delta_x ) ;

end
// Valeur de u pout t>t1
f o r c o l =3:(L+1)

f o r j =2:(N+1)
mat( j , c o l )=betta ∗mat( j +1, co l −1)+2∗(1−betta )∗mat( j , co l −1)
+betta ∗mat( j −1, co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Condit ions aux l im i t e s
// en x=0
mat (1 , c o l )=alpha∗z ∗(mat (2 , co l−1)−mat (1 , co l −1))+mat (1 , co l −1);
// en x=1
mat(N+2, c o l )=alpha∗z ∗(mat(N+1, co l−1)−mat(N+2, co l −1))
+mat(N+2, co l −1);

end
u=mat ;

endfunct ion
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Problème retourné exact avec la condition de Dirichlet

// So lu t i on re tournée exacte avec
// l a cond i t i on D i r i c h l e t
// u : Matrice de l a s o l u t i o n d i r e c t e
// alpha : l e rapport de delta_t sur delta_x
func t i on v=so l_ret_di r i ch l e t_ex (u , alpha )

[N,L]= s i z e (u ) ;
betta=alpha ^2;
mat=ze ro s (N,L ) ; // I n i t i a l i s e r une matr ice
// v (0 , x)=u(T, x ) , va l eur de v en t0
mat ( : , 1 )=u ( : , L ) ;
// dv (0 , x)=−du(T, x ) , va l eur de v en t1
mat ( : , 2 )=u ( : , L−1);
// Valeur de v pour t>t1
f o r c o l =3:L

f o r j =2:(N−1)
mat( j , c o l )=betta ∗(mat( j +1, co l−1)+mat( j −1, co l −1))
+2∗(1−betta )∗mat( j , co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Codi t ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat (1 , c o l )=u (1 ,L−c o l +1);
// Conditon en x=1
mat(N, c o l )=u(N,L−c o l +1);

end
v=mat ;

endfunct ion
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Problème retourné exact avec la condition de Neumann

// So lu t i on re tournée exancte avec
// l a cond i t i on Neumann
// u : Matrice de l a s o l u t i o n d i r e c t e
// alpha : l e rapport de delta_t sur delta_x
func t i on v=sol_ret_neumann_ex (u , alpha )

[N,L]= s i z e (u ) ;
betta=alpha^2
mat=ze ro s (N,L ) ; // I n i t i a l i s e r une matr ice
// v (0 , x)=u(T, x ) , va l eur de v en t0
mat ( : , 1 )=u ( : , L ) ;
// dv (0 , x)=−du(T, x ) , va l eur de v en t1
mat ( : , 2 )=u ( : , L−1);
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat(1 ,2)=mat(2 ,2)−u (2 ,L−1)+u (1 ,L−1);
// Conditon en x=1
mat(N,2)=mat(N−1,2)−u(N−1,L−1)+u(N,L−1);
// Valeur de v pour t>t1
f o r c o l =3:L

f o r j =2:(N−1)
mat( j , c o l )=betta ∗(mat( j +1, co l−1)+mat( j −1, co l −1))
+2∗(1−betta )∗mat( j , co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat (1 , c o l )=mat (2 , c o l )−u (2 ,L−c o l+1)+u (1 ,L−c o l +1);
// Conditon en x=1
mat(N, c o l )=mat(N−1, c o l )−u(N−1,L−c o l+1)+u(N,L−c o l +1);

end
v=mat ;

endfunct ion
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Problème retourné avec la condition de Dirichlet

// So lu t i on re tournée sans changement de v i t e s s e avec
// l a cond i t i on D i r i c h l e t
// u : Matrice de l a s o l u t i o n d i r e c t e
// alpha : l e rapport de delta_t sur delta_x
func t i on v=so l_r e t_d i r i c h l e t (u , alpha )

[N,L]= s i z e (u ) ;
betta=alpha ^2;
mat=ze ro s (N,L ) ; // I n i t i a l i s e r une matr ice
// v (0 , x)=u(T, x ) , va l eur de v en t0
mat ( : , 1 )=u ( : , L ) ;
// dv (0 , x)=du(T, x )
f o r j =2:(N−1)

// va l eur de v en t1
mat( j ,2)=2∗u( j , L)−u( j , L−1);

end
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat(1 ,2)=u (1 ,L−1);
// Conditon en x=1
mat(N,2)=u(N,L−1);
// Valeur de v pour t>t1
f o r c o l =3:L

f o r j =2:(N−1)
mat( j , c o l )=betta ∗(mat( j +1, co l−1)+mat( j −1, co l −1))
+2∗(1−betta )∗mat( j , co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat (1 , c o l )=u (1 ,L−c o l +1);
// Conditon en x=1
mat(N, c o l )=u(N,L−c o l +1);

end
v=mat ;

endfunct ion
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Problème retourné avec la condition de Neumann

// So lu t i on re tournée sans changement de v i t e s s e avec
// l a cond i t i on Neumann
// u : Une matr ice de l a s o l u t i o n d i r e c t e
// alpha : l e rapport de delta_t sur delta_x
func t i on v=sol_ret_neumann (u , alpha )

[N,L]= s i z e (u ) ;
betta=alpha ^2;
mat=ze ro s (N,L ) ; // I n i t i a l i s e r une matr ice
mat ( : , 1 )=u ( : , L ) ; // v (0 , x)=u(T, x )
// dv (0 , x)=du(T, x )
f o r j =2:(N−1)
mat( j ,2)=2∗u( j , L)−u( j , L−1); // va l eur de v en t1

end
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat(1 ,2)=mat(2 ,2)−u (2 ,L−1)+u (1 ,L−1);
// Conditon en x=1
mat(N,2)=mat(N−1,2)−u(N−1,L−1)+u(N,L−1);
// Valeur de v pour t>t1
f o r c o l =3:L

f o r j =2:(N−1)
mat( j , c o l )=betta ∗(mat( j +1, co l−1)+mat( j −1, co l −1))
+2∗(1−betta )∗mat( j , co l−1)−mat( j , co l −2);

end
// Condit ions aux l im i t e s
// Condtion en x=0
mat (1 , c o l )=mat (2 , c o l )−u (2 ,L−c o l+1)+u (1 ,L−c o l +1);
// Conditon en x=1
mat(N, c o l )=mat(N−1, c o l )−u(N−1,L−c o l+1)+u(N,L−c o l +1);

end
v=mat ;

endfunct ion
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