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Chapitre 1
Objectif du projet

L’objectif de ce projet est I’étude du probléme associé a I'equation des
cordes vibrantes en dimension 1 sur un domaine 2 = [0, 7| x [0, 1], ou [0, T est
'intervalle de temps, [0, 1] est Pintervalle d’espace, et de faire le retournement
temporel de ce probléme sur un intervalle de temps [T, 2T].

On commence premiérement ce projet par I’étude du probléme direct. On
se donne une force (pontuelle) au second membre de I’équation des cordes
vibrantes, une seule fois a l'instant initial ¢ = 0. C’est-a-dire quand ¢ > 0,
la source n’existe plus. En mettant cette source en une position quelconque
x € [0, 1], on étudie la variation de cette équation a chaque l'instant jusqu’a
Iinstant final ¢t =T

A Tétape suivante, on étudie le probléme retourné en remontant le temps
jusqu’a t = 2T'. On fait le retournement temporel du probléme ci-dessus sur
I'intervalle [T, 27 en utilisant les valeurs trouvées dans [0, 7.

Finalement, on compare théoriquement et numériquement le résultat de la
solution du probléme retourné a 'instant final ¢t = 27" avec la source que 'on
a mis dans le probléme direct.



Chapitre 2

Etude du probléme direct

On s’intéresse au probléme associé a I’équation des cordes vibrantes (de
vitesse de propagation ¢ = 1) avec le second membre, et avec la condition
d’impédance, de coefficient z €]0, 1], suivant :

U (t,o) — T4 (t,x) = mg x g (t,x) VY (t,2) € [0,T] x [0,1]

0 (0,2) = 0 Ve [0,1]
9u (0,z) = V€ [0,1] (2.1)
B (1/0) — 222 (1,0) = 0 Ve 0.T]
%m)ﬂ B (1) = 0 Vi€ [0,7]

olt g (¢, z) représente le terme source, u (0, z) est la valeur initiale, et 2 (0, z)
est la vitesse initiale.

Le probléme le plus classique du probléme ci-dessus, est avec la condition de
Dirichlet ou de Neumann. Dans ces 2 cas, I'énergie du systéme est conservée.
Au contraire, ’énergie du systéme (2.1) est décroissante exponentiellement
qu’on va montrer dans le paragraphe suivant.

Dans la partie théorique, on ne traite que le probléme (2.1) sans second
membre(g = 0), avec les conditions initiales u (0,2) = ug (z) et 4% (0,z) =
uy ().

Dans la partie numérique, on traite 3 problémes différents, le probléme (2.1),
le probléme avec la condition de Dirichlet, et le probléme avec la condition
de Neumann.

2.1 Théorique

Dans cette partie, on traite théoriquement 1’équation des cordes vibrantes
sans second membre(g = 0), avec les conditions initiales u (0, z) = ug (z) et



% (0,2) = uy ().
On représente cette équation par,

Ou(t,x) — 24 (t,x) =0 ,VY(t,x) €[0,T] x [0,1]

(O x) = up (x) Vo € [0,1]

gt v (0,x) = u1 (x) Vo € [0,1] (2.2)
8_1;( ) g (7 ): >Vt€[0>T]

a_u( 1) + u(7 1)=0 ,vtel0,T]

2.1.1 Solution du probléme sans conditions aux limites

Soient Q = [0, T]x]0,1[, et u (t,z) € C°(Q)
Changement de variables : y=x +tet 2 =2 —t
5 (tw) =50 (y,2) — 52 (y,2)
o (t,x) = (y, 2) = 54y, 2)
P (1,0) = 5 (g2 - 2825; (v. z) — (y,2)
G (tw) = G (y,2) + 253 (

2.2) devient : 48 “(y,2) =0

L’équation (
(52) (9,2) = 0= Gt =G (2) > u(y,2) =G (2) + F(y)

3
ii t:L‘)’—F(ZL‘—f-t)—I—G(ZL‘—t)
En t=0:
u(0,2) = F(x) + G (x) = uo ()
% (0,2) = F' () — G (2) = ) (x)
Soit w une primitive de u;. Alors, F' () — G () = w (x)
= F (1) =5 (ug () +w(x)) et G(x) =35 (uo(z) —w(x))
:u(t,x)—%( (z+t)+w(@x+t)+u(z—1t) —w(x—1))

Donc la solution de (2.2) sans conditions aux limites, est de la forme :

T+t
1 1
u(t,x) = §(Uo($+t) +up (x —t)) +§ /u1 (s)ds, V(t,z) € Q2
z—t
2.1.2 Energie du systéme
L’énergie du systéme (2.2) :

1

B(t) = %/ ((% (t,a:))2 + (% (t,x))2> dz, Vit € [0,T]

0
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Ent=0, Ey=FE(0) = %Ofl ((w (2))? + (ul (ZE))2) dx

Proposition 2.1 L’énergie E (t) est décroissante.

Preuve. On multiplie ’équation %273‘ (t,x) — % (t,z) =0 par 2% (¢,z) et on
I'intégre sur (0, 1).

1 1
Of%(t,x)%(t,x)dx—o u(t,0) % (t,2)dr =0
1 1
e [ (e (0" do ot 3 [ (82 1) e =[5 (1) 8 (1, 0)]g = 0

Donc I'énergie E (t) est décroissante. W

Théoréme 2.2 F () < 3%, Vt € [0,T], on vy = 72 < 1

Preuve. Posons f (t,z) = % (¢, z) et g (t,z) = 3 (¢, 2)
Supposons ¢ (0,0) = ug (0) et f(0,0) = uy (0), on a

(9 (t,a)— 2 (t,2) =0, V(tx)€[0,T]x[0,1
%(t,x)—g—z(t,x)—o, V(t,xz) € [0,7] x [0,1
9(0,0) = ug (0)
£(0,0) = uy (0)
f(t,0)—29(t,00 =0, Vte[0,T]

L f(t,1)+29(t,1)=0, Vte|0,T]

Soient X (t,x) = f(t,z) + g (t,x) et Y (t,x) = f(t,x) — g (t,x), on a
9 (t,2) — %X (t,x) =0, V(t,z) €[0,T] x [0,1]
{%(t,x)+%(t,$)0> vV (t,z) €[0,T] x [0,1]

On multiple par X et Y, on a,

{ 2 (X% (t,x)— 2 (X2 (t,2) =0, V(t,z)€[0,T]x[0,1] 03
2 (Y2 (tx)+ 2 (Y2(t2) =0, V(tz)e[0,T]x]0,1]
Enz=1
Xt1)=ft1)+gt,1)=>01—-2)g(t 1), Vte|0,T]
{ Y(t,1)=ft,1)—gt,1)=—(1+2)g(t1), Vte]0,T]



= X (t,1) = =Y (¢,1), avec y = 7= < 1

Enz=0 HZ
{X(t ,0)=f(t,0)+g(t,0)=(14+2)g(t,0), Vtel0,T]
Y(t 0) f(70)_g(t70):_(1_z)9(t70)7 VtE[O,T]

=Y (t,0) = —yX (t,0), avec v = 12 < 1
On intégre (2.3) sur (0,1), on a

Ofl 2 (X% (t,2))dx = a} 2 (X%(t,x))do = X2 (t,1) — X (¢,0)
4 b} (X2 (t,2))de = X2 (t,1) — X% (t,0)
Et
jl“t(Y?(tx flai Y2 (t,z))de =Y?(t,0) - Y2 (t,1)
4 bf (Y2 (t,x))dor =Y?(t,0) — Y2 (t,1)
Posons [ (t) = Ofl(X2 (t,z) + Y2 (t,2))dx
Donc I (t) = 20fl ((%‘ (t,x))2 + (B (t,x))2> dx = 4FE (t), ou E (t) est 'éner-

gie du systéme (2.2).

1
., d
X2 ( Y2 (t
aW=g / be)de+ o /

= X? (t,l) X2(t,0) + Y2 (t,0) — Y2 (,1)
—(1—7") (X*(t,0) +Y?*(t,1)) <0, Vt € [0,T]

T+1

fXQta:dt fX2t+T1dt fX2T1—tdt fXZTs)d

T+1

fYthdt fY2t+T1dt szTl—tdt fY2Ts)d

(Changement de variable et caracterlsthue)
Donc

1

I(T+1)—[(T):—(1—72)/(XQ(T,3)+Y2(T,5))ds
— (1=~ I(T)
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[(T+1) =21 (T)
I(T)=~"I(s), T=n+s, etsecl01]
supse{o,u\f (s)| =1(0)=4E;,
= ](T) < %,YQT < %,}/QT
Donc Vt € [0,T7,

E() 1—2z
E(t) < =A~% ouny = <1l n
()_727,0117 T

2.1.3 Unicité de la solution
Théoréme 2.3 L’équation (2.2) admet une solution unique.

Preuve. Soient u et v, 2 solutions distinctes de (2.2).
Soit w = u — v, on a bien

0w 0w 0% 0%u
e (t,z) — w(tﬂf) = (W (t,z) — 922 (75,35)) -

0% 0%
(W (t,r) — I2 (t,ﬂf))

=0,V (t,z) € [0,T] x [0,1]

o i S e e O, el
aa—‘; (t,0) — zg—: (t,0) = (% (t,0) — z% (t,O)) -

(% (t,0) — z% (t, 0)) =0, Vt € 0,7
%—f (t,1) + zg—z (t,1) = <% (t,1) + za—z (t, 1)> -

<% (t,1) + zg—” (t, 1)) =0, Vt€[0,7]

Donc w est la solution de (2.2) dans le cas w (0,z) = 0, 22(0,z) = 0.
D’aprés la Proposition 2.1, on a V¢ € [0, 7]

Ey (t) < B (0) = %/1 ((%—f (0,x))2+ (Z—Z (0,90))2) dz =0

= E, (t) =0, car B, (t) >0, Vt € [0,T]
= Vi, w=(0,0)=w(tz)=Cte=w(0,2) =0=w(t,z) =0
Donc u et v sont identiques. W



2.1.4 Comportement en grand temps de la solution
Lemme 2.4 Soit f € C' ([0, 4+o00[, R)

Si [ |f'(x)|dx est covergente, alors f (x) a une limite quand x — +0o0.
0

Preuve du Lemme. On a Vi € [0, +oo[,

Fa)=FO)+]  (s)ds
f(0) : est une constante
1

f'(s)ds : converge quand x — 400

Donc f (z) a une limite quand x — 400 W

Proposition 2.5 Soit u (t,z), la solution de (2.2), alors u (t,z) =5 u.,
0l Use ne dépend que de ug et uy.

Preuve. On admet que u converge quand t — 400
1

Posons I (t) = [w(t,z)dx
0

(% (t,1) + 24 (t,0)) dt
I'(T) = I' (0) = —L (u(T, 1) +u(T,0) — u(0,1) — u(0,0))

D’aprés le Théoréme 2.2, on a, I'(T) sl
Donc quand 7" — +o0,

D’aprés le Lemme 2.4, on a

t—

u(t, z) =550 ug, ouum—%(uo(1)+uo(0))+§/u1 (x)dx W

10



2.1.5 Schéma numérique sans conditions aux limites

La prise en compte des conditions aux limites de ce schéma est indiquée

dans la partie numérique.
Soient 2 = [0, T]x]0,1[ et u € C*(Q). La formule de Taylor donne :

w(t+ At z) 4+ u(t — At x) — 2u (t,2) = A22% (£, x) + O (AtH)

o2,
u(t,z+ Az) +u(t,z — Ax) — 2u(t,z) = AL (t,2) + O (Az?)

922
[’approximation I'ordre 2 en temps de % (t,z)

0?*u 1
5 (t,x) ~ YD (u(t+ At,x) +u(t — At,z) — 2u (t, z))

L’approximation 'ordre 2 en espace de % (t,x)

2
Oy 2y~

52 (u(t,z+ Ax) +u(t,x — Azx) — 2u (t, z))

Ax?
Soient uf, 'approximation de u (t, = nAt,z; = jAx) et § = (%)2

Pour approcher le probléme (2.2) sans conditions aux limites, on utilise le
schéma numérique suivant

u?“ +up Tt —2u) = B (ufy, +ul — 2u)) (2.4)

Ce schéma est 1'ordre 2 en temps et en espace.

2.1.6 Condition de stabilité

Posons uf = a,e™™i et u?_l = b, e+
Le schéma numérique (2.4) devient

{ Upg1 = (ﬁ <eikm+€_ikm> +2(1— ﬁ)) a, — by,

bn+1 = Up

ny1 \ _ [ 2—4Bsin?E3E -1 an
bn+1 1 0 bn

Matrice d’amplification A

Prenons, § = 1 — 2(3sin?£22
Le polynome caractéristique de A : Py (\) = A2 — 20\ + 1

Pi(A)=0<= X —-20A+1=0
A =21

11



0oSiA>0<« |6 >1,alors

A= 0+ VA

Ay =0— VA
Le schéma est instable, car |A\;| > 1 ou |Ay| > 1.
0SiA<0<« |0 <1, alors

A =0+ivVA
Ao =0 —ivA
Le schéma est stable si et seulement si Aj Ay <1
A2 = Mg =02 + A" =207 — 1 < 1 vérifié (car 0] < 1)

0] <1 Bsin?t52 <1 a?sin®t82 <1 a <1, avec f=a? = (%)2
Donc le schéma est stable sous la condtion CFL : a = ﬁ—; <1

2.2 Numérique

Dans cette partie, on étudie ’équation des cordes vibrantes avec second
membre et avec la condtion de Dirichlet, de Neumann, et d’impédance. On

. . N , 1 7M
prend la fonction Gaussienne trés centrée, g (t,2) = =—e 2.2 , comme le
2 Y 2mo )

terme source, et on choisit u (t,z) = 0 pour tout ¢ < 0. Le terme source
n’existe qu’a l'instant ¢ = 0.

Soit g, 'approximation de g (t,x) en (t, = 0,z; = jAx).

On a le schéma numérique en t = At,

uj = (At)2g? (2.5)

Pour approcher les 3 problémes ci-dessous, on utilise le schéma numérique
(2.5) pour t = At et le schéma numérique (2.4) pour t > At.

2.2.1 Probléme direct avec la condition de Dirichlet

Pu(t,a) — LU (t,0) = dimo x g (t,x) Y (t,x) €[0,T] x [0,1]

2
0 (0,7) = 0 Vo e [0,1]
9u (0,2) =0 Vo € [0,1] (2.6)
u (t,0) =0 Wt € (0,7
u(t,1) =0 Wt € (0,7

Conditions aux limites
Enz=0:uj;=0
Enle:U?z0,0flJ:ﬁ

12



2.2.2 Probléme direct avec la condition de Neumann

U (t,o) — T (t,x) = dmg x g (t,x) V(L) € [0,T] x [0,1]
u(0,2) =0 V€ [0,1]
% (0,2) =0 Wz €[0,1] (2.7)
g—g(t,O):O ,Vt € [0,7T)
S (t,1)=0 Wt € [0,T]
D’aprés la formule de Taylor,
ou
a(t,x) A:B( u(t,r+ Ax) —u(t,z)) + O (Ax)
1
ou =~ (u(t,z) —u(t,z — Azx))+ O (Ax)

.1 , . o) o)
On utilise le schéma plus simple d’ordre 1 pour approcher 5% (¢,0) et 5 (¢, 1).
Conditions aux limites
Enz=0:uj=uy

— M — N N _ 1
Enzx=1:uj=uj |, ouJ =4

2.2.3 Probléme direct avec la condition d’impédance

G4 (t,x) — T4 (t,x) = S x g (t,x) ¥ (t,z) €[0,T] x [0,1]
u (0, ): ,Vr € [0,1]
%u (0, 7) = V€ [0,1] (2.8)
Bl (1,0) — 224 (£,0) = 0 vt € [0,T]
By, 1)—|—z§“(z€ 1) =0 Ve 0]
D’apres la formule de Taylor,
ou 1
a(tw) =X (u(t+ At,x) —u(t,z)) + O (At)
et
du 1
a(t,x) A:c( u(t,r+ Az) —u(t,z)) + O (Ax)
ou = (u(t,z) —u(t,x — Azx))+ O (Ax)

On utilise le schéma plus simple d’ordre 1 en temps pour approcher =+ (2,0)
et 2% (¢, 1), et d’ordre 1 en espace pour approcher 9% (¢,0) et 2% (t, 1)
Conditions aux limites

Enz=0:ujt =ul +az (u} —up)
Enz=1:uj" =u)+az(uj_,—u}), ouJ =4

13



Chapitre 3

Etude du probléme retourné

Dans ce chapitre, on étudie le probléme retourné pour le probléme direct
dans le chapitre précédent. En réalité, ce probléme est posé dans [T, 27 x
[0, 1], mais on travaille techniquement dans [0, 7] x [0, 1]. On utilise la méme
équation comme le probléme direct, mais sans second membre (g = 0). On
traitera théoriquement et numériquement le cas de retournement temporel
exact et le cas de retournement temporel sans changement de vitesses, avec la
condition de Dirichlet et de Neumann. Les données initiales de ce probléme
sont les valeurs qu’on a obtenu dans le probléme direct.

Remarque : On ne fait jamais le retournement temporel avec la condition
d’impédance.

3.1 Probléme retourné avec la condition de Di-
richlet

G (ta) = 55 (ba) =0  V(tx)€[0,7] x [0,1]

v(0,2) =vy () =u(T,z) ,Vrel0,1]
P0,z)=v; =+%(T,2) ,Vze€[0,1] (3.1)
v (t,0) =u (T —1t,0) ,Vt € 10,7
v(t, 1) =u(T —1t,1) ,Vt € [0,T]

Pour approcher le probléme (3.1), on utilise le schéma numérique (2.4), avec
les conditions aux limites suivantes :

— () - 9" — 4, L N _ T
Enz=0:vy=uy"", oul =4
. L—n N 1
Enz=1:07=u;", ouJ =«

14



3.1.1 Retournement temporel exact

&y (t,a) — T8 (t,x) = Y (t,z) €[0,T] x [0,1]

v (0,2) = vy (:17) u (T, ) Vo € [0, 1]

2 0,z) = (z) = — 6" “(T,z) ,Vz €[0,1] (3.2)
v(t,0) =u (T—tO) Wt € [0,T]

v(t, 1) =u(T —1t1) vVt € [0,T]

ou u est la solution du probléme direct, et v est la solution exacte du proléme
retourné (3.2).

Théoréme 3.1 (v (T, z) =u(0,z) = ug (x)

Preuve. Soit w (t,z) = u (T —t, z)
On a bien que :

0*w 0*w 9*u 0%u
o o) =y )= (T=ta) = 5 (T =)
32 0%u
8t (t 'I) a_x (t,l‘) =0, V(t,x) € [07T] X [O, 1]

w(0,z) =u(T,z) = vy (x), Vo € [0,1]

i ( 7115):—%(77%)—@1( ), Vz € [0,1]
w(t,0) =u(T —t,0)=v(t,0), Vt €[0,T]
w(t,)=u(T—t1)=v(t1), Vt€[0,T]

Donc w est aussi une solution de (3.2).
Par l'unicité de la solution de (3.2), on a, v (t,z) = w (t,z) = u (T —t,x)
Douwv(T,z)=u(T—T,z) =u(0,2) =ug(z) W

Proposition 3.2 |2 (T, z) = — 24 (0,z) = —uy (z)

Preuve. Soit v (t, x) u (T —t,z), la solution de (3.2).
On a, % (t,z) = g(T—tx)
Dot &(T,z) = =94 (0,2) = —uy (z) W

3.1.2 Retournement temporel sans changement de vi-

tesses

& (to) = 55 (ta) =0 V(¢ ) € [0,T] > [0, 1]

v(0,2) =vy =u(T,x) V€ [0,1]

% (0,2) = vy (x) = +2(T,z) ,Va €[0,1] (3:3)
v (t,0) =u (T —1t,0) Wt € [0,T]

v(t,1)=u(T—1t1) YVt € [0,T]

15



ol u est la solution du probléme direct et v est la solution du proléme retourné
(3.3).
Posons v, : la solution exacte du proléme retourné (3.2).

a). Probléme direct avec la condition de Dirichlet ou de Neumann

1 1
Théoréme 3.3 | [ (v(T,z) — ug ()’ de < 2 [ (2 (T, x))de
0 0

R(0,2) =v(0,2) — ver (0,2) = u (T, z) —u(T,z) =0, Vo € [0, 1]
98 (0,2) = % (0,2) — %= (0,2) =294 (T, z), Yz € [0, 1]

R(t,0) = v (t,0) — vep (£,0) = u (T — t,0) —u (T —t,0) = 0, Vt € [0,T]
R(t,1)=v(t,1) —vep (t, 1) =u (T —t,1) —u (T —t,1) =0, Vt € [0,T]
Donc R est la solution de (3.1) dans le cas R(0,z) = 0, 2% (0,z) =

294 (T,z), R(t,0)=R(t,1) =0
Dans ce cas, l’énergie de R est conservée.

ER<t):ER<o)=%/1(%(o,x)fdﬁé/l(%(o,x))zd;ﬁ

1

_ / (Z_;‘ (T, x))ZdQ:, vt € [0, 7]

0

On a,

R(T,x) :/%(T,x)dx, car R (t,0) =0, Vt € [0,T

0
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D’aprés Cauchy-Schwarz

(R(T,2))* = ( x%(o,x)dx>2< (/xda:) (/ (gf (T, x))de)

0

< ( (2 @)Zm)

< (27) Er(T) = (2z) Er (0)

/1(1% (T,2))* dv < Eg (0)/12xdx = B (0) = 2/1 @7: (T, x))de

/1@ (T,2) — vy (T, 7)) d < 2/ (g“ (T, x)) da (3.4)

D’aprés le Théoréme 3.1, on a, vex (T,z) =u(0,2) = up (x).
1

Donc [ (v (T,z) — ug (x))° d:v<2f(8“ T, :B)) der W
0

1 1
Théoréme 3.4 | [ (% (T, z) — w (:1:'))2 doe <4 [ (24 (T, 31:))2 dr
0 0

Preuve. Soit R (t,z) = v (t,z) — ves (¢, ).
Conservation de [’énergie de R :

)~ Eu() = 5 =2 [ (2r) an e o

En(D) = } [ (4 () do+ [ (3 (1.0) o
B (T) 2 § [ (3 (7,2))" de

0/1(% (T,x) — 85? (T, m)>2dx < 40/1 (% (T, :c)>2dwa (3.5)



D’ apres la Proposition 3.2, %= (T, z) = =24 (0,2) = —u; (z

Ona| (T,x) — ‘%”(Tx)|>| (Tx)—ul(x)|,caru1(x)>0

Doncf( (T,z) —uy (z )) d:c<4f(a“ Tx))zd:c |

b). Probléme direct avec la condition d’impédance

1
Théoréme 3.5 | [ (v (T,2) — ve, (T, 7))* dz < 4E2072T, ol y =
0

—Z
1+z <1

Preuve. D’aprés (3.4)
1 1

/(v (T, %) — Ve (T, x))* dz < 2/ (gt (T, x))2dm

0 0
Et d’apres le Théoréme 2.2,

1—2z
1+2

<1

Ey
B(T) < 377", avec =

1
4F,
;»/@ (T, ) — ven (T, )2 dir < 22027
7
0

1

Donc, [ (v(T,x) — ver (T, 2))? da < %%T, oy = <1 N
0

1+z

1
Théoréme 3.6 | [ (2 (T,x) — 2 (T,2))" dv < 220927, oi y =
0

—z
1+z

< 1.

Preuve. D’aprés (3.5),

1
ov avem ? 8EU 2T
_ — <
= / (at (T, x) T (T, I)) dx < v —
0

Donc f( (T,x) — 2= (T,2))" do < 22T oy = 122 < 1.
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3.2 Probléme retourné avec la condition de Neu-

mann
& (t,a) — T8 (t,2) = V() €[0,T] % [0,1]
( )—vo(x) u (T, ) ,Va € [0, 1]
gt (0 r) =wv (z) = iau (T,x) ,Vx €[0,1] (3.6)
X (1,0) = 2 (T — ¢, 0) Ve [0,T]
O (1) = B (7 ¢ 1) Ve [0.T]
D’aprés la formule de Taylor,
ou

1
8—x(t,x) Am< u(t,x+ Azx) —u(t,z)) + O (Azx)
ou :Aix(u(t,x)—u(t,m—A:v))+O(Ax)

On utilise le schéma plus simple d’ordre 1 pour approcher % (¢,0) et % (t,1).
Donc, pour approcher le probléme (3.6), on utilise aussi le schéma numérique

(2.4), avec les conditions aux limites suivantes :

_ A L—n L—n _ T
Enzx=0:vy =0 —u/™" —uy ", ou L =F

— 1 - — L-—n _ , L-n
Enz=1:v7=v7_, —u;-{ —uj ,ouJ—Ax

3.2.1 Retournement temporel exact

Oy (t,x) — 28 (ta) = Y (t,z) €[0,T] x [0,1]
v (0, a:)—vg r) = u(Tx) V€ [0,1]
500 ==& 7o el (5.7
g_v< >_g_( _t()) 7Vt€[07T]
v(t,1) =54 (T —t,1) vVt € [0,T]
ou u est la solution du probléme direct, et v est la solution exacte du probléme

retourné (3.7).

Théoréme 3.7 |v (T, z) = u (0,2) = ug ()

Preuve. Soit w (t,x) = u (T — t, z)
On a bien que :
0%w O*w 0%u 0%u
Z(t2)— — (ta) = — (T —t,a) — — (T —t
R (R A
0%u 0%u

= 5 (ta) = o= (t2) =0, V(t,2) € 0,77 x [0, 1]
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w(0,2) =u(T,z) = vy (), Yz € [0,1]
%(aﬁz—%( z) = v (x), Vo € [0,1]
gu (¢,0) = 2 (T —tmzz(um,Vtequ
gw(t 1)_§—“(T t,1)=wv(t,1), vVt € [0,T]

Donc w est aussi une solution de I'équation (3.7).
Par I'unicité de la solution de (3.7), on a, v (t,2) = w (t,z) = u (T —t,x)
Douv(T,z)=u(T —T,z) =u(0,2) =ug(z) W

Proposition 3.8 |2 (T,z) = =2 (0,2) = —u, (2)

Preuve. La démonstration est identique a celle de la Proposition 3.2. W

3.2.2 Retournement temporel sans changement de vi-

(3.8)

tesses

&u(t,ax) — T8 (t,2) =0 Y (t,x) €[0,7] % [0,1]
v(0,2) = vy (z) = u(T, ) Vo € [0,1]

%(O,x) = () = +88—7; (T,z) ,Vxe€|0,1]

P (t,0) = 24 (T —t,0) Vt € [0,T]
Fg(t,l):g—g(T—t,l) Wt € [0,T]

ou u est la solution du probléme direct et v est la solution du probléme

retourné (3.8).
Posons, v, : la solution exacte du probléme retourné (3.7).

a). Probléme direct avec la condition de Neumann

1 1
Théoréme 3.9 | [ (v(T,x) — up (2))* dv < 272 [ (2 (T, 35))2 dx
0 0

Preuve. Soit I (t) = [ (R )>dz, ou R (t,z) = v (t, 1) — veg (L, )
0
dl / dR
Z_ o ke
= 2o (5 wo)d
0
1 /1 ) 3
, dR
<2 (R (t,z))" dx ’r (t,z) | de| ; (Cauchy-Schwarz)
0 0



[’ < 2\/_\/ER =2VI\/Er(0
dt < f\/ER 0)dt
w — VT < TVER(0) = 1(T) < Bg(0) T, (car I(0) = 0)
/ (v (T, &) — ey (T, 2))* d < Eg (T) T? (3.9)

D’aprés le Théoréme 3.7, on a, vex (T,x) =u(0,2) = up (x).
1
Donc [ (v (T, ) — ug (x))* dx < 2T2f(%—( ,a:))de |

0 0

Théoréme 3.10

(% (T,2) = ua (2)) " dor < 40fl (22 (T, 2))° da:

o .

Preuve. La démonstration est identique & celle du Théoréme 3.4 N

b). Retournement temporel pour le probléme direct la condition
d’impédance

Théoréme 3.11

O
—~
<

:L') — Vex <T7x))2 dx < 4E,Y+TQ’Y2Tu ot = 1+§ <1l

Preuve. D’aprés (3.9),
1 5 )
/(v (T, 2) — vew (T, 2))* dz < 2T2/ (a“ (T, :1:)) dx
0 0
Et d’apres le Théoréme 2.2,
11—z

<1
1+ =2

E
E(T) < 7—37”, avec y =

4E,T?
; ~2T
v

= /(U (T, 2) — Ver (T, ) da <

1

Done, [(v(T,x) — vey (T, 2))? da < A‘EWO—QTQVW, ol 7y = L‘rj <1. |
0

1
Théoréme 3.12 Of(% (T, ) 8”” (T, x)) dx < 8E2072T, oty = 1+§ < 1.

Preuve. La démonstration est identique a celle du Théoréme 3.6 N
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on fait numériquement le probléme direct avec 3 condi-
tions aux limites différentes (Dirichlet, Neumann, et Impédance) dans [0, T'] x
[0, 1], et le probléme retourné avec 2 conditions aux limites différentes (Diri-
chlet, Neumann) dans [T, 27] x [0, 1].

Le probleme direct : On teste le schéma numérique avec la fonction Gaus-
sienne g centrée une fois en x = %, et une autre en r = }l. On prend uj«o = 0,
c’est-a-dire u® = 0 a l'instant ¢ = ¢,. D’aprés le schéma (2.5), on peut trouver
la valeur «! de u a l'instant ¢t = ¢;. On peut dire qu’on a mis le terme source
sur la vitesse de u a l'instant ¢y = 0 (théorie de distributions).

Le probléeme retourné : On trouve la solution v(retournement temporel sans
changement de vitesse), et v.,(retournement temporel exact) en utilisant la
solution du probléme direct. En théorie, pour le probléme direct avec la
condition de Dirichlet ou de Neumann, la vitesse de v & 'instant final 27", est
I’approximation du terme source dans le probléme direct qu’on veut trouver.
Mais pour le probléme direct avec la condition d’impédance, la vitesse de v
a I'instant final 27", est 'approximation de la vitesse de v,, a l'instant final
2T qui est le terme source avec le signe opposé.
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4.1 Probléme retourné avec la condition de Di-
richlet

Soient u la solution du probléme direct, v, la solution du probléme re-
tourné exact, et v la solution du probléme retourné sans changement de
vitesse.

4.1.1 Probléme direct avec la condition de Dirichlet

t2+<m—l>2
Le cas:a =05 N=100, T=1, 0 =005 g(tz)=lee 27
Probléme direct

0020
0015
0.om
u
0005
0.000
-0.005

Probléme retourné exact

0020
0015
0om
008
0.000
-000s

Fi1G. 4.2 - v?
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Probléme retourné sans changement de vitesse

0.005
0.000
—0.005
Yon
=-0.015

-0.020

Fi1G. 4.3 - v;?

L’approximation de la vitesse de v, v, a I'instant final ¢t = 2T, et de la
vitesse de u a 'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

0.4

0.3+

0.2+

0.1

00—

—0.44

_n.24

-0.34

-0.4 T T T T T T T T T T T T T T T
oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
Vitesse de uen t=0

Vitesse de v en =T ({retournement sans changement de vitesse)

Vitesse de v en =T ({retournement exact)

Fia. 4.4 - 24(0,2), 2 (2T, z), et %= (27, )
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i2+(w7%)2
Lecas:a =05 N=100, T =17, 0 =0.05, g(t,2) = 5ome 27
L’approximation de la vitesse de v, v, a 'instant final t = 2T, et de la vitesse
de uw a l'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

—T T T T T T T T T T T T T
oo o1 0z 03 04 0s 0E o7 08 oga 1.0
Witesse de u en t=0
Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)
Witesse de v en t=T (retournement exact)

Fic. 4.5 - 9 (0,z), 2 (2T, z), et %= (27, )

t2+<17%)2
Le cas : « = 0.5, N =100, T'=10.5, 0 = 0.05, g (t,z) = #e* 202
L’approximation de la vitesse de v, v., a l'instant final t = 27, et de la vitesse
de u a linstant initial ¢ = 0 (le terme source).

04
0.3
02+
0.1
0.0 —

=014

—g.2-

—03-

L e L R B S B — T
0o o1 oz 03 04 0s og o7 03 (k] 10
“itesse de u en t=0
Witesse ce w en t=T (retournement sans changement de vitesse)
Witesse de w en t=T (retournement exact )

-04

Fic. 4.6 — 94 (0,z), 2 (2T, z), et %= (27, )
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4.1.2 Probléme direct avec la condition de Neumann

On a le résultat d’approximation de la vitesse de v, v., a I'instant final
t = 2T, et de la vitesse de u a 'instant initial ¢t = 0 (le terme source).
t2+(w—%)2

Le cas : « =05, N =100, T =1, 0 =0.05, g (t,x) = goz3e 22

0.4_
DD:
—0.25
4]
—U.GE

_oa-

-1 -— 7777777
on o1 oz 03 o4 05 06 o7 o0s 04 1.0
Witesse de u en 1=0

Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)

Witesse de v en t=T (retournement exact)

Fia. 4.7 - 2 (0,z), 2 (2T, ), et %= (27, )

1 L2+(z’%)2

Lecas:a =05 N=100, T =2, 0 =0.05, g(t,7) = g-ze” 27

04

03+

0.2

04—

014

-0.2+

-0.3

-4+ ¥" 7 —T7T—"7
oo o1 oz 03 04 0s 0e o7 o0g 08 1.0
Witesse de u en 1=0

Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)

Witesse de v en t=T (retournement exact)

Fic. 4.8 — 94 (0,z), 2 (2T, z), et %= (27, )
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4.1.3 Probléme direct avec la condition d’impédance

Lecas : «a =05, N =100, T =1, 2z = 0.5, ¢ = 0.05, g(t,z) =

. _t2+(m—%)
me 202

Probléme direct

Fic. 4.9 - u;‘

Probléme retourné exact

0.020
0015
0.010
005
0.000

-0.005

F16. 4.10 - v}
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Probléme retourné sans changement de vitesse

0014
0o
.006
0.002

-0.002

Fic. 4.11 - vj’?

L’approximation de la vitesse de v, v, a l'instant final ¢ = 27", et de la
vitesse de w a 'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

04

0.3

02+

0.1+

o=

=01

-0.2-

— I S e e e S N s p s S Ry
on o1 oz 03 o4 05 06 o7 o0s 04 1.0
Witesse de u en 1=0

Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)

Witesse de v en t=T (retournement exact)

Fia. 4.12 — 24(0,2), 2 (2T, 2), et %= (2T, x)
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Le cas : a = 0.5, N = 100, T = 1.7, z = 0.5, 0 = 0.05, g(t,2) =

t2+(17%)2

1 e 202

212
L’approximation de la vitesse de v, v,, a 'instant final t = 27, et de la vitesse

de u & I'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

0.3;
a 2—-
0 I;
a D—- - —— —— e T e
—0.2;

034

e o L S B e B e o e L AL e p s
0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
\itesze de uen t=0
Vitesse de v en t=T {retournement sans changement de vitesse)
Vitesse de v en t=T {retournement exact)

-0.4

F1G. 4.13 = 24 (0,2), %2 (2T, z), et %= (2T, x)

Le cas : « = 0.5, N = 100, T = 105, z = 0.5, ¢ = 0.05, g(t,z) =
1 La(z%ﬁf

me 202
L’approximation de la vitesse de v, v., a 'instant final t = 2T, et de la vitesse

de u a linstant initial ¢ = 0 (le terme source).

—0.14

-0.2+

-0.31

—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
Vitesse de uen t=0
Witesse de v en =T (retournement sans changement de vitesse)
Vitesse de v en =T {retournement exact)

04

Fia. 4.14 - 24(0,2), 2 (27T, 2), et %= (2T, x)



4.2 Probléme retourné avec la condition de Neu-
mann

4.2.1 Probléme direct avec la condition de Neumann

1 _L2+<I‘%)2
=l

Lecas:a=05 N=100, T =1, 0 =0.05, g(t,z) =
Probléme direct

0045
0030

u
005

0.000

0o

FiG. 4.15 - u;‘

Probléme retourné exact

0.045
0.035
0.025
w0t
0.005

-0.003

oo

F1G. 4.16 - v}
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Probléme retourné sans changement de vitesse

0085
0075
0065
tioss
0045
0035

FIG. 4.17 — o7

L’approximation de la vitesse de v, v, a l'instant final ¢ = 27", et de la
vitesse de u a 'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

04

0.3+

024

0.1

0o

—0.14

-0.2+

-0.31

-t 7777
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
Vitesse de uen t=0

Witesse de v en =T (retournement sans changement de vitesse)

Vitesse de v en =T {retournement exact)

Fia. 4.18 — 2(0,2), 22 (27, 2), et %= (2T, x)
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i2+(w7%)2
Lecas:a =05 N=100, T =17, 0 =0.05, g(t,2) = 5ome 27
L’approximation de la vitesse de v, v, a 'instant final t = 2T, et de la vitesse
de uw a l'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

T T T T T T T T T T T T T T T T
oo a1 oz 03 04 0s 06 a7 0 [1E:) 10
Witesse de U en t=0

‘Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)

‘itesze de v en t=T (retournement exact)

Fia. 4.19 - 24(0,2), 2 (27T, 2), et %= (2T, x)

t2+<17%)2
Le cas : « = 0.5, N =100, T =10.5, 0 = 0.05, g (t,2) = 5o5€ 27
L’approximation de la vitesse de v, v,, a 'instant final t = 27, et de la vitesse
de u & I'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

0.4
0.3

02+

] N

—0.14
-0.24

034

B B B B e o S S B A E— e T
0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
\itesze de uen t=0

Vitesse de v en t=T {retournement sans changement de vitesse)

Vitesse de v en t=T {retournement exact)

F1a. 4.20 — 24 (0,2), %% (2T, z), et %= (2T, x)
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4.2.2 Probléme direct avec la condition d’impédance

Lecas : «a =05, N =100, T =1, 2z = 0.5, ¢ = 0.05, g(t,z) =

2 (.1
: e_t+(21727)

2mo?

Probléme direct

Probléme retourné exact

0.0z20
0.015
0.010
005
0.000

-0.003

F1G. 4.22 — v}l
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Probléme retourné sans changement de vitesse

a01s
0.000
-0.015

-0.030

F1G. 4.23 — v;‘

L’approximation de la vitesse de v, v, a I'instant final ¢t = 2T, et de la
vitesse de u a 'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

04
0.3—-
0_2;
0 1—-
u.u:
o]
—u.2:
s
—u.a:

054

T T 1 T 1 T T T T T T T T T T T T T
0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
\itesze de uen t=0
Vitesse de v en t=T {retournement sans changement de vitesse)
Vitesse de v en t=T {retournement exact)

-0

Fia. 4.24 — 24(0,2), 2 (27T, 2), et %= (2T, x)
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Lecas :a =05 N =100, T = 1.7, = = 0.5, o = 0.05, g(t,2) =
t2+(17%)2

1 e 202

212
L’approximation de la vitesse de v, v,, a 'instant final t = 27, et de la vitesse

de u & I'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

-04 T T T T T T

on o1 oz 03 o4 05 06 o7 o0s 04 1.0
Witesse de u en 1=0

Witesse de v en t=T (retournement sans changement de vitesse)

Witesse de v en t=T (retournement exact)

Fig. 4.25 - 24 (0,2), 2 (2T, z), et 2= (2T, x)

Le cas : « = 0.5, N = 100, T = 105, z = 0.5, ¢ = 0.05, g(t,z) =
t2+(m—%)2

1 e 202

2mo2

L’approximation de la vitesse de v, v, a I'instant final t = 27, et de la vitesse
de u & l'instant initial ¢ = 0 (le terme source).

—0.14

-0.24

034

-04 — L B B e S S M B R A m
0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
\itesze de uen t=0

Vitesse de v en t=T {retournement sans changement de vitesse)

Vitesse de v en t=T {retournement exact)

F1a. 4.26 — 24 (0,2), %% (2T, z), et %= (2T, x)

35



Chapitre 5

Conclusion

D’apreés les résultats ci-dessus, on peut bien retrouver I’approximation et
la localisation du terme source que 'on a mis dans le probléme direct, en
utilisant la méthode de retournement temporel.

Le cas T est entier(petit) : Pour le probléme direct avec la condition de
Dirichlet ou de Neumann, d’aprés FIG. 4.4 et FIG. 4.18, on a la bonne ap-
proximation et la bonne localisation du terme source (%% (0,z) ~ % (2T, z))
qui vérifie le Théoréme 3.4 ou le Théoréme 3.10. Pour le probléme
direct avec la condition d’impédance, on trouve bien la localisation du terme
source, mais on n’a pas la bonne approximation de celui-ci (FIG. 4.12 et
FIG. 4.24) car T est petit (Théoréme 3.6 ou Théoréme 3.12).

Le cas T n’est pas entier(petit) : On trouve toujours la localisation du terme
source, en utilisant le retournement temporel pour le probléme direct avec
la condition d’impédance (FIG. 4.13 et FIG. 4.25). Mais on ne trouve plus
ce résultat pour le probléme direct avec la condition de Dirichlet ou de Neu-
mann (FIG. 4.5 et FIG. 4.19).

Le cas T est plus grand ou T' — 400 : D’aprés FIG. 4.6 et FIG. 4.20, le
retournement temporel pour le probléme direct avec la condition de Diri-
chlet ou de Nemann, ne donne ni la localisation, ni 'approximation du terme
source. Au contraire, on trouve que le retournement temporel pour le pro-
bléme direct avec la condition d’impédance donne la bonne localisation et la
bonne approximation du terme source (FIG. 4.14 et FIG. 4.26), qui vérifie
le Théoréme 3.6 ou le Théoréme 3.12, cad 2 (2T, z) ~ %= (2T, z).
Dans ce cas, on trouve le terme source mais avec le signe opposé.

Donc, pour le probléme direct avec la condition d’impédance et quand le
temps T est plus grand ou tend vers I'infini, le retournement temporel avec
la condition de Dirichlet est identique a celui avec la condition de Neumann
(FIG. 4.14 et FIG. 4.26), et nous donne la bonne approximation et la bonne
localisation du terme source.
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Annexe

Probléme direct avec la condition de Dirichlet

// Solution d’équation des cordes vibrantes
// avec la conditon de Dirichlet

// g: Fonction de 2 variables(t,x)

// alpha: Rapport de delta t sur delta x
// N: Nombre de points intérieur ]0,1]

// T: Nombre de temps
// u: solution
// x: intervalle d’espace

// t: intervalle de temps
function [u,x,t]=sol_ dir dirichlet (g,alpha ,N,T)
delta x=1/(N+1);delta t=alphaxdelta x;betta=alpha ~2;
L=int (T/delta t);
x=0:delta_x:1;
t=0:delta t:T;
mat=zeros (N+2,L+1)
// Valeur de u=0 en t=0, en x=0 et en x=1
// Valeur de u en t=tl
for j=2:(N+1)
mat (j,2)=delta t"2xg(0,(j—1)xdelta x);
end
// Valeur de u pour t>tl
for col=3:(L+1)
for j=2:(N+1)
mat(j,col)=bettaxmat(j+1,col =1)+2x(1—betta)*xmat(j,col —1)
+bettaxmat(j—1,col —1)—mat(j , col —2);
end
end
u—maft;
endfunction
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Probléme direct avec la condition de Neumann

// Solution d’équation des cordes vibrantes
// avec la conditon de Neumann

// g: Fonction de 2 variables(t,x)

// alpha: Rapport de delta t sur delta x
// N: Nombre de points intérieur ]0,1]

// T: Nombre de temps
// u: solution
// x: intervalle d’espace

// t: intervalle de temps
function [u,x,t]=sol _dir neumann(g,alpha ,N,T)
delta x=1/(N+1);
delta t=alphaxdelta x;
betta=alpha ~2;
[=int (T/delta t);
x=0:delta_x:1;
t=0:delta t:T;
mat=zeros (N+2,L+1)
// Valeur u=0 en t=0
// Valeur de u en t=tl, u=0 en x=0 et x=1
for j=2:(N+1)
mat (j,2)=delta t"2xg(0,(j—1)xdelta x);

end
// Condition aux limites
mat(1,2)=mat (2,2); // en x=0

mat (N+2,2)=mat (N+1,2); // en x=1
// Valeur de u pour t>tl
for col=3:(L+1)
for j=2:(N+1)
mat(j, col)=bettaxmat(j+1,col =1)+2x(1—betta)*mat(j,col —1)
+bettaxmat(j—1,col =1)—mat(j , col —2);
end
// Conditions aux limites
mat (1, col)=mat(2,col); // en x=0
mat (N+2,col)=mat(N+1,col); // en x=1
end
u—mat;
endfunction
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Probléme direct avec la condition d’impédance

// Solution d’équation des cordes vibrantes
// avec la conditon d’impédance
// g: Fonction de 2 variables(t,x)
// z: Coefficient d’impédance
// alpha: Rapport de delta t sur delta x
// N: Nombre de points intérieur ]0,1]
T: Nombre de temps
// u: solution
x: intervalle d’espace
// t: intervalle de temps
function [u,x,t]=sol dir impedance(g,z,alpha N,T)
delta_x=1/(N+1); delta_t=alphaxdelta_x;
betta=alpha ~2;
[=int (T/delta t);
x=0:delta_x:1;
t=0:delta t:T;
mat=zeros (N+2,L+1)
// Valeur u=0 en t=0
// Valeur de u en t=tl
for j=2:(N+1)
mat (j,2)=delta t"2xg(0,(j—1)xdelta x);
end
// Valeur de u pout t>tl
for col=3:(L+1)
for j=2:(N+1)
mat(j,col)=bettaxmat(j+1,col =1)+2x(1—betta)*mat(j,col —1)
+bettaxmat(j—1,col —1)—mat(j , col —2);
end
// Conditions aux limites
// en x=0
mat (1, col)=alpha*zx(mat(2,col —1)—mat(1,col —1))+mat(1,col —1);
// en x=1
mat (N+2,col)=alpha*z*(mat(N+1,col —1)—mat (N+2,col —1))
+mat (N+2,col —1);
end
u—mat;
endfunction
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Probléme retourné exact avec la condition de Dirichlet

// Solution retournée exacte avec
// la condition Dirichlet
// u: Matrice de la solution directe
// alpha: le rapport de delta t sur delta x
function v=sol ret dirichlet ex(u,alpha)
[N,L|=size (u);
betta=alpha ~2;
mat=zeros (N,L); // Initialiser une matrice
/) v(0,x)=u(T,x), valeur de v en t0
mat (:,1)=u (: ,L);
// dv(O x)*—du(T, ), valeur de v en tl
mat (:,2)=u(:,L—1);
// Valeur de v pour t>tl
for col=3:L
for j=2:(N-1)
mat (j ,col)=bettax(mat(j+1,col —1)+mat(j—1,col —1))
+2x(1l—betta)*mat(j,col —1)—mat(j , col —2);
end
// Coditions aux limites
// Condtion en x=0
mat (1, col)=u(1l,L—col+1);
// Conditon en x=1
mat (N, col)=u(N,L—col +1);
end
v=mapt ;
endfunction
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Probléme retourné exact avec la condition de Neumann

// Solution retournée exancte avec

// la condition Neumann

// u: Matrice de la solution directe

// alpha: le rapport de delta t sur delta x
function v=sol ret neumann ex(u,alpha)

[N,L|=size (u);

betta=alpha "2

mat=zeros (N,L);

//()(

mat (:,1)=u(:,

// dV(O X)*—du

// Initialiser une matrice
valeur de v en t0

)
T,x), valeur de v en tl

mat (:,2)=u(:,L—1);

// Conditions aux limites

// Condtion en x=0

mat(1,2)=mat(2,2) —u(2,L-1)+u(1,L-1);

// Conditon en x—1

mat (N,2)=mat (N—1,2)—u(N—1,L—1)+u(N,L—1);
// Valeur de v pour t>tl

for col=3:L

for j=2:(N-1)
mat (j,col)=

bettax(mat(j+1,col—1)+mat(j—1,col —1))

+2x(1—betta)*mat(j,col —1)—mat(j , col —2);

end

// Conditions aux limites

// Condtion en x=0

mat (1, col)=mat(2,col)—u(2,L—col+1)4+u(l,L—col+1);

// Conditon en x=1

mat (N, col)=mat (N—1,col)—u(N—1,L—col+1)4+u(N,L—col +1);

end
v=mapt ;
endfunction
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Probléme retourné avec la condition de Dirichlet

// Solution retournée sans changement de vitesse avec
// la condition Dirichlet
// u: Matrice de la solution directe
// alpha: le rapport de delta t sur delta x
function v=sol ret dirichlet(u,alpha)
[N,L|=size (u);
betta=alpha ~2;
mat=zeros (N,L); // Initialiser une matrice
/) v(0,x)=u(T,x), valeur de v en t0
mat (:,1)=u(:,L);
// dv(0,x)=du(T,x)
for j=2:(N-1)
// valeur de v en tl
mat (j,2)=2*u(j,L)—u(j,L—1);
end
// Conditions aux limites
// Condtion en x=0
mat(1,2)=u(1,L—1);
// Conditon en x=1
mat (N,2)=u(N,L—-1);
// Valeur de v pour t>tl
for col=3:L
for j=2:(N-1)
mat(j,col)=bettax(mat(j+1,col—1)+mat(j—1,col —1))
+2x(1—betta)*mat(]j,col =1)—mat(j , col —2);
end
// Conditions aux limites
// Condtion en x=0
mat (1, col)=u(l,L—col+1);
// Conditon en x=1
mat (N, col)=u(N,L—col +1);
end
v=mapt ;
endfunction
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Probléme retourné avec la condition de Neumann

// Solution retournée sans changement de vitesse avec
// la condition Neumann
// u: Une matrice de la solution directe
// alpha: le rapport de delta t sur delta x
function v=sol ret neumann(u,alpha)
[N,L|=size (u);
betta=alpha ~2;
mat=zeros (N,L);
mat (:,1)= ( L)
// dv(0,%)=du(T
for j=2:(N-1)
mat (j,2)=2*u(j,L)—u(j,L—1); // valeur de v en tl
end
// Conditions aux limites
// Condtion en x=0
mat(1,2)=mat(2,2) —u(2,L—1)+u(1,L—1);
// Conditon en x=1
mat (N,2)=mat (N—1,2)—u(N—-1,L—1)+u(N,L—1);
// Valeur de v pour t>tl
for col=3:L
for j=2:(N-1)
mat (j ,col)=bettax(mat(j+1,col—1)+mat(j—1,col —1))
+2x(1—betta)*mat(j,col —1)—mat(j , col —2);
end
// Conditions aux limites
// Condtion en x=0
mat (1, col)=mat(2,col)—u(2,L—col+1)+u(1l,L—col+1);
// Conditon en x=1
mat (N, col)=mat (N—1,col)—u(N—-1,L—col+1)+u(N,L—col+1);
end
v—maft ;
endfunction

// Initialiser une matrice

/
,g/ v(0,x)=u(T,x)

, X
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