Séries de Fourier
Notations : Clkg les fonctions de C¥(IR,@') P—périodiques et 6’112 les fonctions C* par morceaux et P—périodiques,
1 [r 2
Si f € L?()0, P[,C), culf] := f/ f(t) exp(—inwt)dt, n € Z, avec w = Fﬂ,
) OP ) P
Si f € 220, P[,R), anlf] :i= ﬁ/ ) cos(nwt)dt, n>0, bulf] = ﬁ/ F(t) sin(nwt)dt, n>1,
0

Sn[f](t) == Z cnlflexp(inwt) = | cos(nwt) + by[f] sin(nwt)),

In|<N
S0 = Y calf]explinwt) = % + me cos(nwt) + ba[f] sin(nwt)) = Tim Sw[f)(t).
necx n=1

P +00
I13:= 5 | 17OPt = 3 eI = Flaol I + 5 3 lanl 12 + bul1P)

neEZ n=1

1 Créneaux et dents de scie

Pour les fonctions de période 27 suivantes, calculer leur série de Fourier. Puis étudier la convergence simple et
uniforme de ces séries de Fourier.

1. f est impaire, et f(¢) = 1 sur |0, «[.

2. f(0)=0, f(t) = Tt sur |0, 27[. En déduire que —

n= 1

2 Régularité et décroissance des coefficients de Fourier

1. Soit f € L?(]0, P[,C) telle que Z len[f]] converge. Montrez que, f € C%, i.e. f admet pour représentant

neZ
continue S[f].

2. On suppose que f € Ca_. Montrer que c,[f'] = inc,[f]. On dérivera formellement la série de Fourier de f. On
justifiera ce calcul a I’aide d’une intégrations par parties sur lintégrale qui définit c,[f].

3. On suppose que f € 02 , ol k > 2. Montrez que cn[f(k)] = i*n¥c,[f]. En déduire que c,[f] = o (%),
1 1
1 = Sulflle =0 (s )1 1 = vk = 0 (27 )

1
4. Réciproquement, si f € L2(]0, P[) et c,[f] = O (k—+2)’ montrez que f admet un représentant dans C%.
n

5. Caractérisez les fonctions de C3’ a 'aide de leurs coéfficients de Fourier.

+
6. Montrez que f(t) = Z SmT(L nt) t € R, est dans C*°(R, IR). Donnez une formule explicite de f.

n=1

3 Inégalités de Poincaré : ||f|]2 < C|/f||2

1. Trouvez la constante optimale C; telle que pour tout f € Coﬂé}, de moyenne nulle sur [0, P, || f]l2 < Ci||f||2-

2. Calculez la plus petite constante Cy telle que: Vf € C°NC([0, P],C), £(0) = f(P) =0 = ||f]l2 < Callf'||2-
(On pourra prolonger f par imparité & [—P, P] ou la développer en série de sinus.)

3. Traitez la méme question avec une constante C3 en supposant seulement que f € C°nN 51([O,P],(C) et

f(0)=o0.



periodique reguliere superconverge .
2
Soit k>2, feCk, NeIN—{0}, h= Wﬂ 2, =1lh pour [ =0,1,...,N.

N 2m
Démontrez ce résultat trés surprenant et trés utile: Ry (f) :=h Z flz) = f(z)dz + O (hk).
=1 0

1 ™
5 fxg(z):= Dy flz—t)gt)dt, z € R, f, g € L7 .(R,C), 2r—périodiques .

1. Montrez que: fxg = g*f, cp[f *g] = enlflenlgl, n € Z, fxg € CY._, et de plus, si g € C*® alors fxg € C*°.

2. Une application: Résoudre I’équation fonctionelle suivante f(z+y) = f(z)f(y) pour presque tout (z,y) € R?,

dans I’espace des fonctions de LZQOC(]R, C), 2r—périodiques. (On pourra étudiez f x g avec g € CS2).

6 Résolution d’équations différentielles a coefficients constants.

1. Fourier, (et un Bernoulli un siécle avant), avaient développé des fonctions en séries de sinus pour résoudre

I’équation de la chaleur (1’équation des cordes vibrantes). Montrez que toute fonction de L2(]0, 7[,R) admet
+o00

un unique développement de la forme f(z) = Z fnsin(nz) dans L2(]0, 7[, R). Explicitez les coefficients f,.

n=1
(On prolongera f par imparité et 2r— périodicité.).

2. Trouvez la série de sinus de u en fonction des coefficients de celle de f, pour u solution du probléme de
Dirichlet suivant:

d2
—ﬁu(x) = f(z), 0<z<m,
u(0) =0 = u(n)

On pourra commencer par le cas ou f est impaire et f € C52, puis on affaiblira les hypotheses de régularités
sur f.

3. Pour ug, u1 données, appliquez la méme méthode pour résoudre 1’équation de la chaleur:

Q(t )—8—2(15 )=0, 0<t,0<z<

5 ult,2) — 5 gult,z) =0, , z <,
u(t,0) = 0 = u(t, ), t>0
u(0,z) = up(z), O<z<m

et I’équation des cordes vibrantes:

0? 5 02

@u(t,x)—c wu(t,x):(), 0<t,0<x<m,
u(t,0) = 0 = u(t,n), t>0
u(0,z) = up(z), 0<z<m
%u(o,a:):ul(x), 0<z<m
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