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Mesure et intégration

(Q,7, p) est une espace mesuré, pour A € 7, x4 est la fonction indicatrice de A qui est

égale a 1 sur A et 0 ailleurs, la mesure de A sera notée : u(A) = |A| = / Xadp.
Q

1 Une mesure invariante sur la sphere

L’espace R? est muni de la mesure de Lebesgue notée i, du produit scalaire et de la
norme euclidienne usuels ||z|| = \/< z,z > . La sphere unité et la boule unité de R? sont
notées St = {x € R4, ||z|| = 1}, B? = {z € R, ||z|| < 1}. On définit une mesure \ sur
la sphere de la maniére suivante : pour toute partie mesurable A C S% !, on définit le
p(C)
u(B?)

1. Montrez que A est invariante par rotation, i.e. pour toute rotation vectorielle r de

R? et pour toute partie mesurable A C S%! on a A\(A) = \(r(4)).

2. Soientd > 2,0 < a < (<2m a=(cosa,sina,0,---,0), b= (cos3,sin3,0,---,0),

S(a, B) = {x € St 2y = cos(f), x9 = sin(f),a <0 < B}, et 0<v,0 <+,

v+7" <27, montrez que A(S(0,7+7")) = A(S(0,7))+A(S(0,7")). En déduire que

— A b
la mesure du quartier de sphere S(a, ) est : A(S(«, ) = 9 == TCOS2< = >'
T ™

cone engendré par A comme l'ensemble C' = {t.x, t € [0,1], x € A} et A\(A) =

2 Intégration

1. Soit (A,), € 7. On note limsup A4,, = ﬂ U Ay, et A% I'ensnemble des x €  qui
n k>n
appartiennent a une infinité de A,,. Vérifier que limsup 4,, = A® et que z ¢ A> si
et seulement si x est dans aucun A,, a partir d’'un certain rang.

2. Si Z,u(An) < oo montrez que |limsup A4, = 0].

1
3. Si f e LY (Q,R), montrez que |{z € Q,|f(z| > a}| < 5/ |f(z)|dp.
Q
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4. Si f € L*(Q,R), montrez que [{z € Q,|f(z| > a}| < —2/ | f(z)|*dp.
az Jo

5. Si (fn)n est une suite bornée dans L*(Q,R), montrer qu’il existe un ensemble
négligeable N telle que : @ ¢ N = |f,(z)| < n a partir d’un certain rang.

6. Le résultat précédent subsiste-t-il si (f,), est une suite seulement bornée dans
L'(Q,R)? On pourra considérer la suite f,, définie par :
fn = NXmhmh+n), O N = 28 +m, 0 <m < 2% h=27% pour Q=10,1].

3 Fubini ou changement de variables

dX
Etudier la convergence / suivant les valeurs de o > 0.
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