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R: sous-groupes additifs, limsup

1 Sous-groupes additifs de R
Soit G un sous-groupe additif de R non réduit à {0}, G+ = G∩]0,+∞[6= /0, m = infG+.

1. Montrer que si m > 0 alors G = mZ, sinon G = R.

2. En déduire que Z+αZ est discret si et seulement si α ∈Q.
Obtenir Ad[un] = ∩n∪k>n{uk} l’ensemble des valeurs d’adhérences de la suite un = sinn.

3. L’ensemble G des périodes d’une fonction périodique f est un sous-groupe additif de R.
• Si f ∈C0(R,R), montrer que : m > 0 si et seulement si f n’est pas constante.
• Existe-il une fonction périodique non constante telle que m = 0?

2 limsup

Soient (un)n une suite réelle et R = R∪ {−∞,+∞} la droite numérique achevée. On pose
limsupun = inf

n
sup
k≥n

uk et liminfun = sup
n

inf
k≥n

uk.

1. Vérifier certaines des propriétés utiles suivantes:

(a) vn = sup
k≥n

uk et tn = inf
k≥n

uk sont monotones et que tn ≤ un ≤ vn.

(b) (un)n est majorée dans R si et seulement si limsupun < +∞.
(c) Si limsupun ∈ R alors pour tout ε > 0, un < limsupn +ε à partir d’un certain rang.
(d) limsupun est la plus grande valeur d’adhérence de (un)n, i.e.:

limsupun = supAd[un] = maxAd[un],
et {liminfun, limsupun} ⊂ Ad[un]⊂ [liminfun, limsupun].

(e) Si liminfun = limsupun alors (un)n converge.
(f) limun = 0 si et seulement si limsup |un|= 0.
(g) limsup(un + vn)≤ limsupun + limsupvn,

si de plus (un)n converges alors limsup(un + vn) = limun + limsupvn.
(h) Si (un)n est bornée et si f ∈C0(R,R) est croissante alors limsup f (un)= f (limsupun).

2. Montrer que si limsup |un|1/n < r, alors (un)n = O(rn). Enoncer une réciproque.

3. Généraliser la notion de limsup pour les fonctions puis calculer la limsup
+∞

sin(x), limsup
+∞

−sin(x),

limsup
0

sin(1/x), limsup
+∞

[
sin(x)+ cos(

√
2x)

]
.
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