Analyse numérique math.unice.fr/~junca

Calculs de valeurs approchées d’une intégrale

Soit f € C°%[a,b],R), N € N— {0}, h = %, x; = a-+th pour i =0,1,...,N et Pg 'espace

des polynomes de degré inférieur ou égal a d. f et ¢ seront toujours supposées de classe C'*°.

1 Meéthode de quadrature composée (MQC)

On choisit une formule de quadrature élémentaire (FQE) sur lintervalle [0,1] & [ + 1 points

associées aux points 7; € [0,1], j =0,1,...,1 et aux poids w; tel que :
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La FQE est dite d’ordre d si Vo € Py, Uerreur élémentaire e(p) = / o(t)dt — ijgo(Tj) =0.
0 -
7=0
Par changement de variable affine ( de [0, 1] sur [a, (] ...), on en déduit les formules formelles :
Je] l
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/ f(z)dx = Z/ f(x)dx ~QN(f)=h Zw]f(xz—i-hrj) (3)
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Ti41 l b
On notera ei(f):/ f(x)dx—thjf(xi—i—th) et En(f)= [ f(x)de—Qn(f) .
z; =0 a

1. Faites le calcul qui donne (2) puis la MQC (3).
2. Montrer que si les poids sont positifs: w; > 0 et si f est seulement continue. alors
lim E =0.
2 Erreur d’une MQC d’ordre d avec I'inégalité de Taylor-Lagrange

1. Montrer: 3C >0 / le(¢)| < C sup |90(d+1)(f)‘
£e€lo,1]

2. En déduire que e;(f) = O(h?*2) puis que Enx(f) = O(h4t1).



3 Erreur d’'une MQC d’ordre d avec “Taylor-reste-intégrale”

1. Formule de la moyenne : Montrer que si k(.) est une fonction continue par morceau et de
signe constant sur [, 8], ¥ € C%([a, B],R) et si & € [a, 8], i=1,...,N,

B 1
alors il existe d,v € [a, 5] tel que / U(x = (9) /a k(z)dz et (v) = N ; P(&)-
1 1 —¢)dt! l x(1; —t,0)]¢
2. & Démontrer que e(p) = /0 go(d+1)(t)k(t)dt ouk(t) = ((d—|—>1)' — 2 wj [ma (Tjd! )

( convention : 0° = 0).

3. Soit K = / t)dt. Montrer que si k(.) est de signe constant sur [0, 1] alors :
In € [0,1], & € x5, zir], € € [a,1] tel que e(p) = Ko™ (n), ei(f) = ATFPK f4(&), et

En(f) = R K f4HE)(b — a) (4)

4 Meéthode des rectangles : [ =0, 70 =0

N—

1
Montrer que la MQC est : h Z f(z;), puis que Ex(f)=0(h)= §hf’(£)(b—a), € € [a,b].
i=0
Cette méthode est-elle d’ordre 1 ?

>—‘

5 Meéthode des trapezes :[ =1, p=0, 71 =1
Trouver la FQE d’ordre 1 associée a ces points. En déduire que :

N-1
() =n 3 TEVEIED i que By (1) = 002) = 1127€)(b —a), € € [a. )]

=0

6 Meéthode de Simpson :[ =2, 7p=0, 7 =0,5, =1
Trouver la FQE d’ordre 2 associée a ces points. Est elle d’ordre 3? Puis Montrer que : 3¢ € [a, b],

’ d by~ Y df (ot : O(h*) = —= 14§ ()b
[ e = § 3 (s 41 (1 5 ) + i) ) =00 = gegats Ve
7 Méthode du point milieu

Montre que / f(z)dz =h Z f <a:Z h) + ith”(ﬁ)(b— a), £ € [a,bl.
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