Exercices http://math.unice.fr/~junca

Limites supérieures

1 Pour commencer

1. Calculer infu,, supuy,,liminfu,, limsupu, avec u, = (—1)"+ (n)~', n > 1.

2. Soient (up)nen et (vi)nen deux suites a valeurs réelles.
Montrer que : liminfu, +limsupv, < limsup(u, +v,) < limsupu, + limsupv,,.
Vérifier que , si (u,),en converge alors: limsup(u, +v,) = limu, 4+ limsupv,,.

2 Perturbation du point fixe du sinus: u,,,; = sin(u,) +€,.

Si limeg,, = 0, montrer que (u,) est bornée, puis que limsup |u,| = 0 pour conclure.

3 Cauchy et D’Alembert

1. Vérifier que limsup(|a,|)'/" < 1 si et seulement si il existe p €]0, 1] tel que a,, = O(p™).
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Que peut-on dire si a; > 0 pour tout » et si limsup ml 19
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2. Soit a, > 0, montrer que : liminf ntl < hmmf(an)l/" < hmsup(an)l/” < hmsup"—H.
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En déduire que si converge alors <(a,,) 1/ ”> converge aussi.
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4 Suites sous-additives positives: 0 <u,,. , <u,+u,, V(n,p).

Montrer que (—n> converge vers lnf1 . (Pour q fixé, faire la division euclidienne de n par g.)
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Application: Pour tout A € My (R), ||.|| une norme matricielle, (HA"HI/ ")  converge.
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Pour f € C%([a,b],C), avec a < b, vérifier une inégalité.
Puis, se placer prés d’un point ¢ ou | f| atteint son sup et utiliser une liminf pour conclure.
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