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Limites supérieures

1 Pour commencer
1. Calculer infun,supun, liminfun, limsupun avec un = (−1)n +(n)−1, n≥ 1.

2. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites à valeurs réelles.
Montrer que : liminfun + limsupvn ≤ limsup(un + vn)≤ limsupun + limsupvn.
Vérifier que , si (un)n∈N converge alors: limsup(un + vn) = limun + limsupvn.

2 Perturbation du point fixe du sinus: un+1 = sin(un)+ εn.

Si limεn = 0, montrer que (un) est bornée, puis que limsup |un|= 0 pour conclure.

3 Cauchy et D’Alembert
1. Vérifier que limsup(|an|)1/n < 1 si et seulement si il existe ρ ∈]0,1[ tel que an = O(ρn).

Que peut-on dire si an > 0 pour tout n et si limsup
an+1

an
< 1 ?

2. Soit an > 0, montrer que : liminf
an+1

an
≤ liminf(an)1/n ≤ limsup(an)1/n ≤ limsup

an+1

an
.

En déduire que si
(

an+1

an

)
n∈N

converge alors
(
(an)1/n

)
n∈N

converge aussi.

4 Suites sous-additives positives: 0≤ un+p≤ un+up, ∀(n, p).

Montrer que
(un

n

)
n∈N

converge vers inf
n≥1

un

n
. (Pour q fixé, faire la division euclidienne de n par q.)

Application: Pour tout A ∈Md(R), ‖.‖ une norme matricielle,
(
‖An‖1/n

)
n∈N

converge.

5 lim
p→+∞

‖ f‖p = ‖ f‖∞ i.e. lim
p→∞

(Z b

a
| f (x)|pdx)

)1/p

= sup
[a,b]

| f |.

Pour f ∈C0([a,b],C), avec a < b, vérifier une inégalité.
Puis, se placer près d’un point c où | f | atteint son sup et utiliser une liminf pour conclure.
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• [TM], Tissier & Miallet, Analyse à une variable rélle,
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