Exemples de Limites supérieures et d’interversion de limites

Exemples de limsup
. Soient (un)nen €t (vp)nen deux suites a valeurs réelles. Montrez que :
lim inf u,, + limsup v, < limsup(u, + v,) < limsupu, + limsup v,,.
Donnez des exemples d’inégalités strictes.
Puis, vérifiez que , si (up)nen converge alors: lim sup(uy, + v,) = limu, + lim sup vy,.
. Cauchy et D’Alembert: Soit (a,)nen une suite & valeurs réelles strictement positives. Montrez que :

< lim inf(an)l/" < lim sup(an)l/" < lim sup Intl
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an+41
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Donnez des exemples d’inégalités strictes pour chaque inégalité.

- . [ On+1 ~ .. .
En déduire que si ( nt ) converge alors ((an)l/ ”) N converge vers la méme limite, mais que la
n / neN ne

réciproque est fausse.
. Soit f: R — R, montrez que les assertions sont suivantes sont équivalentes:

(a) Pour toute suite (uy,)nen & valeurs réelles limsup f(uy,) = f (lim sup uy,).
(b) f est croissante et continue sur R.

(c) pour toute suite (un)nen & valeurs réelles liminf f(uy,) = f (liminfu,)

. On suppose que la suite réelle (uy)nen vérifie la relation de récurrence
Upt1 = sin(uy,) + €p,

pour tout entier n, avec lime, = 0. Montrez que (uy)nen converge.
(On pourra vérifier que |u,| < 7/2 & partir d’un certain rang, passer a la limsup et a la liminf, ou, comme dans le
livre de Tissier et Mialet, montrer que lim sup |u,| =0 ).

. Soit f € C%([a,b],C), avec a < b. Montrez que

b 1/n
tim ([ r@ra) =i,

(On pourra d’abord démontrer une inégalité entre les deux termes. Puis, on se placera sur un petit intervalle contenant
un point ¢ ou |f| atteint son sup et, on utilisera une lim inf).

. Suites sous-additives: on suppose que la suite réelle positive (Un)neN—{o} vérifie pour tout couple d’entier

U
n U < up + up. Alors, montrez que (—n) converge.
( 7p)a n+p = Wn D ) q n nEN—{O} g
Application: soit A une matrice de My(R) munie d’une norme matricielle ||.||, montrez que :

lim ||A"%]|"/™ = inf || A™|"/".
n>1

n—r+00



1. Démontrez le résultat trés général suivant & I’aide de suites de Cauchy:
Soit f: D - R et x € D. Soit (fn)ner une suite de fonctions définies de D dans R telle que:
(a) chaque fonction f, admet une limite en z,

(b) la suite de fonctions (fn)nen converge uniformément vers f sur D.
Montrez alors que f admet une limite en x et que

lim lim f,(y) = lim lim f,(y)-

Y—T Nn—+00 n——+00 y—T

En redéduire qu’une limite uniforme de fonction continue est continue.

Puis, commentez ’exemple suivant D := R, z € D, f,(y) := 1 —:zy| I
ny

2. Soit f: R — R telle que:
VzeR, lim f(z+n)=0.
n—>—+00
Montrez que 21}_1 f(x) =0, signifie, d’une certaine maniere, que l'on a fait une interversion de limite.
x o0

Donnez une condition suffisante pour que lirf f(xz) =0 et un exemple tel que f ne converge pas en +oo.
T—>1+00

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues de [0, +o0o[ dans R, telle que:

(a) (fn)nen converge uniformément vers f sur [0, +o0],
+0o0

(b) fn(x)dz converge vers un nombre noté I,,,
0

(¢) (In)nen converge vers I.

+00 +oo
A-t-on f(x)dx = I? Peut-on méme étre assuré de la convergence de I'intégrale impropre: / fx)dz?
0

0
Rajouter une condition pour que cela devienne vraie.

sin(z)

dz.

+oo
4. Un calcul de I := /
0

T
“+oo

On considére la transformée de Laplace F(t) := exp(—t) sin(z)

dz. F est bien définie pour t > 0 et

0
ent = 0. F est continue en 0, admet une limite nulle a linfini, est dérivable sur 0,4+o00[. F' se calcule
explicitement. On obtient ainsi une autre expression de F a une constante prés, et, finalement, grace a sa

limite en +oo0, I = g

Aprés avoir bien détaillé cette méthode de calcul de I, explicitez toutes les interversions de limites qui
apparaissent de maniére plus ou moins cachées pour calculer 1.
Combien d’interversions de limites apparaissent dans cet exercice? 1,2,3 ou plus?

5. Soit (B, ||.||) un espace de Banach. Soit Ay, € B pour tout k € N, et tout n € N. On suppose que:

(a) pour tout k, lim Ay, = Ay,
n——+00

+o0o

() Y sup | Al < +oo.
k:o"EN
+oo +oo
Montrez alors que nll)rj{loog_% App = ; Ag.

1 \" 1
Application: si A est une matrice alors on a toujours: lim (Id+ —A)] = Z — Ak,
n—-+0o0 n k—Ok!
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