
Exercices http://math.unice.fr/̃ junca

Exemples de suites

1 un = f (1)+ f (2)+ · · ·+ f (n)−
Z n

1
f (x)dx

1. Si f est décroissante et positive, montrez que (un) l’est aussi.

2. En déduire que 1+ 1
2 + · · ·+ 1

n ∼ ln(n).

2 xn = exp(x), x > 0, n≥ 2

1. Montrez que l’équation ci-dessus admet deux racines positives un < vn.

2. Montrez que (un) est monotone, converge vers 1 et que un = 1+n−1 +O(n−2).

3. Montrez que n < vn ∼ n ln(n) puis que vn = n[ln(n)+ ln(ln(n))+ εn] où εn → 0.

3 Moyenne de Césàro de (un)n≥1: Un := u1+u2+···+un
n

1. Montrez que si un est bornée (respectivement monotone) alors (Un) l’est aussi.

2. Etudiez (Un) si un = 1/n, n, (−1)n, (−1)nn, (−1)n√n, (1/2+ i
√

3/2)n, sin(n).

3. Montrer que si (un) est périodique (∃p > 0, ∀n, un+p = un) alors (Un) converge.

4. Montrez le théorème de Césàro: si un → l ∈ R alors Un → l.

5. Démontrez les réciproques suivantes du théorème de Césàro:

(a) Si (un) est monotone et Un → l alors un → l.

(b) Si n(Un− l)→ 0 alors un → l.

(c) Si un ≥ 0 et (Un) converge vers 0, alors (un) converge ”presque partout” vers 0.
Plus précisément il existe une suite (Dn)n≥1 à valeurs dans {0,1} telle que

i. D = {n,Dn = 1} est ”négligeable”, i.e.
D1 +D2 + · · ·+Dn

n
→ 0.

ii. (Dnun) converge vers 0.

6. Démontrez le lemme de l’escalier: un :=vn+1− vn → h 6= 0⇒ vn ∼ nh .
7. Donnez un équivalent de Un− l si un− l = n−1,(−1)nn−1,2−n,1/n!.

En général, que pensez vous de la vitesse de convergence d’une moyenne de Césàro?
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