NoMm ET PRENOM : L1 ALGEBRE 15-16 INTERRO COURS

On considere le sous-ensemble P de R?* formé des solutions du systeme d’équations :

Ty + To + XT3 — Ty = 0 (El)
(E) T + 2ZE2 — XT3 + x4 = 0 (EQ)
31’1 + 4272 + T3 — T4 = 0 (Eg)

1) Résoudre ce systeme en utilisant avec précision les algorithmes de triangulation et de
résolution des systemes triangulés.

2) Pourquoi P est-il un sous-espace vectoriel de R* ? Déduire de 1) une base (u,v) de P.

3) Montrer que v’ = (0,0,1,1) et v" = (6,—4,—1,1) sont deux éléments de P. Montrer que
(u',v") forme une famille libre. Quelles sont les coordonnées de «’ et v' dans la base (u,v) ?

4 a) Question de cours Soit E un R-espace vectoriel et F' un sous-ensemble de E. Que signifie
que [ soit un sous-espace vectoriel de ££. Montrer que I'intersection de deux sous-espaces vec-
toriels F' et G de F est un sous-espace vectoriel de F.

4 b) Question de cours b : Soit £ un R-espace vectoriel et B = (ey, €2, €3) une base de E. Soit
u un élément de E. Qu’appelle t’on coordonnées de u dans la base B 7 Quel est le lien entre
les coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs et les coordonnées de ces vecteurs ?

1) Le systeme F a quatre variables. L’ordre des variables du systeme E est 1'ordre naturel :
x7 est la premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et z4 la quatrieme.

Les coefficients dans F,, Fy et F3 de x1 sont non nuls. Les trois équations E;, FEs, E3 et Fy
sont donc d’ordre 1. Le systeme E est donc ordonné.

Démarrons 'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant
a les mémes solutions que P :

1 + Xy + 3 — X4 =0 (El)
(E,) Ty — 2.1'3 + 2.]]4 = 0 (Eé = EQ — El)
To — 2373 + 21’4 =0 (Eé = Eg - 3E1)

Les équations E, EY, EY, sont respectivement d’ordre 1,2, 2. Ce systeme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxiéme équation pour faire monter 'ordre des suivantes. Le systeme
suivant & mémes solutions que E” :

ry + T2 + X3 — T4 = 0 (El)
o — 21‘3 + 2]74 =0 (Eé)
0 = 0 (B =FE—FE)

La derniere équation est 0 = 0, on peut la supprimer. Notre systeme P a donc mémes solutions



que le systeme :

(E,,,) r1 + X9 + T3 — X4 = 0 (El)
o — 2$3 + 2134 = 0 (Eé)

Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1, 2. Ce systeme est triangulé.

Les variables de téte du syteme triangulé G sont : x1,25. Le systeme E” admet donc x3, x4
comme seule variable libre. Résolvons le systeme triangulé. La derniere équation donne :

T9 = T3 — 2ZE4 .
Il vient :
X1 =23+ Ty —To=—T3+ Ty — (21’3 — 2174) = —31’3 + 3]74

L’ensemble P des solutions est donc :
P ={(3x3 + 34,223 — 224, x3,24) telsque z3,74 € R} |

P ={x3(—3,2,1,0) + 24(3,-2,0,1) tels que x3,74 € R}

2) Le systéme F est un systéme de trois équations homogenes a coefficients reels a quatre vari-
ables. Ses solutions P forment donc un sous-espace vectoriel de R*. L’algorithme de résolution
en fournit une base. Ainsi, le couple (u,v), ot u = (=3,2,1,0) et v = (3, —2,0,1) est une base
de P.

3) Nous vérifions facilement que v = (0,0,1,1) et v/ = (6,—4,—1,1) sont des solutions des
trois équations constituant le systéme E. Ainsi, ces vecteurs u’ et v’ sont dans P. Soit a,b € R
tels que au’ + bv’ = 0, nous en déduisons :

a(0,0,1,1) + b(6,—4, —1,1) = (6b, —4b,a — b,a + b) = (0,0,0,0)

Ainsi, a — b= 6b = 0. Donc, a = b = 0. Cela montre que la famille (v’,v’) est libre.
Comme v’ € P et que (u,v) est une base de P, il existe x,y € R tels que v’ = zu + yv. Nous
obtenons :

(0,0,1,1) = 2(-3,2,1,0) + y(3,—2,0,1) = (32 + 3y, 2z — 2y, x,y)

Il en résulte © = 1 et y = 1. Ainsi, (1,1) sont les coordonnées de u’ dans la base (u,v). De
méme, nous obtenons que (—1,1) sont les coordonnées de v" dans la base (u,v).

4 a) Définition d’un sous-espace vectoriel : Dire que F' C E est un sous-espace vectoriel de E
signifie que F' est non vide, stable par addition et multiplication par un scalaire : F' est non
vide et pour tout u,v € Fet \€e K : u+v € Fet \ueF.

Soit F' et GG deux sous-espaces vectoriels de E. Nous savons alors que 0 le vecteur nul de E est
dans F' et G. Il est ainsi dans F'N G. L’intersection F' N G est donc non vide. Soit v € FN G,
v € FNGet A € K. En particulier, nous avons u € F, v € F et A € K. Comme par hypothese



F' est un sous-espace vectoriel de F : u+v € F et A\u € F. De méme, u+v € G et Au € G.
Ainsi, nous avons bien : u+v € FNG et Au € FNG.

4 b) Comme B = (eq, ey, e3) est une base de E, tout vecteur u de E s’écrit de fagon unique
u = x1€1 + Teey + Tze3 ol x1, o, v3 € R. Le triplet (xq,x9,23) est appelé coordonnées de u
dans la base B = (ey, €2, €3).

Les coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs dans une base B sont exactement le
méme combinaison linéaire des coordonnées de ces vecteurs dans la base B:

coordg(D_ Nw;) = Acoordp(u;)



