NoMm ET PRENOM : L1 ALGEBRE 15-16 INTERRO TD

Soit v; = (1,—1,1), vy = (2,—1,—1) et v3 = (4,—3,1) trois vecteurs de R*. On note
G = Vect(vy, v9, v3).

1) Donner une base de G échelonnée relativement a la base canonique de R*. En déduire la
dimension du sous-espace vectoriel G.

2) Donner un systeme d’équations de G.

Notons e = (1,1,2). On note D’ = Vect(e).

3) Montrer que D’ NG = {0}. En déduire R* = D’ & G.

4) Soit u = (z1, 79, z3) € R3. Expliciter la la décomposition de v comme somme d’un vecteur
de G et d'un vecteur de D’.

5) Montrer que (vy,v3) est une base de G. Montrer que B’ = (v, vs,e) est une base deR?.
Quelle est la matrice de passage de la base canonique de R® & B’. Rappeler la formule de
changement de coordonnées.

6) Soit uy, . . . u, est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E. Montrer que Vect(uy, ... u,)
a pour base (up, ... u,) si et seulement si la famille (uy, . . . u,) est libre. Montrer que Vect(uy, ... u,)
a pour base (uq,...u,) si et seulement si Vect(us,...u,) est de dimension p.

Nous noterons Be., la base canonique de R? formée des vecteurs (1,0,0), (0, 1,0)(0,0,1).

1) Un algorithme du cours fournit a l'aide de la matrice Mg, (v1,v2,v3) (matrice dont la j-
ieme colonne est formée des coordonnées de v; dans la base B..,) une base échelonnée de
F = Vect(vy, vg, v3) relativement a la base Bea.

1 2 4
G = Vect(vy,v2,v3) ,  Mpean(v1,v2,v3) = | —1 —1 3
1 -1 1
Etape 1 : Posons v}, = vy — 2v; et v = v3 — 4v; :
1 0 0
G = VeCt(Uhvé?,Ué) ) MBC&H(,U17IU;7U§) = -1 1 1
1 -3 -3
Etape 2 : Posons v§ = v§ — v} :
1 0 0
G = Vect(vy,vy,v5) ,  Mpean(ur,up,uz) = =1 1 0
1 -3 0

On a G = Vect(vy, vh, v5) = Vect(vy, v}), car v = 0.

La famille v; = (1, —1,1),u5 = (0,1, —3) est libre (car échelonnée par rapport a la la base Beay)
et engendre (G. C’est donc une base de GG échelonnée par rapport a la base Bea,.

2) Soit v = (1, T, x3) un vecteur de R3.

1 0 1
v € G = Vect(vy,v}) , Mg, (vi,vh,v)=| =1 1
1 -3 T3



1 0 0
veGev=v—xm1n G , Mg, (v,05,0)=] =1 1 z9+4+m
1 -3 T3 — I
1 0 0
veG eV =v—(r1+as)vy € G, Mg, (v,v5,0")=| =1 1 0
1 -3 T3 — T+ 3(1’1 + .%‘2)
On obtient alors, v € G si et seulement si :
x3—9c1+3(x1+x2) :2$1+3l’2+$3 =0.
Ainsi,
2x1 + 329 +23=0

est un systéme d’équations de G relativement a la base Bean de R3.

3) Soit v € GN D’. En particulier v € D’. Par définition de D', il existe un réel A tel que
v=M1,1,2) = (A, \,2)) . Comme v € G, (A, A, 2)) vérifient 'équation de G relativement a la
base By :

21‘1+3l‘2—|—l’3:0.

Il en résulte :

2A+3A+20=TA=0 et A=0.

Ainsi, v = 0. Comme le vecteur nul est dans tout sous-espace vectoriel, nous avons bien montré

que D'NG = {0}.

Le vecteur (1,1,2) est un vecteur non nul de R®. Comme ce vecteur engendre D’ la famille
réduite au vecteur (1,1,2) est une base de D’. Le sous-espace vectoriel D’ de R? est donc de
dimension 1. Nous avons vu que la dimension du sous-espace vectoriel G est égal a 2. L’espace
vectoriel R? est de dimension 3. Ainsi, les sous-espaces vectoriels G et D' de R? vérifient :

D'NG={0} et dimD +dimG =dimR?.

Or, ces deux conditions caractérisent le fait que les sous-espaces vectoriels G et D’ de R? sont
supplémentaires ou encore R? = G® D’. En clair, tout vecteur de R? s’écrit d’une facon unique
comme somme d’un vecteur de G et d'un vecteur de D'

4) Soit v = (z1,79,23) € R3. D’aprés la question précédente, le vecteur v s’écrit de fagon
unique :
v=0v+v" avec v eG et V' eD.

Cherchons a déterminer v’ et v” a I'aide de (xy, 29, x3). Soit A le réel tel que v” = \(1,1,2) =
(A, A, 2X). Notons v = (), %, 23). Puisque v = v’ 4+ v” : nous obtenons :

(x17$27x3) = (J?ll,l'é,l‘é) + (>‘a )‘72>‘)

et donc :
(2, 25, 2%) = (11 — X\, 29 — N\, 23 — 2)) .
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Comme v € G, v/ = (x1 — A\, x9 — A\, x3 — 2)) vérifient I'équation 2x1 + 3z5 + z3 = 0. Nous

obtenons donc :

Soit 2&31 + 35(32 +x3 = 7A. Ainsi :

1 2 3 1 2 3 1
A= 5(2@ + 329 + 23) = 11 + %2 + %3 et V' = (§x1 + %2 + ?I:g)(l, 1,2).
Il en résulte :
2 3 1 5 3 1
. 1 — (o1 + ST + S23) —X] — =%2 — =3
x) 72 74 71
CIZ':Q = Ty — (?.Tl + ?ZEQ + ?.2133) = —?331 + Z$2 — -3
T3 2(2 n 3 n 1 ) 4 n
T3 7261 71’2 7.CE3 7561 71’2 7333
Ou encore :
, (5 3 1 2 n 4 1 4 6 n 5 )
vV = (w1 — ZTo — X3, — =T + -y — —X3, —=T1 — —Tg + =T3) .
ST T2 T T, Tl pl — pls, Tl ol o
et

v = (gxl + §$2 + 11‘3 2:131 + §$2 + 1:163 %xl + sz + Sx3) -
7 7 T 7 T 7 7
5) Comme G est de dimension 2, pour montrer que les deux vecteurs v; et v3 de G forment
une base de G, il suffit de montrer que la famille (vy,v3) est libre. Soit a et b réels tels que

avy + bug = 0. Nous obtenons :
a(l,—1,1)+b(4,-3,1) = (0,0,0) et (a+4b,—a —3b,a+0b)=(0,0,0) .

Ainsi, le couple (a,b) est solution du systeme d’équation linéaire :

a + 4b = 0
—a — 3b =0
a + b = 0.

En ajoutant les deux derniéres équations, nous obtenons —3b = 0, donc b = 0. En remplagant
b par zéro dans la premiére équation, nous obtenons a = 0. Ainsi, (a,b) = (0,0) et nous avons
montré la liberté de la famille (vq,vs).

Comme R?® = G @ D’ une base de R? s’obtient en prenant la réunion d’une base G et d’un base
de D'. Or, (1,1, 2) est une base de D et nous venons de montrer que (v, v3) est une base de G.
Ainsi (vy,vs, (1,1,2)) est une base de R?. Donnons une autre preuve. Considérons la matrice :

1 4 1
MBC&I)(U17U3)(171,2)) = -1 _3 1 ,
1 1 2



dont les colonnes sont formées des corrdonnées des vecteurs vy, vs, (1,1,2) dans la base Beay -
Le déterminant de cette matrice est 7. Cette matrice est donc inversible. Cela suffit & montrer
que la famille (vq,vs, (1, 1,2)) formée de trois vecteurs de R? est une base de R3. Cette matrice
que nous noterons désormais P est appelée la matrice de passage de la base B, a la base
(v1,v3,(1,1,2)). Son utilité provient du fait que si u = (x1, 22, z3) et si (X7, Xo, X3) sont les
coordonnées de u dans la base (v, vs, (1,1,2)), nous avons les égalités matricielles :

T Xl 1 4 1 Xl Xl T1
T2 =P X2 = -1 -3 1 X2 et X2 = P_l )
T3 X3 1 1 2 X3 X3 T3

Il n’était pas demandé de calculer P~!, je vous laisse le soin de vérifier :

1 -7 =7 7
Pt = =3 1 2
2 3 1

Nous obtenons :

X1 1 —7371 — 7332 + 7.133

X2 = - 3ZE1 + Ty — 21‘3

X3 25(]1 —+ 31’2 + T3
Ces égalités se traduisent par :

1 2 2

(%) x1€1+x0eatu363 = (—$1—ZB2+$3)U1+(?SB;L—F?SBQ—?[173)1)34-(?1‘14-?1‘24-?1‘3)(€1+62—|—263) )

Cette égalité permet de retrouver la décomposition d'un vecteur de R?® comme somme d'un
vecteur de G et d’un vecteuir de D’. En effet, soit v = (xy, 9, 73) € R?. Posons :

3 1 2 2 3 1
v = (=11 — 2o + x3)01 + (5931 + ?xg — ?1'3)1)3 et V' = (?:)31 + ?1'2 + ?:1:3)(1, 1,2) .

Suivant * nous avons u = u’ + u” et d’autre part v’ € F puisque u; € F et uy € F et v’ € D
par définition de D.

Nous constatons alors que

3 1 2 3 1 2
V' = (—r1—Totrs) (STt 5T — 5 13)vs = (—w—2at+as) (1, =1, D+ (a1 +sza— 5 23) (4, =3, 1)
7 7 7 7 7 7
5 3 1 2 4 1 4
= (*.171 — =T9 — =T3, — =T + —To — =x3, —-T1 — T -+ *123) .

7 7 7 7 7 7 7 7 7

et
" 2 3 1 2 3 1 4 6 2
V' = (z21+ S22+ s, s + ST + Sx3, ST+ ST + ST3)

7 7 7T 7 7T 7 7
Nous retrouvons ainsi le résultat de la question 4.



6) Si Vect(us,...u,) a pour base (uq,...u,), la famille (uq,...u,) est une base et donc une
famille libre. Inversement, supposons la famille (uy,...u,) est libre. Comme les u; sont dans
Vect(uy,...up,), la famille (uy,...u,) est une famille libre de vecteurs de Vect(uy,...u,). Or,
par définition cette famille engendrr Vect(uy,...u,). C'est donc une base de Vect(uy, ... up).
Si Vect(uy,...up,) a pour base (uy,...up), Vect(us,...u,) a une base formée de p éléments et
dim Vect(uy, ... u,) = p.

La famille (uy, ... u,) est une famille génératrice de Vect(uy, ... u,). Sidim Vect(uy,...u,) = p,
ce sera une base de Vect(uy, ... u,) puisque toute famille génératrice formée de p vecteurs d'un
espace de dimension p en est une base.



