Exercices Corrigés
Systemes déquations linéaires

Exercice 1 - K = R. On considére ’équation linéaire : 2x, + 9 — x3 — 424 = 5.

1) Qu’est ce qu'une solution de cette équation ?

2) Donner toutes les solutions de cette équation comme somme d’une solution particuliere et
des combinaisons lindaires de 3 éléments de R* que 1'on précisera.

Exercice 2 - K = R. On considere le systeme d’équations linéaires :

T + x9 — X3 — T4 =1 (El)
(E) T + 21’2 — 2233 — 21‘4 =0 (Eg)
21’1 + I + x3 + Iy = 2 (Eg)

1) Quel est ordre des variables du systeme linéaire £ 7

2) Quel est l'ordre des équations Fy, Fy, E3 7

3) Donner un systeme triangulé E” ayant les mémes solutions que E.
4) Préciser les variables libres de E” 7

Exercice 3 — On considere le systeme d’équations linéaires :

—X3 + X9 + =1 (E1>
(E) —2(133 + 21’2 + = 0 (E
T3 + xa + 2m = 2 (Ey)

1) Quel est 'ordre des variables du systeme linéaire F ?

2) Quel est 'ordre des équations Ey, Fy, F3 7

3) Donner un systeéme triangulé £’ ayant les mémes solutions que E.

4) Quelles sont les variables libres de E' 7 Quelles sont les solutions de E’ 7

Exercice 4 - K = R. On considere le systeme d’équations linéaires :

T, + x93 — x3 — x4 = 1

(E> r, + 2£C2 — 21’3 — 2.1'4 =0

1) Donner un systéme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E.
2) Quelles sont les variables libres de E 7 Résoudre alors E'.

Exercice 5 — On considere le systeme d’équations linéaires :

T + 22 + 3 + X4 = 3 (E1>
(E) 2371 — X2 + 2%3 - 31’4 =0 (EQ)
4[L’1 - 51‘2 + 41’3 — ]_15(]4 = —6 (Eg) .

1) Donner en utilisant avec précision 1’algorithme de triangulation du cours un systéme triangulé
ayant les meémes solutions que E. Quelles sont les variables libres du systeme triangulé obtenu 7
2 ) Déterminer les solutions dans R* de F a I'aide de ces variables libres. On exprimera ces
solutions sous forme de la somme d’un élément de R* et de I’ensemble des combinaisons de
deux éléments de R* que 1'on précisera.

3) Quelles sont alors les solutions du systéme sans second membre associé a E ?



Exercice 6 - On considere le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :

rT — To + r3 — Ty = 2 (El)
(E) 2.1'1 — 21’2 + 31’3 — 4.1'4 = 3 (Ez)
Ty — To + Ty = 3 <E3>

1) Quel est l'ordre des variables de ce systéme. Donner en utilisant avec précision 'algorithme
de triangulation du cours un systeme triangulé ayant les mémes solutions que E. Quelles sont
les variables libres du systeme triangulé obtenu ?

2 ) Déterminer les solutions dans R* de E & l'aide de ces variables libres. On exprimera
ces solutions sous forme de la somme d’un élément de R* et de I’ensemble des combinaisons
d’éléments de R* que 'on précisera.

3) Mémes questions avec le systeme d’équations linéaires :

rr — To + Trs — Ty = 2 (Sl)
(H) 21‘1 — 21’2 + 33173 - 41‘4 3 (SQ)
1 —+ To + Ty = 3 (83)

Exercice 7 -
On considere le systeme de 3 équations a 4 inconnues :

1 + xe — x3 — x4 = 1 (EY)

(B) 1 + xe + x3 — 2x4 = 3 (FE9)
ZZL’l — Ty + 2.7)3 - Ty = 2 (Eg)

31’1 + 3ZL‘3 — 3%4 = 5 (E4)

1) Quel est l'ordre des variables x1, s, z3, x4 de ce systéme. Trianguler ce systéme d’équations
a ’aide de 'algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme 7
2) Résoudre le systeme E. Vérifier les calculs.

Exercice 8 - K = R. On considere le systeme d’équations linéaires :

T + X9 — X3 + 4 = 1 (El)
(E) 25(]1 + 41172 + 41‘3 — 45(]4 = 0 (EQ)
31’1 + 21‘2 + 2{23'3 - 21’4 = 4 (Eg)

1) Quel est ordre des variables du systeme E 7 Quel est l'ordre des équations Ey, Fy, E5 7
2) Donner un systeme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les variables
libres de ce systeme triangulé ?

Exercice 9 — On considere le systeme d’équations linéaires :

Ty + X2 —T3 + X4 =1 (El)
(E) Ty + 2!132 + 31’3 - 41’4 =0 (EQ)
Ty + 2.172 — 31‘3 + X4 = 2 (Eg)

1) Donner un systéme triangulé E’ ayant les mémes solutions que E. Quelles sont les variables
libres de ce systeme triangulé ?

2) Résoudre ce systeme en exprimant ses solutions a 'aide des variables libres du systéme
triangulé ?



Exercice 10 - On considere le systeme de 4 équations a 4 inconnues a coefficients rationnels :

ry + 2.732 — T3 + 2LL’4 = 1 (El)

(E) 21‘1 — To + T3 + 3ZL'4 = 1 (EQ)
31‘1 + ) + 51‘4 = 2 (Eg)

ry — 3.%’2 + 2%3 + Ty = 0 (E4)

1) Quel est l'ordre des variables x1, x9, 23, x4 de ce systéme. Trianguler ce systéme d’équations
a ’aide de 'algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme 7

2) Trouver les quadruplets de nombres rationnels solutions du systeme (F).

3) Vérifier les calculs en testant une solution particuliere.

4) Résoudre le systeme :

r, + 21’2 — T3 + 2ZE4 = 0 (Ei)

(E ) 2ZE1 — To + r3 + 3ZL‘4 0 (Eé)
4 3r1 4+ 1 + by 0 (EY)
Ty — 319 + 223 + x4 = 0 (E})

Correction de 1’exercice 77 :
1) Une solution de I’équation 2x; + x9 — x3 — 4y = 5 est un quadruplet de réels (s, s2, $3, 54)
tels que 2s; + s9 — s3 — 4s4 = 5.

2) Le quadruplet de réels (x1, z9, 23, x4) est une solution de notre équation si et seulement si :

X T X x

Ainsi , 'ensemble S des solutions est :

1 1 5
S = {(—5132 + %3 + 224 + §,x2,x3,x4) tels que o, 3,14 € R}
5 1 1
= {(5,0,0,0) + 1:2(—5, 1,0,0) + 3:3(5,0, 1,0) + 24(2,0,0,1)) tels que 9, 73,74 € R}

5
Ainsi, les solutions de notre équation sont les sommes du quadruplet de réels (5, 0,0,0) avec

1 1
toutes les combinaisons linéaires des trois éléments de R* : (—5, 1,0,0), (5, 0,1,0) et (2,0,0,1).

Correction de ’exercice 77 :

1) Le systeme E a quatre variables. L’ordre des variables du systeme E est l'ordre naturel :
est la premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme.

2) Les coefficients dans Fy, Fs et F5 de x; sont non nuls. Les trois équations F;, F et E3 sont
donc d’ordre 1.

3) Le systeme E est donc ordonné. Démarrons l'algorithme de triangulation.



Etape 1 : Utilisons (F;) pour faire monter I'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant
a mémes solutions que £ :

r1 + X9 — X3 — X4 = 1 (El)
(El) o — T3 — X4 = -1 (Eé = E2 — El)
— xo + 3x3 + 3y = 0 (F}=EFE;—2F)

Les équations Ey, EY, B4 sont respectivement d’ordre 1,2,2. Ce syteme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 1’ordre de la troisieme. Le systeme
suivant a mémes solutions que F :

ry + X9 — T3 — X4 = 1 (El)
(E//) Ty — w3 — my = —1 (Eé)
203 + 2x4 = —1 (B =FE,+E)

Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1,2, 3. Ce systeme est trian-
gulé. L’algorithme de triangulation aboutit ici en deux étapes.

4) Les variables de téte du systéme triangulé précédent E” sont x; pour la premiere équation,
To pour la deuxieme équation et x3 pour la troisieme équation. Ainsi, x4 est la seule variable
libre de ce systeme triangulé.

Correction de ’exercice 77 :

1) Le systéme E a trois variables. La variable z3, écrite le plus a gauche, est la premiere vari-
able, puis xy qui est donc la deuxieme variable et enfin x; la troisieme.

2) Les coefficients dans Fy, Fy et F3 de x3 sont non nuls. Les trois équations E;, Fy et E3 sont
donc d’ordre 1.

3) Le systeme E est donc ordonné. Démarrons 1'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons (E)) pour faire monter I'ordre des équations suivantes. Le systeéme suivant
a memes solutions que le systeme :

—XI3 + i) + 1 =1 (El)
233'2 + 3£C1 = 3 (Eg + El)

Les équations FE, Fy — 2F,, F5 + E; sont respectivement d’ordre 1,3,2. Ce systeme n’est pas
ordonné. Permutons les deux dernieres équations, on obtient le systéme triangulé E’ ayant les
mémes solutions que F:

—T3 + X2 + = 1 (El)
(E/> 2332 + 31[1 = 3 (Eg + El)
—TrT = —2 (E2 — 2E1)

4



L’algorithme de triangulation est donc terminé en une étape.

4 ) Le systéme triangule E’ n’a pas de variable libre. En effet les trois variables de ce systéme
sont respectivement les variables de téte des équations de E’. En remontant les équations de
E’, on obtient que le systeme E a pour unique solution :

1 3
(53732751) = (—57 —572)
Correction de 1’exercice 77 :
1) Notons E le systeme :
(E) r1 + X9 — XT3 — X4 =1 (El)
r1 + 2.2132 — 21’3 — 2.%4 =0 (Eg)

Les variables de ce systéme sont x1, s, r3, 4 ordonnées naturellement (x; est la premiere vari-
able, ...). Les équations F; et Fy du systeme E sont d’ordre 1. Notre systéme est donc ordonné.
Le systeme suivant a les mémes solutions que (E) :

(E,) ry + X9 — r3 — X4 = 1 (El)
Tog — T3 — Ty4 = —1 (EQ—E1>

L’équation F, est d’ordre 1 de variable de téte xq, I’équation Ey — E; est d’ordre 2 de variable
de téte xo. Ainsi, le systeme E’ est triangulé. Ses variables libres sont x3 et 4.

2) Pour résoudre E’, donc E, il suffit de remonter les équations de E’. La derniere équation de
E’ donne l'expression de o a l'aide des variables libres x3 et x4 :

To = T3+ T4 — 1
Remplagons x5 par sa valeur dans les équations précédentes, on obtient :
ZL‘1+JZ3+ZL‘4—1—I’3—ZE4:1 s

soit :

T — 1=1
On obtient donc l'expression de x; a l'aide des variables libres z3 et x4 : x; = 2. Ainsi,
I’ensemble S des solutions est

S={(2,x3+ x4 — 1,23,24) telsque w324 € R} |,

S ={(2,-1,0,0) + z3(0,1,1,0) + 24(0,1,0,1) tels que x3,z4 € R}

Pour vérifier, on constate bien que (2,—1,0,0) est une solution de E et que (0,1,1,0) et
(0,1,0,1) sont solutions du systeme sans second membre associé a F :

rT1 + 19 — x3 — x4 = 0

(EO) xr + 2:12'2 — 2.1'3 — 2.774 =0



Correction de ’exercice 77 :

1) L’ordre des variables w1, xq, x3, 24 est I'ordre naturel. Les trois équations de E sont d’ordre
1. Le systeme est donc ordonné. Démarrons l'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant
a mémes solutions que £ :

T1 + X2 + Tz + 24 =3 (Er)
(E/) - 3£L'2 - 51’4 = —6 (Eé = E2 — 2E1)
— 9y — 152y = —18 (E,=E;—4E))

Les équations Ey, By, EY sont respectivement d’ordre 1,2, 2. Ce systeme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 1’ordre de la troisieme. Le systeme
suivant a les mémes solutions que E :

Ty + 12 + x3 + 14 = 3 (Eh)
- 3!13'2 — 5ZE4 = —6 (Eé = E2 — 2E1)
0 = 0 (B4 — 3EY)

"Nettoyons” le systeme obtenu en enlevant 1’équation 0 = 0. On obtient un systeme ayant les
mémes solutions que F :

(E,,) T + T + T3 + Ty = 3 (El)
— 3I2 — 5I4 = —6 (EéZEQ_QEl)

Les équations de ce systeme sont d’ordre respectivement 1,2. Ce systeme est triangulé. Le
premier algorithme est terminé.

2) Résoudre E revient donc a résoudre le systeme triangulé E”. La variable de téte de (E;) est
x1, la variable de téte de (E%) est x5, les variables libres de E” sont donc 3 et x4. Résolvons
ce systeme triangulé en suivant la méthode du cours. La derniere équation donne :

)

$2:2—*$4

3

Remplagons cette valeur de x5 dans I'équation précédente, on obtient :
xr, + r3 — §$4 =1

Nous obtenons : 5
1 =1—2x3+ §x4

Nous avons ainsi exprimé x; et x5 a ’aide des variables libres. Ainsi, ’ensemble S des solutions

de E est : N .
S={(1—-xz3+ 5334,2 — §x4,x3,x4) tels que x3,74 € R}



2 5
Soit : S ={(1,2,0,0) + x3(—1,0,1,0) + :174(§, —5,0, 1) telsque 3,24 € R}
Nous avons, comme demandé, exprimé ’ensemble des solutions de E sous la forme de la

somme d’une solution particuliere (1,2,0,0) et des combinaisons des vecteurs (—1,0,1,0) et

2 5
=,—>,0,1) de R%.
(37 37 Y ) €

3) Nous savons que I'ensemble :

- 2 5
S ={x3(—1,0,1,0) + 24(=,—=,0,1) telsque =x3,24 € R}

373
est I’ensemble des solutions du systéeme sans second membre :
~ rT1 + X2 4+ x3 + T4 = 0
(E) 201 — 219 + 223 — 34 = 0

4ry — dxy + 4x3 — 1llzy = 0
On peut vérifier que l'on ne s’est pas trompé dans les calculs en constatant que (1,2,0,0)

5
——,0,1) sont solutions des trois

est solution des 3 équations de E et que (—1,0,1,0) et (g, 3

équations de F.
Correction de ’exercice 77 :

1) La premiere variable est 1, la deuxieme x5, la troisieme x5 et la quatrieme z4. le systeme
E est ordonné car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons donc la
premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre des suivantes :

ry — X9 + Xz — Ty = 2 (El)
(E/) r3 — 2%4 = -1 (Eé = E2 — 2E1)
— x3 -+ 2I4 = 1 (Eé = E3 — E1>

Ce systeme est ordonné.

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxieme équation du systeme E’ pour faire monter l'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stope ou on ordonne. Utilisons la deuxieme
équation du systeme E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :

Ty — X9 + T3 — Ty = 2 (E1>
+ x3 — 21’4 = -1 (Eé = EQ — 2E1)
+ 0 = 0 (B — EY)

On peut supprimer la derniere équation 0 = 0. On obtient donc le systeme triangulé E” qui a
méme solution que le systeme de départ :

ry — X9 + T3 — Ty = 2 (El)

"



Les variables de téte des équations de ce systeme triangulé sont x; et x3. Les variables libres
sont donc xy et x4.

2) Pour résoudre un systeme triangulé, on part de la derniére équation et on remonte. La
derniere équation donne :
T3 = -1+ 21’4

La premiere équation donne alors :

T1=To— T3+ T4 +2=290+1—-2044+x4+2=29—24+3.
Soit S I'ensemble des solutions de E, on obtient :

S ={(xg — x4 +3,x9, -1+ 2x4,24) telsque xz9,24 € R}

S ={(3,0,-1,0) + 22(1,1,0,0) + 24(—1,0,2,1) tels que 9,24 € R}

Vérification Le lecteur vérifiera que (—1,0,2,1) est bien solution de

T — Tro + r3 — Ty = 2 (E1>
(E) 2l‘1 — 21‘2 + 31‘3 — 41‘4 = 3 (Ez)
Ty — X2 + xy = 3 (E3)

et que (1,1,0,0) et (—1,0,2,1) sont solutions du systeme dit homogene associé a E :

rK — To + T3 — Ty = 0
2131 — 2ZL’2 + 31’3 - 41’4 = 0
1 — T2 —+ Ty = 0

3) La premiere variable est x;, la deuxieme x, la troisieme x3 et la quatrieme 4. le systéme
H est ordonnée car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme H pour faire monter 'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons la premiere
équation du systeme H pour faire monter ’ordre des suivantes :

rT — To + X3 — Ty = 2 (Sl)
r3 — 2£C4 = -1 (SQ — 251)
2$2 — T3 -+ 2.734 = 1 (S3 - Sl>

Ordonnons, on obtient :

rT — To + X3 — Ty = 2 (Sl)
(H/) 2(172 — T3 -+ 25(74 = 1 (Sg — Sl)
Trs — 21‘4 = -1 (SQ - 231)

Comme ce systeme est triangulé 'algorithme est terminé en une étape. Il admet pour seule
variable libre : x4. Résolvons H donc H’. Partons de la derniére équation et remontons :



T3 =—1+4 224

La deuxieme équation donne alors :
200 =23 — 2204+ 1=—-142x4 — 22, +1=0.
On obtient x5 = 0. La premiere équation donne alors :
Ty =Tog— X3+ x4a+2=1—-2x4+24+2=3—24
Soit ¥ ’ensemble des solutions de S, on obtient :
Y ={(B—24,0,—1+42x4,24) telsque z4€R} |

Y ={(3,0,—1,0) + 24(—1,0,2,1) tels que x4 € R}

Vérification : Le lecteur vérifiera que (—1,0,2, 1) est bien solution de H et que (1,1,0,0) et
(—1,0,2,1) sont solutions du systéme dit homogene associé a H :

rT — T9 + r3 — Ty = 0
207 — 2x9 + 3x3 — 4dxy = 0
Ty + ) + Ty = 0

Correction de ’exercice 77 :

1) La premiere variable est 1, la deuxiéme x5, la troisieme 3 et la quatrieme z4. le systeme
E est ordonné car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons donc la
premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre des suivantes :

r + To — r3 — X4 = 1 (El)
21’3 — Iy = 2 (EQ — El)
— 333'2 + 41’3 + 14 = 0 (Eg — 2E1)
- 3$2 + 6.733 = 2 (E4 - 3E1)
Ordonnons ce systeme :
r, + To — T3 — T4 = 1 (El)
(E/> — 3x2 + O6x3 = 2 (E4 - 3E1)
— 319 + 4dz3 + 34 = 0 (B3 — 2F))
203 — T4 = 2 (Ey — Ey)

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxieme équation du systeme E’ pour faire monter I'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons la deuxieme
équation du systeme E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :



Ty + Ty — T3 — T4 = 1 (El)
(E,,) 3512'2 + 6£C3 = 2 (E4 — 3E1)
— 2.1'3 + x4 = —2 (E3 — 2E1 - <E4 - ?)El))
2y — T4 = 2 (Ey — En)

Ce systeme est ordonné.

Etape 3 Elle consiste a utiliser la troisieme équation du systéme E” pour faire monter 'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons la troisieme
équation du systeme E” pour faire monter 'ordre des suivantes :

ry + To — ry — X4 = 1 (El)
- 31’2 + 6[12'3 = 2 (E4 — 3E1)
— 25173 + x4 = —2 (Eg — 2E1 — (E4 — 3E1))
0 = 0

Supprimons ’équation 0 = 0, on obtient le systeme triangulé :

T + T2 — r3 — X4 = 1 (El)
(Em) — 3.’E2 + 61}3 = 2 (E4 — 3E1)
— 2373 + x4 = —2 (E3 — 2E1 — <E4 — 3E1))

L’algorithme est terminé.

Les variables de téte des 3 équations de E™ sont respectivement 1, x5 et x3. Ce systeme (xE")
admet donc x4 comme seule variable libre.

2) En remontant les équations de ce systeme triangulé, nous obtenons :

1
$3:1+§QJ4 s $2:§+$4 et 1’1:§+§LE4.
Soit S ’ensemble des solutions de E, on obtient :
2 1 4 1
S = {(g + §$4, 3 + 24,1 + §x4,x4) tels que z4 € R} |
2 4 1 1
S = {(57 3 1,0) +364(§, 1, 3 1) telsque =€ R}

2 1 1
Vérification Le lecteur vérifiera que (g, 3 1,0) est bien solution de E et que (5, 1, 3 1) est

solution du systeme dit homogene associé a (E) :

Ty + x93 — 13 — x4 = 0
1 + X9 + I3 — 2$4 =0
200 — X9 + 223 — x4 = 0
31’1 + 3333 — 31’4 =0



Correction de ’exercice 77 :

1) Le systéme * a quatre variables. L’ordre des variables du systeme # est 'ordre naturel :
est la premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme.

Les coefficients dans E;, E5 et E5 de x; sont non nuls. Les trois équations E;, Es et E3 sont
donc d’ordre 1.

2) Le systeme E est donc ordonné. Démarrons l'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter 'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant
a memes solutions que E :

T + X9 — T3 + x4 =1 (E1>
(E/) 21‘2 + 65(73 - 6%4 = =2 (Eé = E2 — 2E1)
— X9 + 51’3 - 5I4 =1 (Eé = E3 - 3E1)

Les équations E, EY, B4 sont respectivement d’ordre 1,2,2. Ce syteme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 1’ordre de la troisieme. Le systeme
suivant a mémes solutions que E’ :

Ty + x — x3 + w14 =1 (Ev)
(E") 2ry + 63 — 61y = -2 (FY)
8rs — 8xy = 0 (EY = E5+ (1/2)EY)

Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1,2, 3. Ce systeme est trian-
gulé. L’algorithme de triangulation aboutit ici en deux étapes.

Correction de ’exercice 77 :

Le systeme E a quatre variables. L’ordre des variables du systeme FE est I'ordre naturel : x;
est la premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme.

Les coefficients dans E7, Es et FE3 de x; sont non nuls. Les trois équations F;, Fy et E3 sont
donc d’ordre 1. Le systeme E est donc ordonné. Démarrons I'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter I'ordre des équations suivantes. Le systeme suivant
a les mémes solutions que E’ :

Ty + xy — w3 + x4 = 1 (Eq)
(E/) Ty + 4ZE3 - 51’4 = -1 (Eé = EQ - El)
o — 223 + Oy = 1 (B = B3 — Ey)

Les équations Ey, EY, EY sont respectivement d’ordre 1,2,2. Ce systeme est ordonné.

11



Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 1’ordre de la troisieme. Le systeme
suivant a mémes solutions que E’ :

r1 + Ty — I3 + x4 = 1 (El)
(E”> To -+ 41’3 - 51’4 = -1 (Eé)
— 6x3 + bxy = 2 (BY=FE;—FE)
Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1,2,3. Ce systéme est trian-
gulé. L’algorithme de triangulation aboutit ici en deux étapes.

Les variables de tétes de ce dernier systeme triangulé sont x1, xo et x3. Ce systeme triangulé
admet donc x4 comme seule variable libre.

2) Résolvons le systeme triangulé. La derniére ‘équation donne :

1 5
$3——§+6$4
Il vient :
4 10 1 5
x2:—1—4x3+5x4:—1+§—§x4+5x4:§+§$4
11 vient enfin :
1 5 1 5 1 11
xl:1—:172+x3—x4:1—§—§x4—§+6x4—x4:§—gx4

Soit S 'ensemble des solutions de E”, on obtient :

1 11 1 5 1 5
S = {(g O + 303 + 6x4,x4) tels que z4 € R} |

11 1 11 5 5
S = {(ga 3 —570) +$4(—€, 36 1) telsque x4 € R}
Vérification : on constate bien que (%, %, —%, 0) est solution du systeme E” et que (—%, %, %, 1)

est solution du systeme "homogene associé :

1 + X2 — I3 + x4 =0
(Ehom) 1 + 229 + 3x3 — 44y = 0
r1 + 229 — 323 + x4 = 0

Correction de ’exercice 77 :

1) La premiere variable est 1, la deuxieme x5, la troisieme z3 et la quatrieme z4. le systeme
E est ordonné car les trois équations du systeme sont d’ordre 1.

Etape 1 Elle consiste a utiliser la premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons donc la
premiere équation du systeme E pour faire monter 'ordre des suivantes :

r, + 21’2 — T3 + 21‘4 = 1 (El)
(E) — bry 4+ 3x3 — xy = -1 (EY = By — 2E))
— 519 + 313 — x4 = —1 (B = B3 — 3E)
— bxy + 33 — x4 = —1 (B} = Ey — Ey)
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Ce systeme est ordonné.

Etape 2 Elle consiste a utiliser la deuxieme équation du systeme E’ pour faire monter ['ordre
des suivantes; puis, si besoin est : on simplifie , on stoppe ou on ordonne. Utilisons la deuxieme
équation du systeme E’ pour faire monter 'ordre des suivantes :

1 + 229 — x3 + 224 = 1 (Eq)
- 5%2 + 31’3 - Ty = —1 (Eé:EQ_QEl)
+ 0= 0 (B,-E)
+ 0 = 0 (E) — EY)

On peut supprimer les deux dernieres équations 0 = 0. On obtient donc le systeme triangulé
E” qui a méme solution que le systeme de départ :

r, + 21’2 — T3 + 21‘4 = 1 (El)

!
2 — b9 + 313 — x4 = —1 (B = Ey — 2F)

Les variables de téte des équations de ce systeme triangulé sont x; et x5. Les variables libres
sont donc x3 et xy.

2) Nous cherchons des solutions rationnelles de ce systeme a coefficients rationnels. Nous tra-
vaillons donc sur K = Q le corps des nombres rationnels. Pour résoudre un systeme triangulé,
on part de la derniere équation et on remonte. La derniere équation donne :

1 3 1
T TR T E ™
La premiere équation donne alors :
3 1 8
xl:—2x2+x3—2x4+1:5—5x3—5x4

Soit S ’ensemble des solutions de E, on obtient :

3 1 8 1 3 1
S = {(5 — 5x3 — 5374, & + 513 — 5x4,13,x4) tels que z3,74 € Q}

31

13 & 1
S = {(57 57070) +ZL‘3(—5, 57 170) +ZE4(—§, _5707 ]-) tels que  To, T4 S Q}

Remarque : On cherche comme quadruplets de solutions des quadruplets de rationnels. Les

coefficients du systeme sont bien rationnels et on considere le systeme comme un systeme a
coefficients rationnels. Il reste a appliquer le cours pour trouver les solutions.

31
3) On vérifie que (=, -, 0,0) est solution des quatre équations de (F).

55
4) Le systeme (Ej) est le systeme homogene associé a (E). D’apres le cours, ses solutions sont

donc
13 8§ 1
{(x3(_57 57 17 O) + 1'4(—5, _37 07 1) tels que  To,T4 € Q}
Le lecteur pourra vérifier en reprenant les calculs analogues a ceux des questions 1 et 2.
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