Exercices Corrigés
Premieres notions sur les espaces vectoriels

Exercice 1 — On considére le sous-espace vectoriel F' de R* formé des solutions du systeme
suivant :
(*){ r1— o —x3+2xy = 0 (Ey)
LE1+2$2+$3+ZE4 =0 (E2>

1) En résolvant ce systéme suivant I’algorithme du cours, donner une base de F. Quelle est la
dimension de F' 7
2) Soit u = (—4,—-1,3,3) et v = (=3, —-3,6,3). Montrer que u et v appartiennent a F. Quelles
sont les coordonnées de u et v dans la base déterminée a la question 1. En déduire que (u,v)
est une base de F'.

Exercice 2 — Soit B = (ey, €3, €3) une base d'un R-espace vectoriel E.

1) Montrer en utilisant la définition que B’ = (e; + es + e3,€e3 + e3,€3) est une base de E.
Pourquoi aurait-il été suffisant de montrer que la famille (e; + es + e3, €3 + €3, e3) était libre ou
génératrice 7

2) Quelle est la matrice P de passage de la base B a la base B’ ? Calculer P~L.

En déduire les coordonnées dans la base B’ d'un vecteur de coordonnées (xi, s, x3) dans la
base B. En déduire les coordonnées de e;, ey et e; dans la base B’ ?

Exercice 3 — On considére le sous-espace vectoriel F' de R* formé des solutions du systeéme

suivant :
T+ 209+ 23 +14 =

0
()8 1 —xg—2x3+224 = 0 (E2)
21’1 + X9 + 31’4 =0 E

Déterminer une base de F.

Exercice 4 — Soit £ un R espace vectoriel de base (e1, e3). On pose u; = e1+es et us = e;—es.
1) Montrer par deux méthodes que la famille (uq, u) est une base.

2) Exprimer par deux métodes e;, puis es comme une combinaison linéaire de u, us.

3) Si un vecteur u de E a pour coordonnées (A, B) dans la base (u1,uz), quelles sont les coor-
données (a, b) de u dans la base (ej, es) et inversement ?

Exercice 5 — On considére le sous-espace vectoriel Fy de R* formé des solutions du systéme

suivant :
(*) T+ 2562 +x3+ x4 = 0 (El)
To — T3+ 2(134 = 0 (Eg)

et le sous-espace vectoriel I, de R* formé des solutions du systéme suivant :

(**) ZL’1—|—2$2+JI3+ZL’4 = 0 (Ei)
e = 0 (B

Préciser Iy, F, et F}y N F, et une base de ces trois sous-espaces vectoriels de R*.



Exercice 6 — (extrait partiel novembre 2011) On considére le systeme d’équations linéaires a
coeflicients réels :

r1 + 433’2 — 3.234 = 0 (El)
(E) 20y + 4wy — w3 — 3wy = (Es)
3131 + 4562 — 2.1’3 — 31’4 = 0 (E3)

=}

On note P le sous-espace vectoriel de R* constitué des solutions de (E).

1) Préciser en utilisant ’algorithme de résolution une base B de P.

2) Vérifier que les vecteurs u = (1,—1,1,—1) et v = (0, 3,0, 4) appartiennent a P.

3) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et v dans la base B déterminée dans 1).
4) Montrer que (u,v) est une base de P.

On considere le systeme d’équations linéaires a coefficients réels :

® {0

On note F' le sous-espace vectoriel de R* constitué des solutions de (E).

5) Montrer que PN F = {0}.

6) Déterminer une base de F.

7) Soit x = (x1,79,73,74) € R montrer quil existe 2/ = (2,7}, 75, 2)) € P et 2" =
(xf, 2y, x4, x)) € F tel que x = 2’ + 2”. On déterminera 2’ et x”.

Correction de ’exercice 77 :

1) F est constitué des solutions d’un systeme homogene a coefficients réels de deux équations a
quatre inconnues. C’est donc un sous-espace vectoriel de R*. F est encore formé des solutions
du systeme homogene :

(*> 1‘1—1’2—1‘3+2$4 =0 (El)
3xg +2x3—x4 = 0 (FEy— E)

qui est un systeme triangulé de variables libres x3 et ;. On obtient :

21
To — 31’3 3.’13'4
On obtient alors : 1 .
$1=£E2+173—2ZL‘4:§JZ3—§ZE4
Il en résulte :
Fe{(hay— 200~ 20y + ) tel €R))
={(=z e —— —x4, T3, Tq) tels que z3 ., x
333473334,3,4 q 3, T4
1 2 51
F= {.Tg(g, ~3 1,0) —i—x4(—§, 5,0, 1) tels que z3 , z4 € R)}



Aini, F' est l'ensemble des combinaisons lineaires des vecteurs e; = ( 21,0) et ey =

1

35 3
(—2,%,0,1). La famille (e, e3) est donc une famille génératrice de F. Cest une famille li-
bre. En effet :

1 2 51 1 5 2 1
Z’g(g, _57 17 O) + .T4(—§, ga 07 1) = (§x3 - §$4, _§x3 + §x4,x3, I’4) =0

implique clairement x3 = x4 = 0. C’est donc une base de F. Cette base est formée de deux

éléments. Donc, dimg F' = 2.

Cela correspond au résultat du cours : l'algorithme de résolution d’un systeme d’équations
linéaires homogenes a coefficients dans un corps K de p équations a n inconnues fournit une
base du sous-espace vectoriel de K" constitué par ses solutions.

2) Pour montrer que u et v sont dans F', on vérifie qu'ils satisfont aux équations *. Pour wu,
cela donne par exemple :

—4—(=1)=3+42x3=-442(-1)+3+3=0

Ainsi, il existe x,y € R tels que :

2 51 1 5 2 1
L 0) + y(_ga 5707 1) = (71" - 7ta —5T + fy,:v,y)

1
—4,—1 =2(=
( ) 73’ 3) x( 3 3 3 3

3 ) _gv
On en déduit x = 3 et y = 3. Les coordonnées de u dans la base (e, e3) sont donc (3,3). De
méme, on montre que les coordonnées de v dans la base (eq, e2) sont dontc (6, 3).

Soit a,b € R tels que au + bv = 0. Il en résulte que les coordonnées de au + bv dans la base
(e1,e2) sont nulles. On obtient en écrivant ces coordonnées en colonne :

3 6 3a + 3b
a<3>+b<3>_<6a+3b>_0
Le couple (a,b) vérifie donc le systeme d’équations linéares homogenes :

3a+3b = 0
6a+3b = 0

en résolvant ce systeme, on obtient a = b = 0. Ainsi, (u,v) est une famille libre. Or, la dimen-
sion de F est 2, donc (u,v) est une base de F'.

Pour montrer que (u,v) est une base de F', on peut aussi considérer la matrice :

3 6
M(617€2)(u’v> - < 3 3 )

dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u et v dans la base (ej,eq) de F. Le
déterminant de cette matrice est non nul. Done, (u,v) est une base de F.

3



Correction de ’exercice 77 :
1) Montrons que la famille (e; + es + €3, €5 + €3, e3) est une famille libre de E. Soit a, b, ¢ trois
réels tels que :

a(el +es + 63) + b(€2 + 63) + ces = 0

On obtient :
ae; + (a+b)es + (a+b+cle3 =0

Comme B = (ey, €9, e3) est une base de F, c’est une famille libre. On en déduit :
a=a+b=a+b+c=0

Il en résulte : a =b=c=0. On a ainsi prouvé que la famille B’ = (e; + e3 + €3, €5 + €3, €3) est
libre.

Montrons que la famille B’ = (e; + e + e3, €2 + €3, €3) est génératrice. Soit u un vecteur de F.
Comme B = (e, e, e3) est une base de E, si (x1, x5, x3) sont les coordonnées de u dans la base
B :

U = T1€] + To€ + T3€3
Cherchons (X7, Xo, X3) trois réels, tels que :
u=x161 + Toes + x363 = X1(€1 + €3 + e3) + Xa(ea + e3) + Xses
Il vient :
zr1e1 + & — 2eg + w363 = Xjeg + (X1 + Xo)ea + (Xy + Xo + Xj3)es

I1 en résulte puisque B = (ey, ey, e3) est une base de F (unicité de 'expression d'un vecteur
dans une base) ;
X1 = I
(*) Xl + X2 = T2
X1 —+ XQ + X3 = I3

Ainsi, (X1, X5, X3) sont les solutions d’un systeme linéaire. Résolvons ce systeme. Il se trouve
qu’il est triangulé. On obtient :

(x) Xi=21 , Xo=2—-Xi=x—21 , Xzg=23—(X1+Xs)=03—29
On a donc :
u = x161 + Toey + x3e3 = x1(e1 + €2 + e3) + (xa — 1) (e2 + €3) + (x3 — x2)e3

Le vecteur u est donc bien combinaison linéaire des vecteurs de B’. La famille B’ est donc libre,
génératrice de E. C’est donc une base de F.

On notera que 1'on obtient par la formule x les coordonnées (X, Xo, X3) dans la base B’ d'un
vecteur dont on connait les coordonnées (1, g, x3) dans la base B :

X T
X2 = —X1 + X2
X3 —X9 + XT3



En fait, comme la dimension de F est trois, on aurait pu faire plus court pour montrer que B’
est une base en rappelant que dans un espace vectoriel de dimension 3 une famille libre de 3
vecteurs de E est une base de E/. Mais, a ce moment la, on perd la formule de changement de
coordonnées.

2)

1 00
P:MB(€1+€2+63,62+63763) = 110
1 11

Puisque P est une matrice de passage, elle est inversible. Le calcul de sont déterminant et de
sa comatrice donne :

0 -1 1

Les coordonnées (X1, Xo, X3) dans la base B’ d'un vecteur de coordonnées (x4, xq,x3) dans la
base B sont données par la formule :

X T 1 0 0 T T
XQ = P_l ) = —1 1 0 ) = —T1 + T2
X3 T3 0 -1 1 T3 —T2 + T3

On retrouve, l'expression donnée dans la premiere question.

On sait que P~! = Mp/(e1, ez, e3) n'est autre que la matrice de changement de base de la B’ &
la base B. Ainsi, si on pose €] =e; + €2+ €3, €, = ey +e3, et e =e3:

ep = €] —é,
eg = eh—el
es = €5

Correction de I’exercice 77 :

Pour la rédaction, voir la solution de la question 1 de 'exercice ?7. Apres calcul, le lecteur
constatera que les systémes d’équations linéaires homogenes des exercices 77 et 77 sont égaux.
Correction de ’exercice 77 :

1) Méthode 1 : Soit a et b deux réels tels que : auy + buy = 0. On en déduit :

a(e; +ey) +b(eg —ez) =0

On en déduit :
(a+b)ey + (a—b)ea =0

Comme (eq, e5) est une base de F, c’est une famille libre. La derniére égalité implique donc :

a+b = 0
a—b = 0



Résolvons ce systeme. On obtient : @ = b = 0. La famille (uy, us) est donc libre. Comme E est
de dimension 2, (u,us) est une base de F.
1) Méthode 2 : La matrice dont les colonnes sont les cordonnées de uy, uy dans la abse B =

(e1,e2) est :
1 1
MB(“I:“Q) - ( 1 —1 >

Son déterminant est —2. Elle est donc inversible et (uq,uz) est donc une base de E.

2) Méthode 1 : On a:
e1+e = wu
€1 — €2 = U2

Résolvons ce "systeme linéaire” d’équations entre vecteurs. En conservant la premiere équation
et enlevant la premiere équation a la seconde, on obtient le systeme :

e1+ey = up
—262 = U — U1

1
Il en résulte : ey = §(u1 — ug). Remplagons ey par sa valeur dans la premiere équation, on
obtient :

1 1
61:Ul—62:U1—§(U1—U2):§(U1+U2)
Ainsi :
e = %(Urf—uz)
es = (U —up)

2) Métode 2 : La matrice de passage de la base B = (ej, e2) a la base (u1,us) est :
1 1
P:MB(Ul,UQ) = ( 1 _1 )
Calculons son inverse a l'aide de son déterminant et de sa comatrice, on obtient :

1/ -1 -1
_1__7
P= 2(—1 1)

Mais P~ = My, u)B(u1, us). Autrement dit, les colonnes de P~! donnent les coordonnées de
e et ey dans la base (ug,us). On retrouve le résultat précédent.

3) (a,b) et (A, B) sont liés par les formules :

(5 (0) (53 6) - () -r(5)- (0 5) ()

Ainsi :
A pr—
B pr—

DN [N | =
D)
+
S=S=2
>
[l
NN
|+
o &

(=}



Solution de I’exercice 77 :
Le sous-espace vectoriel F est par définition constitué des solutions du systeme d’équations
linéaires homogenes :
(*){ r1+2x+x34+24 = 0
To — T3+ 21’4 =0 (Eg)

Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x3 et z4. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :
To9g = XT3 — 2[L’4

Puis :
I = —21’2 — X3 — Ty = —2(553 — 2.234) — X3 — Ty = —3113'3 + 3£U4
Il vient :
Fy = {(—3x3 + 3xy4, x3 — 224, 23, 74) tels que 23, 4 € R)}
Soit :

Fy ={z3(-3,1,1,0) + x4(3,—2,0,1) tels que z3 , =4, € R)}

L’algorithme de résolution d’un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de
I'espace vectoriel de ses solutions, la famille de deux vecteurs (—3,1,1,0),(3,—2,0,1) est une
base de Fj.

Le sous-espace vectoriel Fy est par définition constitué des solutions du systeme d’équations
linéaires homogenes :
T+ 20+ x3+x24 = 0
(+) gy = 0
4 =
Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x5 et x3. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :

Ty = 0
Puis :
I = —21’2 — I3
Il vient :
Fy = {(—2x9 — x3,29,23,0) tels que 5 , z3 € R)}
Soit :

Fy = {x9(—2,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) tels que z5 , 3 € R)}

L’algorithme de résolution d'un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de
'espace vectoriel de ses solutions, la famille de deux vecteurs (—2,1,0,0),(—1,0,1,0) est une

base de F5.

L’ensemble F} N F, est un sous-espace vectoriel de R* comme intersection de deux tels sous-
espaces vectoriels. Il est constitué des solutions du systéme d’équations linéaires homogenes :



Ty +2x+r3+axy = 0 (FE)

(%) xo—x3+2xy = 0 (Ey)

T+ 21’2 +x3t+x4 = 0 (Ei)

ze = 0 (Ep)

Soit :

x|+ 21’2 +x3+x4 = 0 (El)

(*) To — T3+ 2%4 =0 (Eg)

zg = 0 (E

Ce systeme est triangulé. Il possede uen seule variable libre : x3. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :

Ty = 0
Puis :

To = I3
Puis :

I = —2])2 — X3 — Ty = —3.733
Il vient :
Fi N Fy = {(—3x3,x3,3,0) tels que 3 € R)}

Soit :

FiNFy,={x3(-3,1,1,0) tels que z3 € R)}

L’algorithme de résolution d'un systéme d’équations linéaires homogenes donnant une base de
'espace vectoriel de ses solutions, la famille d'un vecteur (—3,1,1,0) est une base de F} N Fy.
Correction de I’exercice 77 :

Solution de 3
1 Les variables du systeme (E) sont naturellement ordonnées. Les trois équations de (FE) sont
d’ordre 1. Le systeme (FE) a méme solution que le systeme :

r1 + 41‘2 — 3!13'4 =0 (El)
— 41’2 — T3 + 3.774 =0 (Eé = E2 — 2E1>
— 8y — 2x3 + 6xy = 0 (B, =FE;—3E)

La premiere équation est d’ordre 1, les deux suivantes d’ordre 2. Le systeme (E) a méme
solution que le systeme :

1+ 4xo — 3z4 = 0 (E1)
— 41‘2 — x3 -+ 31‘4 = 0 (Eé = EQ — 2E1)
0 = 0 (E,—2E)

Ou encore, méme solution que le systeme triangulé :

(E/) 1 + 4x, — 3x4 = 0 (El)
— 41‘2 — x3 -+ 31’4 =0 (E§:E2—2E1>



Ce systeme admet pour variables libres : x3 et x4.

La deuxieme équation du systeme triangulé (E’) donne :

To = ——2X -z
2 43—1‘44

En remplacant dans la premiere équation, on obtient :
r1 = —4xo + 314 = T3

Il en résulte : ) 5
P = {(x3, —1333 + Z.%'4,5133, x4) tels que x5 , 4 € R}

1 3
P = {x3(1, 1 1,0) + x4(0, Z’O’ 1) tels que 23, x4 € R}

1 3
Les deux vecteurs (e; = (1, T 1,0),es = (0, 7 0, 1)) forment clairement une famille génératrice

de P. On vérifie facilement qu’ils forment une famille libre de R*. Ainsi, (e, e;) forment une
base de P. On pourra noter que la liberté de (eq, es) se déduit facilement de

1
0,1) = (a,~ga+ 3ha,b)

1 3
ael—I—beg:a(l,—z,l,O)—O—b(O 1

717

2) On laisse le soin au lecteur de vérifier que les deux quadruplets de réels (1,—1,1,—1) et
(0,3,0,4) vérifient chacun les deux équations du systéme (E’).

3) u appartient donc a P de base (eq, e2). Il existe donc deux réels a et b tels que :

1 3
u=(1,-1,1,—1) = aey + bes = (a, ik + Zb’ a,b)
On en déduit a =1 et b= —1. Ainsi (1,—1) sont les coordonnées de u dans la base (e, e2) de
P. On constate d’autre part que v = 4es, donc (0,4) sont les coordonnées de v dans la base

(61,62) de P.

4) La matrice dont les colonnes sont les cordonnées de u et v dans la base B = (e, e3) est :

My (uy,uz) = ( _11 2 )

Son déterminant est 4. Elle est donc inversible et (u,v) est donc une base de P.
5) PN F est formé des solutions du systeme :

T + 4(172 - 3[L‘4 = 0 (El)
— 4z — w3 + 3wy = 0 (E,=FE,—2F)
T3 = 0
Ty = 0



Résolvons ce systeme qui est d’ailleurs triangulé. On a : z4 = 3 = 0. On en déduit x5 = 0
et en reportant dans la premiere équation z; = 0. Ainsi, ce syteme admet (0,0,0,0) comme
unique solution. Cela montre que PN F = {0}.
6)

F ={(x1,22,0,0) tels que z; , 5 € R}

P ={x1(1,0,0,0) + 22(0,1,0,0) tels que z3 , =, € R}

I en résulte que (e3 = (1,0,0,0),e4 = (0,1,0,0)) est une famille génératrice de F. Comme
¢’est une famille libre, c’est une base de F.
7) Supposons que z’ et 2" existent. On a 2" = (27,27, 0,0) et il existe deux rées a et b tels que

1 3
1’ = ae; + bey = (a, —3¢ + Zb7 a,b)

On en déduit :
1

3
x = (11,19, 3, 74) = (a, 20t Zb’ a,b) + (2, 25,0,0)

Soit :

1 3
(71, T2, 3, 24) = (a + 27, 79 + Zb + 25, a,b)

Il en résulte a = x3, b = x4, puis :

" 1 3 1
Ty =To+ —-a——-b=x3+ -3 — —14

4 4 4 4

et
no__ _
Ty =T1 —a4=2T1 — X3

Inversement, on a bien :

1 3

(w1, 29, x5, 74) = (T3, — st 13747333,554) + (1 — 23,02 + 1%~ % 0,0)
R S . L3
insi, ' = x3e; = 1469 = (xg,—4353 + 43:4,:E3,:v4) et '’ = (r1 — x3, 20 + 153~ 4:54,0, 0)

convient.
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