Exercices Corrigés
Sous-espaces vectoriels

Exercice 1 -~ On considére le sous-espace vectoriel F; de R* formé des solutions du systeme
suivant :
<*){ $1+2I2+[L’3+I4 = 0 (El)
To — I3 + 2fL‘4 =0 (E2>

et le sous-espace vectoriel F, de R* formé des solutions du systéme suivant :

LL’1+2ZL’2+JI3+ZL’4 =0 (Ei)
1} no= 0 (B

Préciser Iy, I, et Fy N F, et une base de ces trois sous-espaces vectoriels de R?.

Exercice 2 — Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = {ej, s, €3} une base de
E. Notons : u; = e; — 269 + €3, us = 2e; — ey — e3, ug = €1 + e; — 2e3 et considérons
H = Vect(uy, us, ug).

1) Donner a l'aide d’un algorithme du cours une base de H. Quel est le rang de la famille
(uy, ug,ug) ?

2) Donner a 'aide d'un algorithme du cours des équations de H relativement a la base B.

3) Déterminer I’ensemble des réels a, b, ¢ tels que :

auy, + bUQ + cuz = 0

Exercice 3 — 1) On considére le sous-espace vectoriel ' de R* formé des solutions du systéme
sulvant :
(*){ T1+2Tog+2x3+2x4 = 0
x1+2x2—x3+2x4 =0

Donner une base de F. Quelle est sa dimension 7

2) Soit u; = (1,1,1,1),uy = (2,—-1,2,—1),u3 = (4,1,4,1) trois vecteurs de R*. Soit G =
Vect(uy, ug, u3). Donner une base de G constituée de vecteurs de R? échelonnées relativement
A la base canonique de R

3) Donner un systeme d’équations de G relativement a la base canonique de R*.

Exercice 4 — Soir £ un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (eq, ey, €3, €4) une base de
E.

Soit w3 = e + €3 — e3 + €4 et ug = e + 2e5 + ez + 4. On note F = Vect(uy, uz).

1) Montrer que la famille (u,ug) est libre. Pourquoi (ug,us) est alors une base de F.

2) Donner un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

On note G = Vect(ey, e3).

3) Préciser une base de G. Montrer que F NG = {0}.

4) Montrer que F'N G = {0}. En déduire £ = F & G.



Exercice 5 — Soir E un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (e, e, €3, €4) une base de
E.

Soit Uy = €1 +ey—e3+e64 Uy = €1+2€2+€3+64, Ug =€] —eg+e3—eyg et uy = 261+3€2+2€4.
On note F' = Vect(uq, ug, us, uy).

1) Donner une base de F' échelonnée par rapport a la base B. Quel est le rang de la famille
(Ul, Ug, Us, U4) ?

2) Donner un systeme d’équations de F relativement a la base B de E. Quelle est la dimension
de F' 7

On note G = Vect(e; + es + €3 + e4).

3) Préciser une base de G. Montrer que F NG = {0}.

4) En déduire £ = F & G.

5) Préciser la décomposition du vecteur de coordonnées (z1,x2, x3,x4) dans la base B comme
somme d’'un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Exercice 6 — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 4 et B = (eq, ey, €3, €4) une base de
E.

Soit u; = e —2es+e3 us = 261 —3ea+ey et ug = 3e; —Heg+e3+e4. On note F' = Vect(uq, ug, uz).
1) Donner une base de F' échelonnée par rapport a la base B.

2) Donner un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E. Dimension de F' 7

On note G = Vect(eq, e1 + ex + e3 + ey4).

3) Préciser une base de G. Montrer que F NG = {0}.

4) En déduire que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

5 ) Préciser la décomposition du vecteur de coordonnées (1, x2, 3, z4) dans la base B comme
somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G.

Exercice 7 — Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, €3, e3) une base de E.
Soit u; = e + €2 + e3 et us = ey + 2e5 + e3. On note F' = Vect(uy, us).

1) Donner une base de F' échelonnée relativement a la base B. En déduire la dimension du
sous-espace vectoriel F'.

2) Donner un systeme d’équations de F.

On note D = Vect(ey).

3) Montrer que D N F = {0}.

4) En déduire E =D & F.

Exercice 8 — Soit H le sous-espace vectoriel de R* d’équation :

T1+To+x3+2x4 = 0
H
1 — X9+ T3 — Ty = 0.

Posons u = (1,1,1,1) et v = (1,0,0,0). Notons L = Vect(u,v).

1) Déterminer le sous-espace vectoriel H N L. Puis préciser une base de H. 2) Montrer que H
et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R*.

3) Soit a,b,c,d quatre réels, préciser la décomposition du vecteur (a,b,c,d) de R*, comme
somme dun vecteur de H et d’un vecteur de L.



Exercice 9 — Soit u; = (1,1, -1, —1),us = (1,2,1,-3),u3 = (—2,1,—2,1) trois vecteurs de
R*. Soit H = Vect(uy, us,u3).

1) Donner une base de H constituée de vecteurs de R* échelonnées relativement a la base
canonique de R*.

2) Donner un systéme d’équations de H relativement & la base canonique de R*.

3) Soit uy = (1,1,1,1) et F = Vect(uy). Montrer que F' N H = {0}. En déduire que H et F
sont des sous-espaces supplémentaires de R*.

4) Soit u = (x1, T2, 73, 74) € RY Déterminer v € F et w € H tels que u = v + w. Préciser v et
w.

Exercice 10 - Soit P le sous-espace vectoriel de R* défini par le systeme d’équations linéaires :

r+y+z+t = 0
y+2z2+t = 0

1) Sans calcul, justifier que P est de dimension 2. Puis déterminer une base (uq,uz) de P.
Soit v1 = (1,1,1,1) et vo = (1,0,1,0). On note V' = vect(vq, vs).

2) Montrer que (v, v3) est une base de V.

3) Montrer que P + V = vect(uy, us, v1,v2). En déduire une base de P + V échelonnée par
rapport a la base canonique de R?.

4) En déduire que P et V' ne sont pas supplémentaires. Donner une base de PN V.

Soit v3 = (1,1,0,0). On note W = vect(vy, vs).

5) On admettra que P et W sont supplémentaires. Expliciter la projection sur W parallélement
a P.

Correction de ’exercice 77

Le sous-espace vectoriel Fi est par définition constitué des solutions du systeme d’équations
linéaires homogenes :
(*){ x1+2x2+x3+x4 =0 (El)
To — T3+ 2564 =0 (Eg)

Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x3 et x4. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :
Lo = T3 — 21’4

Puis :
r1 = =219 —x3 — x4 = —2(x3 — 2x4) — T3 — gy = —373 + 314
Il vient :
Fy = {(—3x3 + 3x4, v3 — 224, 23, 14) tels que z3 , 4 € R)}
Soit :

Fy ={x3(=3,1,1,0) + 24(3,—2,0,1) tels que z3 , x4 € R}

Ainsi, la famille de deux vecteurs (—3,1,1,0),(3,—2,0,1) est une famille génératrice de Fj.
Elle est libre, en renversant les calculs :

133(—3, 1, 1, 0) -+ .T4<3, —2, O, 1) = (—3133 + 31’4, T3 — 21’4, xs3, LL’4) =0
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implique clairement x3 = x4 = 0. C’est une base de F}.

Le sous-espace vectoriel Fy est par définition constitué des solutions du systeme d’équations
linéaires homogenes :

(*){ $1+25L’2+$3+5L’4 =0 (Ei)

g = 0 (B3

Ce systeme est triangulé. Les variables libres en sont x5 et x3. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :

Ty = 0
Puis :
T = —233'2 — I3
Il vient :
Fy = {(—2x9 — 23,19, x3,0) tels que z5 , 23 € R}
Soit :

Fy = {22(-2,1,0,0) + 23(—1,0, 1,0) tels que zo , x3 € R}
Ainsi, la famille de deux vecteurs (—2,1,0,0),(—1,0,1,0) est une famille génératrice de F,.

Elle est libre (méme argument que précedemment). C’est une base de Fy.

L’ensemble F} N F, est un sous-espace vectoriel de R* comme intersection de deux tels sous-
espaces vectoriels. Il est constitué des solutions du systéme d’équations linéaires homogenes :

x|+ 21’2 +T3+x4 = 0 (El)

(*) To — T3+ 21’4 =0 (EQ)

1 +2r+a3+1s = 0 (B

vy = 0 (Ey)

Soit :

T+ 21’2 +x3+x4 = 0 (El)

(*) To — XT3 + 21’4 = 0 (EQ)

v = 0 (Ey)

Ce systeme est triangulé. Il possede uen seule variable libre : x3. Résolvons le en suivant notre
algorithme. On obtient :

Ty = 0
Puis :

T2 = T3
Puis :

I = —2[E2 — X3 — T4 = —3I3
Il vient :
FyNFy = {(—3x3,x3,23,0) tels que 3 € R}

Soit :

FinFy, ={x3(-3,1,1,0) tels que x5 € R}
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Ainsi, la famille d’'un vecteur (—3,1,1,0) est une famille génératrice de Fy N F;. Elle est libre,
car est ce vecteur est non nul. C’est une base de F; N F.
Correction de I’exercice 77

1) L’algorithme du cours fournit & 1’aide de la matrice Mg(uy,us,u3) (dont la j-iéme colonne
est formée des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de H relativement a

cette base.
1 2 1

Mg(ul,U27U3): -2 -1 1
1 -1 =2

Etape 1 : Posons v} = uy, uh = us — 2uy et uy = uz — uy :

1 0 0
Mp(uy,ug,uz) = | =2 3 3
1 -3 -3

On a H = Vect(u], ub, u}).
Etape 2 : Posons ] = uf, uy = u} et ufj = u}y — uj :

MB(ulllﬁu/2,>ug> =1 —2

On a H = Vect(uf, uy, us) = Vect(uf, uf), car uj = 0.

La famille u} = e; — 2ey + e3,uly = 3e5 — 3es est libre (car échelonnée par rapport a la la base
B) et engendre H. C’est donc une base de H échelonnée par rapport a la base B.Le rang de la
famille (uq, ug, u3) est par définition la dimension de H. La famille (uy, ug, u3) est donc de rang 2.

2) Un deuxieme algorithme du cours donne un systeme d’équations de H relativement a la base
B de E en partant de u] = e; — 2e5 + €3, uy = 3es — 3es base de H échelonnée par rapport a la
la base B. Soit u un vecteur de E de coordonnées (1, x2, z3) dans la base B.

1 0 1
Mp(uf,uy,u)=| =2 3
1 -3 T3
1 0 0
Mp(uj,uy,u' =u—xuf) =] =2 3 x9+ 21
1 -3 T3 — T1
1 0 0
Mp(ui,uy,u” =u" — (1/3)(xe + 221)uy) = | —2 3 0
1 -3 (Ig — SL’1> + (1’2 + 21‘1)
1 0 0
Mp(uj,uy,u")y=1 -2 3 0

1 -3 X1+ To + T3



On a u € H si et seulement si u” € H. Le vecteur u” a sa premiére coordonnée et sa deuxieme
cordonnée nulle. Les vecteurs de la famille echelonnée (u}, uj) sont respectivement d’ordre 1 et
2. 11 en résulte, que le vecteur u de coordonnées (z1,xs,x3) dans la base B appartient a H si
et seulement si

1+ T+ T3 = 0

Cette équation est donc un systeme d’équations de H relativement a la base B de F.

3) Les coordonnées de au; + buy + cuz dans la base B sont :

1 2 1 a+2b+c
al =2 | +b|] =1 | +c¢ 1 =| —2a—0b+c
1 —1 —2 a—0b—2c

Un vecteur est nul si et seulement si ses coordonnées dans une base sont nulles. Ainsi, nous
avons a déterminer I'ensemble ¥ des triplets de réels (a,b,c) solutions du systéeme homogene
d’équations linéaires :

a+2b+c = 0 (Ey)
(*) —2a—b+c = 0 (Eg)
a—b—2c = 0 (E3)
Ce systeme a méme solution que le systeme :
a+2b+c = 0 (Ep)
Ce systeme a méme solution que le systeme :
a+2b+c = 0 (E)
(%) 3b+3c = 0 (EY)
0 = 0 (E,—E)
Ce systeme a méme solution que le systeme :
(%) a+2b+c = 0 (E)
3b+3c = 0 (Eb)

qui est un systeme triangulé de variables libres ¢. On obtient :
b= —c

On obtient alors :
a=-2b—c=c

Il en résulte :
Y ={(c, —c,c) tels que ¢ € R}

Y ={c(1,-1,1) tels que c € R}
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Pour vérifier ce calcul, on peut constater que u; — uy + uz = 0.
Correction de ’exercice 77?7

1) L’ordre des variables x1, x9, x3, 4 est I'ordre naturel. Les trois équations de (E) sont d’ordre
1. Le systeme est donc ordonné. Démarrons 'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons (F;) pour faire monter I'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant
a mémes solutions que (£) :

(E/) l’1+l‘2+l’3+l‘4 = 0 (El)
£E2—2$3+ZL‘4 =0 (Eé:EQ_El)

Les équations Ey, F), sont respectivement d’ordre 1,2. Ce syteéme est ordonné.
Ce systeme est triangulé. Le premiere algorithme est terminé.

Résoudre (F) revient donc a résoudre le systeme triangulé (E’). La variable de téte de (E7) est
x1, la variable de téte de (EY) est x9, Les variables libres de (E’) sont donc z3,x4. Résolvons
ce systeme triangulé en suivant la méthode du cours. La derniere équation donne :

To = 2133 — T4
Remplacons cette valeur de x5 dans ’équation précédente, on obtient :
.§L’1+2$3—Q34+I3+Q34:0

Nous obtenons :
I = —3133

Nous avons ainsi exprimé x; et x5 a ’aide des variables libres. Ainsi, ’ensemble F' des solutions
de (F) est :
F ={(—3%3,2x3 — x4, 23,74) telsque z3,24 € R}

Soit : F = {x3(—3,2,1,0) + 24(0,—1,0,1) tels que x3,z4,€ R}
La famille (—3,2,1,0),(0,—1,0,1) est donc une famille génératrice de F'. Elle est libre car si

133(—3,2,].,0)+I4(O,—1,0,1) :0 y

on obtient :
(_3563’ 2[[’3 — T4, T3, .ZU4) - (07 07 07 O)

et r3 = x4 = 0. Ainsi, ((—3,2,1,0),(0,—1,0,1)) est une base de F.
2) Notons £ = R* et B = (ey, es, €3, €4) la base canonique de R* :
er = (1,0,0,0), 5 = (0,1,0,0), e5 = (0,0,1,0), e5 = (0,0,0,1)

On a: v(uy) = v(ug) = v(uz) = 1.
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1
Mp(uy, uz,u3) = A , G = Vect(uy, ug, us)
1

—_ O =
[\

Etape 2 : On utilise u; pour faire monter ’ordre des vecteurs suivants :

up =uy Uy =ug — 22Uy uy = uz — 4duy
1 0 0
Mp(uy, uy, ug) = 1 -3 -3 , G = Vect(u}, uy, u3) .
1 0 0
1 -3 -3

On a v(u)) < v(uy) = v(uh) = 2.

Etape 3 : On utilise uf, pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

ul =uy ulh =ul uf =uh—uj
1 0 0
Mp(uff, uy, uy) = 1 -3 0 , G = Vect(u],uy) .
0 0 0
1 -3 0

On a v(u}) < v(ujy) L'algorithme est terminé et la famille (v} = (1,1,1,1),u5 = (0, —3,0, —3))
est donc une base de G échelonnée relativement a la base canonique de R*.

3) La famille (uf,u}) est échelonnée par rapport a la base canonique de R*. Soit u de coor-
données (1, 22, 3, z4) dans la base canonique R?. .

" i
uj uy u

1 0 T
Mp(uf,uj,u)y=1 1 =3
1 0 xIs3
1 -3 Ty
Etape 1:
u oy Y =u— !
1 0 0
Mp(uj,uy,u —xuf) =1 1 =3 To — I oW =y —
1 0 T3 — X1
1 -3 Ty — X1

On a u € F équivaut a ulV) € F.



Etape 2:

uf uy u® =uW 4 (1/3) (g — x1)uy

1 0 0
Mg(u!,uf, ,u® =u® + (1/3)(zy —x)ufj = | 1 =3 0

1 0 T3 — X1

1 -3 Ty — X9

et u € F équivaut a u® = (0,0, 23 — x1, 24 — 73) € F.

L’algorithme est terminé. Les deux premiéres coordonnées de u® sont nulles et u/,u sont
d’ordre 1 et 2 relativement a B Le vecteur u de coordonnées (z1, 2, 3, x4) dans la base canon-
ique R* est dans F si et seulement si u(® = 0. Donc, si et seulement si :

T3 — X1 =Tgs— T3 =20

Le systeme :

—331+.CE3:0
—$2+$4:0

est un systéme d’équations de G relativement & la base canonique de R?.
Correction de ’exercice 77?7
1) Soient a, b réels tels que au; + bey = 0. On obtient :

ale; +es —e3+eyq) +ble; +2e2+e3+e4) =0

Soit :
(a+b)er + (a+2b)es + (—a+bles+ (a+b) =0

Comme (eq, €9, €3, €4) une base de F, c’est une famille libre. On obtient alors :
(a+b)=(a+2b) =(—a+b)=(a+b) =0

On en déduit a = b = 0. La famille (u1,us) est donc libre. Par définition de F', tout vecteur de
F est combinaison linéaire des vecteurs u; et us. Ainsi, (uy,us) est une famille génératrice de
F. Or, c’est une famille libre. C’est donc, (ug,us) est une base de F.

2) Considérons la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; et uy dans la

B :

1
1
—1
1

Utilisons la premiere colonne de cette matrice pour faire monter ’'ordre de la deuxieme :

1
2
MB(U‘17U2) = 1
1

1 0
1 1
Mp(uy,ug —ur) = |
1 0



Cette matrice est echelonnée. Donc, (u1, us — uy) est une base de F' echelonnée par rapport la
base B. En fait, cela remontre aussi que (uy,uy) est une famille libre (voir le cours).
Soit u un vecteur de E de coordonnées (z1, xq, 3, z4) dans la base 5.

1 0 T
1 1 =z
Mp(uy, ug — ur,u) = 1 92 $§
1 0 Ty
1 0 0
. 1 1 To — X1
MB(’U/l,Ug—Ul’U—Q;lUl) - -1 2 T3 + T
1 0 z4—xq
Nous avons : © € F' si et seulement si v — zju; € F.
1 0 0
MB(ul U — UL, U — T1UL — (J}Q—ZL'l)(UQ —Ul)) == 1 1 0
) ) —1 2 z3+ 3 —2(x9 — 19)
1 0 Ty — X1

Nous avons u € F' si et seulement si u — x1u; — (v9 — 1) (us — uy) € F. Le vecteur u — xju; —
(x9 — x1)(ug — up) a sa premiere coordonnée et sa deuxieme cordonnée nulle. Les vecteurs de
la famille echelonnée (u1, us — uy) sont respectivement d’ordre 1 et 2. Il en résulte, u € F si et
seulement si : x3 + x1 — 2(zy — x1) = x4 — 7 = 0. Ainsi,

{3x1—2x2+x3 =0

Ty — 1 = 0

est un systeme d’équations de F' relativement a la base B de F.
3) La famille (ey, e3) est libre, car ¢’est une sous-famille de la famille libre (e, €2, €3, e4). Comme
(e1,e2) engendre GG, c’est une base de G. Si u € F NG, u est un vecteur de G. Ainsi, il existe
deux réels a et b tels que u = ae; + bey. Les coordonnées de u dans la base B sont donc
(a,b,0,0). Ces coordonnées vérifient dons le systeme d’équations de F' dans la base B. Ainsi,
nous obtenons :

3a—2b=—a=0

On en déduit @ = b =0 et u=0. Il en résulte F' N G = {0}.

4) En utilisant la formule de dimension :
dim(F 4 G) = dimF + dimG — dim(F N G) = dimF +dimG =2+2 =4

Le sous-espace vectoriel F' 4 G est donc un sous-espace vectoriel de £ de méme dimension que
E. Nl est donc égal a E. Onadonc FNG ={0} et E=F +G. Ainsi, £ = F & G.
Correction de ’exercice 77

1) L’algorithme du cours fournit a ’aide de la matrice Mp(uy, us, ..., u,) (dont la j-ieme colonne
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est formée des coordonnées de u; dans la base 1B) une base échelonnée de F relativement a cette
base.

1 1 1 2
1 2 -1 3
MB(Ul,UQ,Ug,U4) = 1 1 1 0
1 1 -1 2

Etape 1 : Posons v} = uy, uh = us — uy, uh = us — uq, et u) = ugy — 2uy :

1 0 0 O
11 -2 1
M3<u/1au/27ugvuil) - 1 2 2 9
1 0 =2 0

On a F' = Vect(u}, ub, uf, u}).
Etape 2 : Posons uf = u}, uy = uh, vy = uj + 2u}, et uj = u) — ub :

1 0 0 0
1 1 0 0
MB(ulll7ul2/7ugauZ) = -1 2 6 0
1 0 -20

On a F' = Vect(uf, uly, us, u)) = Vect(uf,us, u}), car uj = 0.

La famille uf = e; 4+ e3 — e3 + eq, u) = e + 2e3,us = 6es — 2e4 est libre (car échelonnée par
rapport a la la base B) et engendre F'. C’est donc une base de F' échelonnée par rapport a la
base B. Le rang de la famille (uq,us, us, uy) est par définition la dimension de F. La famille
(w1, ug, ug, uy) est donc de rang 3.

2) Un deuxieme algorithme du cours donne un systeme d’équations de F' relativement a la base
B de E. 1l part de la base (u},us,us) de F' échelonnée par rapport a la base B. Soit v un
vecteur de E de coordonnées (x1, xo, 3, x4) dans la base B.

1 0 0 X1
noonoon _ 1 1 0 =z
Mp(uy, uy, us, u) 12 6
1 0 -2 T4
1 0 O 0
noonmo 00 "o I 1 0 x9—m
Mp(uy, uy, ug,u' = u — zyuy) = -1 2 6 z34x
1 0 -2 x4—mx
1 0 O 0
1 1 0 0
Mp(uy, uy, ug, u” = ' — (22 — 21)uy) = -1 2 6 x3+x—2(w— 1)
1 0 -2 T4 — 21
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1 0 0 0
Moo i) = | )y J:3—|—3:S1 — 2,
1 0 -2 Ty — 1
1 0 0 0
Mp(uff,uy, uy, u") = u"—= (234321 —222)u3) = _11 é 2 8
1 0 =2 z4—a1—2(—(1/6)(x3 + 321 — 223)
1 0 0 0
Mg(u'l',ug,ug,u—:vlu'l'—(xg—xl)u’z'—(—é($3+3x1—2x2)u§’) = _11 ; g 8

1 0 -2 T4 + %ZL‘g — %l’g)

On a u € F si et seulement si v € F. Le vecteur v a ses trois premieres coordonnées nulles
et les vecteurs uf, ul, uj sont respectivemnt d’ordre 1, 2 et 3 par rapport a la base B. Ainsi, le

vecteur u de coordonnées (x1, za, T3, x4) dans la base B appartient a F' si et seulement si

+ ! 2 0

Ty + =3 — =Xy =

4 3T = 3T

Cette équation est donc un systeme d’équations de F' relativement a la base B de F.

3) La famille réduite a I’élément v = e + €3 + e3 + e4 est libre, car le vecteur e + eg + €3 + €4
est non nul (Pour tout A € K et v € E, A\v =0 et A # 0, implique v = 0. Donc v # 0 et A\v =0
implique A = 0). Ce vecteur engendre G par définition. La famille {e; + e + e3 + e4} est donc
une base de G.

Siu € G, il existe a € R tel que u = a(e; + ex + e3 + e4). Les coordonnées de u dans la
base B sont alors (a,a,a,a). Si de plus, u € F, les coordonnées de u dans la base B vérifient
I’équation :

a+ (1/3)a—(2/3)a=0

Il en résulte a = 0, puis u = 0. Donc, F NG = {0}.
4) D’apres la formule de dimension :
dim(F + G) = dimF + dimG) —dim(FNG)=3+1-0=4

Ainsi, F'+ G est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de E qui est un espace vectoriel de
dimension 4. Donc, F'+ G = E. Commme F'NG = {0}, on a bien £ = F & G.

5) Soit u un vecteur de E de coordonnées (x1,xs, 3, x4) dans la base B. Il s’écrit d’apres la
question précédente de fagon unique :

u=u+u" avec v eEF e ueqG
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Soit (], x4, x5, x)) les coordonnées de u' dans le base B et (zf, 2}, 2%, x)) les coordonnées de

u” dans le base B. Comme u” € G, il existe a € R tel que u = a(e; + e3 + e3 + e4). Nous

avons donc : zf = 2 = 2% = 2} = a. Comme u =u' +u" : x; = a2, + 2! =2, +a. Onen

déduit 2/ = x; — a. Comme v’ € F, les corrdonnées de v’ dans la base B vérifient ’équation
1 )

déterminée a la question 2. Ainsi :

(x4—a)+;(a:3—a)—§(as2—a)20

Il en résulte :

2 +1 2 ¢ 3 +1
—a =2 —Tr3 — =T (§] a = =X —T3 — X
3 4 3 3 3 2 9 4 9 3 2
Ainsi :
y 3 1
u = (§$4 + 5933 — 1’2)(61 + €2 + €3 + 64)

u’ =UuU— UH = x1€e] + Tolg + T3€3 + Ty€4 — (§$4 + 51’3 — 332)(61 + €9+ e3 + 64)

Soit :
1 3 1 3 1 3 1 1

u' = (x1+29— 5% = 5:64)61 + (222 — 5%~ 5374)62 + (z2+ 5%~ 51’4)63 + (22— 5%~ 5964)64

Correction de I’exercice 77

1) Un algorithme du cours fournit a l'aide de la matrice Mg(uy,us,u3) (dont la j-ieme colonne
est formée des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de F relativement a cette
base.

1 2 3
-2 -3 -5
MB(UL U2,U3) = 1 0 1
0 1 1

Etape 1 : Posons v} = uy, vy = us — 2uy et ufy = uz — 3uy :

1 0 0
2 1 1

M3<u/17u/27ué) = 1 -2 -9
0 1 1

On a F' = Vect(u}, uh, uj).
Etape 2 : Posons uf = u}, uy = u} et ufj = u}y — uj :

1 0 O

-2 1 0

MB(U,/{,UIQI,Ug) - 1 —2 0
1 0

On a F' = Vect(u}, uy, u}) = Vect(uf,ul), car uj = 0.
La famille u] = e; — 2e5 + e3,uy = ey — 2e3 + €4 est libre (car échelonnée par rapport a la la
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base B) et engendre F. C’est donc une base de F' échelonnée par rapport a la base B.

2) Soit w un vecteur de E de coordonnées (x1, z9, x3, x4) dans la base B.

1 0 I
-2 1 =z
"no_n _ 2
MB(ulau27u) - 1 —2 13
0 1 T4
1 0 0
"noon "o -2 1 xo+2x
MB(ula Ug, U xlul) - 1 -9 T3 — Ty
0 1 Ty

Nous avons : u € F si et seulement si u — zu] € F.

1 0 0
Mp(uf,uy,u — z1u] — (x9 + 221)uy)) = b= 0
1 =2 1 2 1 =2 (x3— 1)+ 2(z2+ 221)
0 1 Ty — Ty — 221

Nous avons u € F' si et seulement si v” = u — zuf — (z2 + 221)uly € F. Les deux premieres
coordonnées de u” sont nulles et les vecteurs uf, uj d’ordres respectivement 1 et 2 dans la base
B. On obtient alors, u € F' si et seulement si : (3 — 1) + 2(x2 + 221) = 24 — 29 — 227 = 0.
Ainsi,

31‘1 + 2£L‘2 + x5 =0

—21‘1—1’2—|—l’4 =0

Ce systeme est donc un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

3) Montrons que la famille {e1, e; + €2 + €3 + e4} est libre. Soit a, b deux réels tels que :
a€1+b(61+62+€3+€4) =0

On obtient :
(a+ b)ey + begy + beg + bey =0

Il en résulte :
at+b=b=0

Soit @ = b = 0. Ainsi la famille {ej,e; + €3 + e3 + e4} est libre. Comme cette famille engendre
G, la famille {ej, e; + e3 + e5 + e4} est une base de G.

On notera que la famille {e1, ez + e3 + e4} est une base de G echelonnée par rapport a la base
B. Par la suite, on utilisera cette base de G pour simplifier les calculs.

14



Siu € G, il existe a,b deux réels tels que u = aey + b(es + e3 + e4). Les coordonnées de u dans
la base B sont donc (a, b, b, b). Si I'on suppose alors que u appartient aussi a F', les coordonnées
de u vérifient le systeme d’équation de F'. On obtient ainsi :

3a+2b+b=0
—2a—b+b=0

Do, a=b=0etu=0. Ainsi, ' NG = {0}.

4) On vient de montrer que F'N G = {0}. Comme :
dim(F) =4 =2+ 2 =dimF + dimG
il en résulte que £ = F & G.
5) Soit u € E, u s’écrit de fagon unique u = v’ + u” avec v’ € F et v’ € G. Soit (21, xq, 3, 4)

les coordonnées de u dans la base B, (2}, 2}, 24, z)) les coordonnées de v’ dans la base B. 1l
existe A et u deux réels tel que

u" = Xey + p(es +e3 + ey)
Déterminons (z), z4, 2%, o)) et (A, u) a laide de (1, 22, 23, z4). En passant en coordonnées dans
la base B, I'équation u = v’ + u” se traduit par :
(:)31, T2, T3, :L‘4) = ("Ell? I,27 xé, l‘i;) + (/\7 H, [, N)
Il en résulte :
(xllvlJQv xgvxil) = (%’1 - )‘7 Lo — [, T3 — by Tg — ,U)

Ainsi, (21 — A\, xg — p, x3 — p, x4 — p1) est solution du systeme d’équations de F' dans la base B.
On obtient :

3ZL‘1+2I2+ZL’3 = 3/\+3M
—2ZL'1—ZE2+JJ4 = =2\
On obtient : . .
A= 181—1—32—?4
_r o
no= 6952 3963 25134
Donc :
u = )\61"‘,&(624‘634’64)
1 1 1
= (fl?l + % — %)61 + (6$2 + gl’g + 51‘4)(62 -+ €3 + 64)
v = u—u"

— (T2 4 x4 S5 1 1 _1 2. 1 1. 1 1

= ( D) + 2 )61 + (61‘2 3.'L'3 4.7}4>62 —I— ( 61‘2 + 31'3 21‘4)63 —f- ( GZEQ 31'3 =+ 2%4)64
Correction de 1’exercice 7?7
1 ) Considérons la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs u; et us dans la

11
MB(Ul,Ug) = 1 2
11
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Utilisons la premiere colonne de cette matrice pour faire monter 1’'ordre de la deuxieme :
10
MB(Ul,UQ—’LL1> = 1 1
10

Cette matrice est echelonnée. Donc, (uy,us — uy) est une base de F' = Vect(uy,uz). On a
U — Uy = eg, ainsi (uj, €2) est une base de F'. La dimension de F' est donc égal a 2. Le rang de
la famille (uy,us) est donc aussi égal a 2.

2) Soit u un vecteur de E de coordonnées (1, xa, x3) dans la base B.

1 0 T
Mp(uj,es,z) = 1 1 m
1 0 T3
10 0
MB<U1, €2, T — xlul) = 1 1 To — X1
10 T3 — 1
1 0 0
Mpg(uy, €9, 0 — xqup — (X9 — 21)E0) = | 1 1 0

10 T3 — Xq

Nous avons u € F' si et seulement v’ = z — zju; — (22 — x1)es € F. Les deux premieres
coordonnées de u” sont nulles et les vecteurs (ug,e2) de la base échelonnée de F' dans la base
B sont d’ordres respectivement 1 et 2 dans la base B. On obtient alors, u € F' si et seulement
si: x3 —x; = 0. Ainsi,

T3 — I = 0

est un systeme d’équation de F' dans la base B.

3) Soit w € DN F = {0}. Comme u appartient a D, il existe A € K tel que u = Ae;. Les coor-
données de u dans la base B sont donc : (), 0,0). Traduisons en utilisant le systeme d’équations
de F dans la base B donné dans la question précédente que u € F'. On obtient A — 0 = 0. Soit
A =0, soit w = 0. On a ainsi montré que D N F = {0}.

4) D’aprés un résultat du cours, D et F' sont supplémentaire si :

dimgD + dimgF = dimgE et DN F = {0}

Le vecteur e; est non nul. C’est donc une base de D = Vect(e;). Ainsi, D est de dimension
1. Nous avons vu que F' est de dimension 2. Ainsi, 1 +2 = 3 = dimgFE. Comme, d’apres la
question précédente D N F' = {0}, nous avons bien :

E=DoF

Correction de I’exercice 77
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1) Soit w € H N L. Traduisons que w € L : il existe a et b réels tels que :
w=au+bv=ua(l,1,1,1) + b(1,0,0,0) = (a + b,a,a,a)
Comme w € H, ses ocordonnées vérifient les équations de H. On obtient :

(a+b)+a+a+a = 0
(a+b)—a+a—a = 0.

Soit 4a+b=0et b=0. Ainsi, a =b =0 et w = 0. Nous avons ainsi montré que H N L = {0}.
2) Le vecteur (21,9, x3,24) € H si et seulement si :

T1+Tog+x3+2Tg4 = 0
L1 —Tog+ Tz — Ty = 0.

ou encore si et seulement si :

1 + I2 + x3 + @4 =0
2:[,'2 + 2:13'4 = 0.
Ce systeme est triangulé de variable libre x4 et x3, on obtient : o = —x4 et 1 = —x3. Ainsi,

H = {x3(-1,0,1,0) + 24(0,—1,0,1) tels que z3 , =4, € R}. La famille (—1,0,1,0), (0, —1,0,1)
est donc une famille générarice de H. Elle est libre, car si

x3(—1,0,1,0) + 24(0,—1,0,1) =0

on obtient :
(—x3n — x4, 23,24) = (0,0,0,0)

et 3 = x4 = 0. Ainsi, (—1,0,1,0), (0,—1,0, 1) est une base de H. En particulier, dimg (H) = 2.

On montre facilement que la famille (u,v) est libre. Elle engendre L par définition. C’est donc
une base de L et dimg (L) = 2.

Ainsi, nous avons :
HNL={0} , dimgR'=2+2=dimg(H)+ dimg(L)
Cela assure que H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R*.

2) Comme H et L sont deux sous-espaces supplémentaires de R?, le vecteur (a,b,c,d) de R*
s’écrit de fagon unique :

(a,b,c,d)=1+h avec l€eL et heH
Traduisons que [ € L : il existe a et b réels tels que :

l=au+ pfv=cal,1,1,1) + 5(1,0,0,0) = (o + 3, a, a, @)
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On obtient :
h=(a,b,c,d)— (a+ p,a,a,a) =(a—a—[,b—a,c—a,d— «a)
Exprimons que h € H, on obtient :

a+b+c+d = da+p
a—b+c—d = .

11 vient :
g = a—b+c—d
a = 3(b+d).
Nous en déduisons :
= b N d b N db d
TUT T Ty Ty Ty
Correction de I’exercice 77
1) Notons E = R* et B = (e, e, e3,¢4) la base canonique de R* :

+-) , h=(z—-c+=,z—z,—=+cz,—z+2)

d b db d b d b d
2 2 2’2 27 2 27 2 2

b
2

er =(1,0,0,0),e5 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1)
On a: v(uy) = v(ug) = v(uz) = 1.

Mp(u1, ug,u3) = H = Vect(uy, ug, us)

— )
-1 -3 1
Etape 2 : On utilise u; pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

up =up Uy =us — Uy Uy = uz+ 2uy

1 0 0

Mp(uy, uy, uy) = 1 1 3 ,  H = Vect(u], uj,uy) .
-1 2 —4
—1 —2 —1

On a v(u)) < v(uh) = v(uf) = 2.

Etape 3 : On utilise uf, pour faire monter I'ordre des vecteurs suivants :

wy =uy ulh =ul uf =l — 3u)

1 0 0

Mp(uy,uy, uy) = 1 1 0 ,  H = Vect(uy,uy,us3) .
-1 2 —10
—1 —2 5

On a v(uf) < v(uj) < v(uf) L’algorithme est terminé et la famille :

(u/ = (1,1,—1,—1),u2 = (0,1,2,2),u? = (0,0,—10,5))
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est donc une base de H échelonnée relativement & la base canonique de R*.

2) La famille (uf,u},u}) est échelonnée par rapport a la base canonique de R*. Soit u de
coordonnées (1, T, 3, 74) dans la base canonique R?.

ul ouy o uh u
1 0 0 0
Mp( ufufuW =1 1 1 0 x9—m

1 2 —10 x5+
-1 -2 5 Ty + 21

On a u € F équivaut a uM) € F.

Etape 21 u® = u® — (25 — 21l -

uf ul o uf e
1 0 0 0
Mp(u!,uf,ufu®)y=1 1 1 0 0

—1 2 —10 I3+3ZE1—25L'2
-1 -2 5 ZL’4-ZE1+21‘2

et u € F équivaut a u® = (0,0, 23 + 321 — 229, x4 — 1 + 225) € F.

Etape 3: u® =u® 4 (1/10)(x3 + 321 — 2x0)uy -

uf o oul o uf u'®)
1 0 0 0
Mg uf vy u®)=1 1 1 0 0
-1 2 -10 0

1 1
et u € F équivaut a u® = (0,0,0,z4 + i + o+ 53:3) eF.

L’algorithme est terminé. Le vecteur u®® a ses trois premiéres coordonnées nulles et u/”, uly’, ufy'
sont respectivement d’ordre 1, 2 et 3 relativement a la base B. Le vecteur u de coordonnées
(71, T2, 3, 74) dans la base canonique R* est dans H si et seulement si u® = 0. Donc, si et
seulement si :

1 1
— — :0
Ty + 2171 + T2 + 2%3
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Cette équation est est un systéme d’équations de F relativement & la base canonique de R?.
3) Soit u € FN H. Donc , u € F. Par définition de F', il existe a € R tel que

u=auy =a(l,1,1,1) = (a,a,a,a)

Comme u € H, les coordonnés de u dans la base canonique de R* vérifient ’équation de H.
On doit alors avoir :

Fiatatia=0
a 261 a 2@—

Soit 3a = 0, soit @ = 0 et w = 0. Ainsi, F N H = {0}.
Dans la question 2, nous avons vu que H est un sous-espace vectoriel de R* de dimension
3. Comme F est engendré par un vecteur non nul, I est un sous-espace vectoriel de R* de

dimension 1. Ainsi :
dimgR* =4 =1+ 3 = dimg F + dimgr H

Comme nous venons de montrer que F'N H = {0}, F et H sont donc supplémentaires :
R'=FaH ;

4) Puisque F' et H sont supplémentaires, il existe v € F' et w € H uniques tels que u = v + w.
Comme v € F, il existe a € R tel que

v=oaus =a(l,1,1,1) = (a,a,a,a)
Il en résulte :
w=u—v=(x1,T,23,24) — (a,a,a,a) = (x; —a,xs —a,r3 —a,r4 —a) € H

Ecrivons que les coordonnées de w dans la base canonique de R* vérifient ’équation de H :

(1:4—a)+;(xl—a)—l—(:t:g—a)—ir;(xg—a):0

On en déduit :
B x4+%x1+x2+%x3 _ 2xy+x + 200+ a3

a =
3 6
Ainsi : s+ 31 4 2o 4
p=224T N - 2T 01,1,1)
—2x4 + D11 — 209 — X3 —2x4 — 11 + 4209 — X3 —2x4 — X1 — 2209 + Ox3 4xy — X1 — 279 — T3
w=( 6 ’ 6 ’ 6 ’ 6 )

Correction de ’exercice 77
1) Un vecteur (z,y,2,t) € P si et seulement si (x,y, z,t) une solution du systéme d’équations
linéaires homogenes :
TH+y+z+t = 0
y+2z+t = 0
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Les variables z,v, z,t étant ordonnés naturellement, ce systeme est triangulé et admet deux
variables libres z et t. Ainsi, I'espace vectoriel de ses solutions est un R-espace vectoriel de
dimension 2. Résolvons ce systeme. On obtient :

y=—-2z—t , pusr=—-y—z—t=2z2+t—z—-1t=z

Alinsi,
P = {(z,—-2z—t,z,t) telsque z, t € R}
= {2(1,-2,1,0) + t(0,—1,0,1) tels que z, t € R}

La famille (u; = (1,—2,1,0),us = (0,—1,0,1)) est génératrice de P. Elle est libre. Si
2(1,-2,1,0) + ¢(0,—1,0,1) = 0, (2,—2z — t,2,t) est nul et z = t = 0. La famille (u; =
(1,—-2,1,0),us = (0,—1,0,1)) est donc une base de P.

2) Par définition, V' est I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy et vy. Dong, la
famille (v1, v4) est une famille génératrice de V. Pour montrer que ¢’ est une base, il suffit donc
de montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soit a,b € R, tels que av; + bvy = 0. 1l vient :
(a+b,a,a+b,a) =0. Dot a =0, puis b = 0.

3) Soit w € P + V. Par définition de P+ V| il existe w; € P et wy € V tels que w = wy + ws.
Comme w; € P, w; s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de sa base (uq,us) @ il
existe, a,b € R tels que wy; = au; + bus. De méme, wy, € V et wy s’écrit comme combi-
naison linéaire des vecteurs de sa base (v1,vq) : il existe, ¢,d € R tels que wy = cvy + dv,.
Il en résulte w = auy + bus + cvy + dve. Donc, w € vect(uy, ug, v1,v2). On a donc montré
P +V C vect(uy, us,v1,v3). Inversement, si w € vect(uq, ug, vy, v9), il existe a,b,c,d € R tels
que w = auy + bug + cvy + dvy. Ainsi, w = (auy + buy) + (cvy + dvy). Comme auy + buy € P
et cv; + dvy € V, on obtient w € P + V et vect(uy,us,v1,v3) C P + V. Finalement,
P +V = vect(uy, ug, vy, vs).

Nous connaissons les coordonnées des vecteurs uy, us, v1,v2 dans une base (la base canonique
de R*). Utilisons I’algorithme qui nous donnera une base de vect(uy, us, v1,v;) échelonnée par
rapport a la base canonique de R*.

1 0 1 1
-2 -1 1 0

Mpg(uy, ug, v1,v9) = 1 0 1 1 , P+ YV = Vect(uy, ug, vy, vs)
0 1 10

Etape 2 : On utilise u; pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

Uy Uz V] =V — U V) =Up — Uy

1 0 0 0

Mp(uy, ug, vy, v5) = | =2 —1 3 2 . P+V = Vect(uy, ug, vy, vy) .
1 0 0 0
0 1 1 0
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On a v(uy) < v(ug) = v(v)) = v(vh) = 2.

Etape 3 : On utilise uy pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

up Uy v =0+ 3uy vh = vh + 2uy

1 0 0 0
Mp(uy, us, 0", v0) = | =2 —1 0 0 . P+V = Vect(uy, uy, vy, v5) .
15 V2 15 V2
1 0 0 0
0 1 4 2

On a v(uy) < v(uz) < v(v]) =v(vy)) =4
Etape 4 : On utilise us pour faire monter 'ordre des vecteurs suivants :

uy ug v v =i — (1/2)v]

10 O 0

Mp(ug,ug,vi, v ) =1 =2 =1 0 0 , P +V = Vect(uy, ug,vy) .
10 0 0
0O 1 4 0

On a v(uy) < v(ug) < v(vf). L’algorithme est terminé et la famille :
(uy = (1,-2,1,0),up = (0,—1,0,1),v{ = (0,0,0,4))

est donc une base de P + V échelonnée relativement & la base canonique de R*. P + V est
donc un sous-espace vectoriel de R* de dimension 3.

4) Dire que P et V sont supplémentaires, ¢ ’est dire P+V = R* et PNV{0}. Or, P+V = R*
est impossible puisque R* est de dimension 4 et que nous venons de voir que P + V est de
dimension 3. Nous savons que :

dimg P + dimgV = dimg (P + V) + dimg (P N V)

Il en résulte 2 + 2 = 3 + dimk (P N'V). Soit dimk (P NV) = 1. Une base de (P NV) est donc
formée par un vecteur non nul de P N'V'; or I'algorithme de la question précédente donne :

1
. mo__ "
0 = vy =vy — 0]

1
= (’U; + 2U2) — 5(7)1 + SU,Q)
1
= (UQ —Uu; + 2U2) — 5(’01 — U + 3u2)
1 1

= 5(21)2 — 2U1 -+ 4162 — V1 + U — ?)UQ) = 5(21)2 — Uy + Uy — U1>
Il en résulte : u; —ug = 209 —vy. Le vecteur uy —ug = (1,—1,1, —1) est dans P puisque combi-
naison linéaire de uq, ug. Or, il est égal au vecteur 2vy — vy qui est dans V' comme combinaison
linéaire de vy, v9. Ainsi, u; —us € PN V. Ce vecteur est non nul. On a donc montré que
(ug —ug = (1,-1,1,—1)) est une base de PN V.
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Une autre facon de déterminer une base de P NV est de commencer par déterminer un
systeme d’équations de V. Pour cela, on commence comme usuellement a déterminer une
base échelonnée de V' relativement & la base canonique de R* : les calculs donnent que

(vy == (1,1,1,1),v" = (0,—1,0, 1) est une base échelonnée de V relativement a la base canon-
ique de R*. L’algorithme du cours nous permet alors de montrer que :

r—z = 0

y—t = 0

est un systeme d’équations linéaires de V. Ainsi, P NV admet comme systéme d’équations
linéaires

rTt+y+z+t =

y+2z+t =

x—z =

y—t =

Pour retrouver P NV il reste a résoudre ce systeme ce qui est laissé au lecteur.

o O OO

5) On admet donc que R* = P @ W. Ainsi, tout vecteur u = (,y, z,t) sécrit de fagon unique :
u=1[+w avec | € P et we W. La projection p sur W parallélement a P est ’application :

p: R* =R | ur—pu)=w
Précisons p(u) = w a l'aide de (x,y, z,t). Il existe a,b € R tels que w = avy +bvs. Il en résulte :
l=(z,y,2z,t) —a(1,1,1,1) = b(1,1,0,0) = (zr —a— b,y —a—b,z —a,t —a) € P
Ainsi les coordonnées de [ vérifient :

r+y+z+t—4a—2b = 0
y+2z4+t—4a—-5b = 0

ou encore

da+b = y+2z+t

Résolvons ce systeme d’équations linéaires en a, b. La premiere variable étant a, la deuxieme b,
le systeme équaivalent suivant est triangulé :

{4a+2b = z+y+z+t
da+2b = z+y+z+t
b = z—z

11 vient :

1
b=x—2z , da=x+y+z+t—20+2z2=—-x+y+32+1t et azz(—x—i-y—i-Sz—l—t).

On a ainsi :
plu) =w = 1(—31:+y—|—32+7§)1}14—(90—2)'03
= Z(—a:+y+3z+t)(1,1,1,1)—i—(x—z)(l,l,O,O)
= (i(?mc—l—y—z+t),i(3x+y—z—|—t),i(—x—l—y—l—?)z—l—t),i(—x+y+32+t))
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Remarque : Commme dimg P + dimgW = dimgR*, le cours nous apprends que pour montrer
que P et W sont supplémentaires, il suffit soit de montrer que P+ W = R*, soit de montrer que
PNW = {0}. Le plus rapide est alors de montrer que P+ W = R*. Pour ce faire, on remarque
(analogue a la question 3) P+ W = vect(uq, uz, v1,v3). Il reste & montrer que vect(uy, ug, v1, v3)
est de dimension 4. L’algorithme du cours qui donne une base échelonnée de vect(uy, us, vy, v3)
relativement & la base canonique de R* permettra de conclure rapidement.
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