NoMm ET PRENOM : L1 ALGEBRE 15-16 INTERRO TD

On considere le sous-ensemble P de R?* formé des solutions du systeme d’équations :

Ty + To + Trs — Ty = 2 (El)

(E) Ty + 2r0 — w13 + 1wy = 1 (E»)
3r1 + bry — a3 + w34 = 4 (E3)

201 + 2x9 + 223 — 24 = 4 (Ey)

1) Résoudre ce systeme en utilisant avec précision les algorithmes de triangulation et de
résolution des systemes triangulés. On précisera les variables libres du systeme triangulé in-
termédiaire.

2) Expliciter trois solutions de (E).

3) Quelles sont les solutions du systeme linéaire homogene associé a E.

4) Déduire de la question 1 I'ensemble des solutions (z1, e, x3,24) de E telles que z; = 0.

1) Le systeme E a quatre variables. L’ordre des variables du systeme E est I'ordre naturel :
x1 est la premiere variable, x5 la deuxieme, x3 la troisieme et x4 la quatrieme.

Les coefficients dans F;, Es, E3 et E4 de x1 sont non nuls. Les quatre équations E;, Esy, Fs3 et
FE, sont donc d’ordre 1. Le systeme E est donc ordonné.

Démarrons 'algorithme de triangulation.

Etape 1 : Utilisons E; pour faire monter l'ordre des équations suivantes. Le systéme suivant
a les mémes solutions que F :

r1 + 22 + x3 — T4 = 2 (El)
To — 2:L'3 + 21’4 = -1 (Eé = Eg — El)
21’2 — 4[[’3 + 41‘4 = =2 (Eé = E3 - 3E1)
0 =0 (B,=E —2E)

Supprimons I’équation 0 = 0. Notre systeme de départ a les mémes solutions que le systeme :

r1 + 22 + x3 — X4 = 2 (El)
(E,) ) — 233‘3 + 2.3(74 = —1 (Eé)
21’2 — 4$3 + 41‘4 = =2 (Eé)

Les équations Ey, By, B, sont respectivement d’ordre 1,2, 2. Ce systeme est ordonné.

Etape 2 : Utilisons la deuxieme équation pour faire monter 'ordre des suivantes. Le systeme
suivant a mémes solutions que E’ :

1 + T9 + I3 — X4 = 2 (El)
Ty — 2$3 + 2I4 = —1 (Eé)
0 =0 (E/=EF,-2E)

La derniere équation est 0 = 0, on peut la supprimer. Notre systeme F a donc mémes solutions
que le systeme :

1 + Xy + x3 — X4 = 2 (El)



Les équations de ce dernier systeme sont d’ordre respectivement 1, 2. Ce systeme est triangulé.

Les variables de téte du syteme triangulé G sont : x1,x. Le systeme G admet donc x3, x4
comme seule variable libre. Résolvons le systeme triangulé. La derniere équation donne :

To=—1+42x3 — 214 .
Il vient :
r1=2—x3+x4—T3=2—wx3+1x4— (—1+ 205 — 224) = 3 — 323+ 314
Désignons par P I’ensemble des solutions de E donc de GG, on obtient :
P ={(3—3x3+ 3wy, —1+2x3 — 214,73, 74) telsque z3,24 € R} |

P={(3,-1,0,0) + z3(—3,2,1,0) + 24(3,—2,0,1) tels que z3,z4 € R}

2) En fixant repectivement (x3,x4) = (0,0), (z3,24) = (1,0) et (z3,24) = (0, 1), nous obtenons
les trois solutions : (3,—1,0,0), (0,1,1,0) et (6,—3,0,1).

3 ) Ceux sont les éléments de P tels que 3 — 3x3+ 3x4 = 0. Soit x3 = 1+ x4. Soit ¥ 'ensemble
des solutions de E telles que x7; = 0, nous obtenons :

Y ={(0,1,z4+ 1,24) telsque z4€R} |,

Y ={(0,1,1,0) + 24(0,0,1,1) tels que x4 € R}



