NoMm ET PRENOM : L1 ALGEBRE 15-16 INTERRO TD

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (ey, eg, €3) une base de E.

Soit u; = e; — ey + e3, uy = 2e; — ey — e3 et uz = 4eq — 3eg + e3. On note F' = Vect(uq, ug, us).
1) Donner une base de F' échelonnée relativement a la base B. En déduire la dimension du
sous-espace vectoriel F.

2) Donner un systéme d’équations de F' relativement a B.

On note D = Vect(e; + e + €3).

3) Montrer que DN F = {0}. En déduire E =D & F.

4) Soit u € E de coordonnées (z1, s, x3) dans la base B. Expliciter la la décomposition du
vecteur u comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

5) Montrer que (uy, us2) est une base de F'. Montrer que B’ = (uy, ug, €1 + €3 + e3) est une base
de E. Quelle est la matrice de passage de B a B’ 7 Rappeler la formule de changement de
coordonnées.

6) De fagon générale, qu’appelle t’on systéme d’équations d’un sous-espace vectoriel H de E
relativement a B 7

1) Un algorithme du cours fournit a 'aide de la matrice Mp(uy,us,uz) ( matrice dont la j-
ieme colonne est formée des coordonnées de u; dans la base B) une base échelonnée de F' =
Vect(uy, ug, uz) relativement a a la base B.

1 2 4
F = Vect(uy,ug,u3) , Mp(up,ug,u3) =1, —1 —1 3
1 -1 1
Etape 1 : Posons uf, = us — 2uy et ujy = uz — 4u;y :
1 0 0
F = Vect(uy,uy,uy) ,  Mg(up,up,uz)=| -1 1 1
1 -3 -3
Etape 2 : Posons uf = uj — u), :
1 0 O
F = Vect(uy,up,uy) , Mp(up,up,uy)=1] =1 1 0
1 -3 0

On a F = Vect(uy, uh, u}) = Vect(uy, uh), car uj = 0.

La famille u; = e; — ey + e3,u), = e3 — 3es est libre (car échelonnée par rapport a la la base B)
et engendre F. C’est donc une base de F' échelonnée par rapport a la base B.

2) Soit u un vecteur de E de coordonnées (1, xs, x3) dans la base B.

1 0 T
u € F =Vect(ug,uy) , Mg(up,uy,u)=|[ =1 1 a9
1 -3 T3



1 0 0

veFesu=u—nuweF , Mglu,u,u)=| -1 1 xo+mx

1 —3 T3 — T

1 0 0

ueF eu =u—(nt+a)uy €F , Mp(u,ug,u’)=| -1 1 0

1 =3 z3—x +3(x1 + x2)

On obtient alors, u € F si et seulement si :
1‘3—371—|—3($1+CE2) :21E1+3£L‘2+$3 =0.

Ainsi,
2$1+3$2+£E3:O

est un systeme d’équations de F' relativement a la base B de E.

3) Soit w € FND. En particulier v € D. Par définition de D, il existe un réel A\ tel que
u= Ay + ex + e3) = ey + Aey + Aes. Les coordonnées de u dans la base B = (e, e, e3) sont
donc (A, A\, ). Comme u € F, les coordonnées (A, A, \) de u dans la base B vérifient 1'équation
de F relativement a la base B :

2.I1+3(L’2+]33:0.

Il en résulte :

2A+3A+A=6A=0 et A=0.

Ainsi, u = 0. Comme le vecteur nul est dans tout sous-espace vectoriel, nous avons bien montré
que DN F = {0}.

Le vecteur ey + e5 + e3 est un vecteur non nul de E. Comme ce vecteur engendre D, la famille
réduite au vecteur e; + e5 + e3 est une base de D. Le sous-espace vectoriel D de E est donc de
dimension 1. Nous avons vu que la dimension du sous-espace vectoriel F' est égal a 2. L’espace
vectoriel E est par hypothese de dimension 3. Ainsi, les sous-espaces vectoriels F' et D de E
vérifient :

DNF={0} et dimD+dimF =dimFE.

Or, ces deux conditions caractérisent le fait que les sous-espaces vectoriels F' et D de E sont
supplémentaires ou encore £ = F' @ D. En clair, tout vecteur de E s’écrit d’une fagon unique
comme somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de D.

4) Soit u € E de coordonnées (z1,xq,x3) dans la base B. D’aprés la question précédente, le
vecteur u s’écrit de fagon unique :

u=u+u" avec v eF e W eD.

Cherchons a déterminer v’ et u” a l'aide de (x1, x9, x3). Soit A le réel tel que v’ = A(eg+ex+e3).
Les coordonnées de u” dans la base B sont donc (A, A\, A). Notons (2}, x5, x%) les coordonnées



de v’ dans la base B. En "passant” 1’é vectorielle u = «’ + u” en coordonnées dans la base B,
nous obtenons :

/ /
1 xy A xy 1 A T — A
/ /
o | =1 2 |+ A et Ty | = 2 | —| A | =] z2—A
T3 xh A xh T3 A T3 — A

Comme u' € F, les coordonnées de u' dans la base B vérifient I’équation 2z, + 3x9 + x3 = 0.
Nous obtenons donc :

2(%1—)\)+3($2—)\)+($3—)\):O.
Soit 2%1 + 31’2 +x3 = 6. Ainsi :

A= 1(2m1 + 3z + x3) = lxl + 11‘2 + 11’3 et "’ = (lxl + lxg + 1:103)(61 +ey+e3).
6 3 2 6 3 2 2
Il en résulte :
1 1 1 2 1 1
" Ty — (%% + ?@ + ?$3) 31T T2 T s
| = | xa— (o1 + z02+ Z23) | = —1% + lm - 1$3
4 R I
T3 — (g% + 572 + 61“3) T3T1 T T2 + 5%
Ou encore :
u = (gxl — 19[;2 — 1xg,)el + (—lxl + lxg — }$3)€2 + (—1131 — 1562 + §I3>€3 :
3 2 6 3 2 6 3 2 6
et
u’ = (lxl - lxz + 11’3)61 - (lxl + 11’2 + 1:103)62 + (}xl + 1902 + 19133)63 :
2 3 6 2 3 6 2 3 6

5) Comme F' est de dimension 2, pour montrer que les deux vecteurs u; et us de F' forment
une base de F| il suffit de montrer que la famille (u1,us) est libre. Soit a et b réels tels que
auy + buy = 0. En passant en coordonnées dans la base B, nous obtenons :

1 2 a—+2b 0
al =1 |+b| -1 |=| —a=b|=1]0
1 —1 a—>b 0

Ainsi, le couple (a,b) est solution du systéme d’équation linéaire :

a + 20 = 0
—a — b =0
a — b = 0.

En ajoutant les deux derniéres équations, nous obtenons —2b = 0, donc b = 0. En remplagant
b par zéro dans la premiere équation, nous obtenons a = 0. Ainsi, (a,b) = (0,0) et nous avons
montré la liberté de la famille (uy, us).



Comme F = F & D une base de F s’obtient en prenant la réunion d’une base F' et d'un base
de D. Or, e; + €5 + e3 est une base de D et nous venons de montrer que (u1,us) est une base
de F. Ainsi (uy,us, e; + €5+ €3) est une base de E. Donnons une autre preuve. Considérons la
matrice :

1 2 1
Mg(ul,u2,€1+€2+€3) = -1 -1 1 s
1 —-11

dont les colonnes sont formées des corrdonnées des vecteurs uq, us, €1 + €3 + e3 dans la base B.
Le déterminant de cette matrice est 6. Cette matrice est donc inversible. Cela suffit & montrer
que la famille (uy,ug, €1 + e + e3) formée de trois vecteurs de E est une base de E. Cette
matrice que nous noterons désormais P est appelée la matrice de passage de la base B a la base
(u1,us, €1 + €3 + e3). Son utilité provient du fait que si (z1, 2, x3) sont les coordonnées d’un
vecteur de E dans notre premiere base B et si (X7, X5, X3) les coordonnées de ce méme vecteur
dans la base (uy, us, €1 + eg + €3), nous avons les égalités matricielles :

T X1 1 2 1 X1 X1 T
i) =P X2 = -1 -1 1 X2 et XQ = Pil i)
T3 X3 1 -1 1 X3 X3 Z3

Il n’était pas demandé de calculer P71, je vous laisse le soin de vérifier :

0 —-1/2 1/2
Pt=|(1/3 0 -1/3
1/3 1/2  1/6

Nous obtenons :

1 1

X, Tyt 5T

Xy | = lxl — 1l’3

X3 12

3% + 572 + 6Ls
Ces égalités se traduisent par :
1 1 1 1 1

(%) mie; + o€ + w363 = (—51'2 + 5(E3)U1 + (gl‘l — §ZE3>U2 + (gxl + 52 + 6933)(61 +extes).

Cette égalité permet de retrouver la décomposition d'un vecteur de £ comme somme d’un
vecteur de F' et d'un vecteuir de D. En effet, soit u € E de coordonnées (xy, x5, x3) dans la
base B :
U = T1€1 + Tty + T3€3 .
Posons :
1 1 1 1 1

u = (—5@ + §m3)u1 + (§9€1 — gl’g)Ug et "= (§x2 + 6(L’3)(€1 +ex+es).

Suivant * nous avons u = u' + u” et d’autre part v’ € F puisque u; € F et us € F et u” € D
par définition de D.



Nous constatons alors que

u = (—55@ + 5:173)1@1 + (§:1:'1 — 5.1'3)162 = (—51'2 + 51‘3)(61 —ex+e3)+ (zl))wl — ;xg)(Zel —e9—€3)
2 1 1 1 1 1 1 1 5)
= (gl’l —5%2 = 6333)61 + (—gxl + 502 — 61‘3)62 + (—§x1 — 5%t 6]]3)63 .
et
u" = (lxl + 1:152 + 1:133)61 + (lxl + 1.11:2 + 1:1:3)62 + (lxl + 1332 + 1333)63 .
2 3 6 2 3 6 2 3 6

Nous retrouvons ainsi le résultat de la question 4.

6) Un systeme d’équations d’un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel E relativement a
une de ses bases B est un systeme d’équations linéaires homogenes dont les solutions sont les
coordonnées dans la base B des vecteurs de H. Autrement dit, un vecteur est dans H si et
seulement si ses coordonnées dans la base B sont solution du systeme.



