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Feuille 2
Systemes linéaires

Exercice 1 — A) K = Q. On consideére le systeme d’équations linéaires a 4 variables u, v, w, t :

2u +v 4w —t = 2 (5)
(S) 2 —v —w +t = 3 ()
4u -t =1 (Ss)

1) Quel est 'ordre des variables du systeme linéaire S 7 Quel est I'ordre des équations Sy, Sa, S3
?

2) Donner en suivant avec soin Ialgorithme du cours un systeéme triangulé ayant les mémes
solutions que S.

3) Méme question avec la systeme obtenu en changeant l'ordre des variables :

-t 4w +v +2u = 2 (Uy)
(U) t —w —v F2u = 3 (Uy)
—t +4u = 1 (Ug)

Exercice 2 — A) K = Q. On considere le systeme d’équations linéaires a 4 variables x,y, 2, :

r 42y =3z +t = 4 (S1)

(9) 20 -y +z 4+t = 2 (S2)
2r +4y —6z +2t = 8 (S3)

x +7y —10z +2t = 10 (Sy)

1) Quel est lordre des variables du systeme linéaire S 7 Quel est l'ordre des équations
S1, 52,53, 54 7

2) Donner en suivant avec soin I'algorithme du cours un systeéme triangulé ayant les mémes
solutions que ().

3) Appliquer avec soin I'algorithme de triangulation au systéme suivant :

r +2y =3z +t = 4 (Uy)

(o) 20 -y +z 4+t = 2 (Us)
20 44y —6z +2t = 17 (Us)

x 47y —10z +2t = 10 (Uy)

4) Que pouvez vous dire des solutions de U ?

Exercice 3 — Déterminer les éléments de R? :

a) 2(-1,4)+5(3,1) ; b) 2(—1,-2)+2(2,7) —2(1,5) ; ¢ —2(3,0)—1—5(0,130)

Exercice 4 — Déterminer les éléments de R* :

12

a) 3(—1, 1, §, §

1
)= 2(2.-3.5,5) 5 ) 7(0,2.1,-2) — (1,14,2,-14) + (0,1,0,-1)



Exercice 5 — Pour z1, 22 € R, préciser a l'aide de z1, x5 les éléments de R? :
) M) )

0) (—1,2,—3) 4 21(3,0,1) + 22(0,1,2) : b) 91:1(1,;,3)—1—352(—1,1,1) |
¢) (=7,0, )+x1(1,—1,0)—x2(;,i,2) D) 5((20,-2,3) — (Las4))
¢) 23(~4,1,21)) . f) 92(=17, 51, 607) + 8(—17, 51, 607)

Exercice 6 - Soit x € R, décomposer sous forme d'une combinaison linéaire d’éléments de
R? indépendants de z :

1 1 4
a) (2+3x,1+ 2% 17) 5 b)) (74x, 3 + =% 2x) + (3 + 4z, 4, 2x)

Exercice 7 — Soit x1, x5 € R, décomposer sous forme d'une combinaison linéaire d’éléments
R? indépendants de z; et x5 :

1 1 1 1
Cl) (2— §LL’1+§I2,5+3LL’1 —7$Q,§$1) ) b) (—4—1)2,1+§I2+l’1,2—17$1+ZL’2) s
c) (2zg, 21 + 2, —17) pod) (1 =294 21,29, 29)

Exercice 8 — Soit x1, z9, x3 € R, décomposer sous forme d’une combinaison linéaire d’éléments
R? indépendants de z1, x4, 23 :

a)(—1+4+z1 + 2wy — 23,17+ 221 — 20+ w3, —1 — 21 + 29 — x3)

1 1
b 1+l’2—|—2$1—$3— .T1,17+25L’3—I2+$1+*I3,—1—.§L’2+I‘3—$1—*.TQ) s

(= 1 2 3 2
c)(xe, 3,7 — by + 3%2 x3) + (0,4x9 — 1,223)
d)(xe + 221 — w3, 17+ 203 — X9 + 1, —T9 + 3 — 1) + (3, —1, TX2)

Exercice 9 - Expliciter dans R3 les solutions des systémes :

(S1) et (S2) {2952—81'3 =0

x1—23:2+x3 =0
2.3(32—8333 =0

Interpréter géométriquement les solutions de ces deux systemes.
Expliciter dans R3 les solutions du systeme :

T — 229+ 23 = 0
(Sl) : 233'2 — 8%3 = 0
—4271 + 5‘%2 + 9333 = -9

Que représente géométriquement cet ensemble de solutions ?
L’élément (0,0, —9) est-il combinaison linéaire des éléments uy = (1,0, —4), uy = (—2,2,5) et
= (1,-8,9) ? En est-il de méme de tout (yi,ys,ys3) € R? ?



Exercice 10 - K = R. Appliquer avec soin l'algorithme de Gauss de triangulation d’un
systeme donné dans le cours pour trianguler les deux systemes :

o — 4]73 = 3 Lo — 4.’13'3 = 17, 17
(Sl) : 21’1 — SIQ + 2133 =1 et (82) : 2%1 — 3562 + 2$3 =1
5I1 - 8%2 + 7.1‘3 = 1 5ZE1 - 81’2 + 71’3 =1

En déduire les solutions de ces systemes.
Meémes questions avec K = Q, K = C.

Exercice 11 — K = Q. On considere le systeme d’équations linéaires :

2!171 —XI3 =0

) 3Ty —x4 = 0

(8) - 209 —3x3 —2x4 = 0
) —31‘3 =0

Appliquer avec soin l'algorithme de Gauss de triangulation d’un systéeme pour trianguler ce
systeme.

Expliciter les solutions du systeme S.

Quelles sont les solutions de S formés de quadruplets d’entiers 7

Exercice 12 — Equilibrer I’équation chimique :
BySs + Hy0 — H3B03 + HyS
Introduire de méme un systeme linéaire pour équilibrer 1’équation chimique :
PbNg + CrMnsOg — PbsOy4 + CreOs + MnQOs + NO
Expliciter les solutions de ce systeme linéaire. Puis, en déduire I'équation équilibrée.

Exercice 13 - K = Q. On considere le systeme d’équations linéaires :

(E)

T+ 2w+ 323+ x4 —25 = 1
3x1, —To+ a3+ x4+ 25 =

Appliquer avec soin l'algorithme de Gauss de triangulation d’un systéeme pour trianguler ce
systeme.

Expliciter les solutions du systeme E a ’aide des variables libres.

Meémes questions en considérant comme ordre des variables : x5 d’ordre 1, x4 d’ordre 2, x3
d’ordre 3, x5 d’ordre 4, x; d’ordre 5, c’est a dire le systeme :

(E")

—x5+ x4+ 33+ 202+ = 1
Z‘5+$4+Z’3—£L’2+3£IZ’1 3

Exercice 14 — On considere I’'équation linéaire £ : 2z, + 32, =7 .

Expliciter les solutions de cette équation lorsque le corps K est respectivement Q, R C.
Déterminer les couples d’entiers relatifs (x1, z5) solutions de I’équation E.

Meéme exercice avec I'équation : 2x1 + 3x9 + bxg = 17.



Exercice 15 - On considere ’équation linéaire a coefficients complexes :
(E) : (14dz —izy=3

Expliciter les solutions complexes de cette équation.
Déterminer les couples de réels solutions de 1'equation E.

Exercice 16 - K = R. Appliquer l'algorithme de Gauss de triangulation d’un systeme pour
trianguler le systeme :

T, +xy +x3 +14 = 1
(El) { 1 2 3 4

I +2£C3 —Xry =

Quelles sont les variables libres ? Expliciter les solutions de ce systeme 7
Meéme question avec le systeme :

(Ey) {161 _i,; o —0_—23;44 z :23
Expliciter les solutions du systeme :
1 +xy +wy Ay = 1
(E) o T ]
T, +Io +2x4 = 3
L’élément u = (1,2,2,3) de R* est-il combinaison linéaire des éléments u; = (1,1,0,1),

uz = (1,0,1,1), u3 = (1,2,—1,0) et uy = (1,-1,1,2). En est-il de méme de tout élément
<y17y27y3>y4) de R*?

Exercice 17 - K = R. Soit a,b € R, on considére le systeme d’équations linéaires des
variables x,y, z :
r+ay+z = 3
(E)(a,b) T+2ay+z = 4
r+y+bz = 3

En déduire en fonction des valeurs du couple (a, b) les solutions de ce systeme.

Expliciter avec précision suivant les valeurs du couple (a, b) Ialgorithme de Gauss de triangu-
lation d'un systéme donné dans le cours au systéme E(a,b).

En déduire en fonction des valeurs du couple (a,b) les solutions de ce systeme.

Exercice 18 — Considérons un réseau de 4 pages internet. La page 1 pointe sur les pages 2,3
et 4. La page 2 pointe sur les pages 3 et 4. La page 3 pointe sur la page 1. La page 4 pointe sur
les pages 1 et 3. On suppose que le facteur d’impact de chaque page est la somme des facteurs
d’impact de chaque page i pointant sur elle divisés par le nombre de pages que pointe la page
1. Trouver le facteur d’impact de chaque page. On normalisera pour que la somme des facteurs
d’'impact soit égale a 1.



Exercice 19 - K = C. Soit A € C, on considere le systeme d’équations linéaires

(1-Nzx+2y—2z = 0
(E(N\) —z+(3— Ny =0
20+ (1 — M)z =0

Montrer que si (3 — A)(A* — 2\ + 3) # 0 le systeme admet (0, 0,0) comme unique solution.
Déterminer les nombres complexes A tels que (3 — A\)(A? — 2\ +3) = 0.

Montrer que (z,y,z) € C? est une solution de E(\) si et seulement si (Z,7, %) est une solution
de E()\). En déduire une bijection des solutions de E()) vers les solutions de E(\).

Expliciter pour chacune des valeurs de A vérifiant (3 — \)(A? — 2\ + 3) = 0 les solutions de

E(N).



